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PRESENTACION

En muchos casos de investigaciéh suele presen-
tarse la necesidad de resolver un con;iunto de ecua-
" ciones lineales; vy si bien es cierto que existen diver-
sos procedimientos analiticos mds o menos expedi-
tivos, el método expuestoi en el presente trabajo,
por el Profesor de esta Universidad, P. Enrique
- Lopez-Doriga, indudablemente ofrece muchas ven-
téjas sobre los tradicionales, conforme podra apre-
ciarlo el lector a través de los problemas re-

sueltos.
Confiamos en que a este primer trabajo seguirin
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otras publicaciones que conm')myan a la divulga-

cion y desarrollo de la matematica.

Fema'ndo Bonifaz Stagnaro
Jefe del Departamento

Académico de Matematicas



: INTROI)UCCION’ ‘

La resolucxon de un sistema de n ccuacxones li-
nealcs conn mcogmtas no presenta dlficultadcs teo-
ricas. La teoria matemdtica, que sirve de funda~
mento al metodo de los dctcrmmantcs, al de susti-
tucxon o al de rcduccmn es clara y simple. Sin em-
_ batgp, por snmple que sea la tcorla la dxfxcultad de
resolver realmente un sistema de n ecuaciones linea-
les con 7 inqégnit;is crece répidiment‘e- al incrf:mci\-

tarse el valor de n.

Si el sistema consta de dos ecuaciones tan slo,

el método de sustitucion es probablemente el mis

, ficil de emplear. Si n = 3, los determinantes nos
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ofrecen un camino rapido y seguro. En el caso de
que 7 sea igual a‘4, o bien mediante determinantes
(algo mis complicados que en el caso anterior), o
~ bien por reduceién podemos obtener en pocos mi-
L‘nutosl la solucién, supuesto que losrcoeﬁcignteé no

sean demasiado complicados.

Pero si n sigué creciendo (5, 6, 7, ...), cualquiera
de los métodos mencionados resulta fatigoso y su-
jeto a faciles equivocaciones, por mis que la teoria
Siguc siendo tan clara y simple como al prihcipio.
Por esto la forma mads usual hoy en dia de resolver
un sistema de, v.gr., 7 ecuaciones lineales con 7 in-
cognitas, es renunciar-a resolverlo “manualmente”
y enviarlo al centro de computacion mas cercano

“ bara procesar los datos y. ob‘ten'er'asf los valores de -

- las incognitas.

Esta salida corta, ciertamente, de raiz la dificut

tad mencionada, pero plantea frecuentemente otras

N . 3 .
nuevas. En primer lugar. el costo: después. auien no

12



disponc de computadoras proplas debe aguardar un
tlempo mis o menos largo, pero que rara vez sera
“ inferior-a las 24 horas, hasta obtener la rcspucsta. Y
si se trata de un iugar (fabnca, mina, campamcnto)'
alejado de las ciudades y, por endé, dé-los centros
: de ‘computacion, el rétraso seri, no de horas, sii;o

- de dfas (1).1

Por todo ello Juzgo atil cxponer un metodo prac-
tlco, ripido y seguro, que con ayuda de cualquler‘
calculadora’ manual por. 51mple que sea, posnblllta
la resolucmn de un sistema de.n° ecuaciones lmea-
les con n incognitas, aunque » sea 1gual a6,7us8,
€n un nempo. mucho mas breve quc el neccsarlp pa-

ra su 'resoitwién‘ por los métodos habituales.

El met.odo que voy a exponcr -en este traba]o es
cl de Rxchardson o de reduccxon en forma tabular,
* aunque con modxﬁcacxoncs introducidas por mf pa-
ra hacerlo mis. mtumvo y menos sujcto a: equxvoca-’

‘ ciones dc calculo
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n
" EL METODO DE REDUCCION
Sea.clsxstcma L o »
=3, X "‘ & 2)’ ot oW

.mz-_-az.‘x + ?.2«.2(y> + .’..7-\l-,’az.'n_‘z + a W

My =g Xty bt a2t
A+ an‘l.iw" ) ‘

3 [ X N

'mn’ "..an.lx . + an;ZY. +. eee + aﬁ;n-lzﬂ +
+ a w

El metodo de rcducclon consiste, como bxen sa-
:bcmos, en lgualar Tos cocﬁaentu de una mcogmta
;"y mtatdcspusmccswmnentchsccumones de
»dosmdos,deforma qucesamcopmquedcch-
: 14



minada y resulte un sistema de # - I ecuaciones
con n - 1 incégnitas. Asi, si en el sistema anterior,
multiplicamos la primera ecuacion por a,  y la

n-sima ecuacion por a, = obtenemos:

m a. '—}(3‘1,1" +oa,y + .. +oa 24
+ 3, wa
m oa =@ ,x+a,y+ .. +a .,z +

+ an'nw) a .

Y por simple resta:
moa,, - m o3, = ,x + a3,y + ..

..+ al‘n;lz) a, - (@ ,x + a .,y +

e F an.n-lz) al.n

En esta ecuacién ha quedado ya eliminada la in-
cognita w. Procediendo en forma aniloga con las
ecuaciones restantes obtendri amos al final un siste-
" ma de n - 1 ecuaciones, que carecerfan de la incog-

nita w.
15
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REDUCCION POR TABULACION

Las calculadoras electrénicas, incluso las manua-
~ les, nos permiten en la actualidad disponer los cilcu-
los en forma tabular, extraordinariamente simpiifi-
cadora de todo el proceso. Y con una exactitud ina-

sequible a las antiguas reglas de calculo.

Veimos el método primeramente en un ejemplo
muy sencillo, en el que la tabulacién no serfa nece-

saria.

Sea el sistema

(1) 8=x + 3y + z
(2) -3=5x-y+ 82
‘3)  10=-2x-2y + Tz

Escribamos los términos independientes y los

18



cocficientes de las incognitas en la disposicibn si-

g‘uiente:.b |

8 1 : 3 1
3 s a8
0 2 2 7

: El}lprimér multiplicador constante (cq‘uiValcnte a
;3-'1‘ del caso gcncfal) es ahora -T;—.Pcro como ac-
ruard de sustraendo (dqb‘\em05 cambiar el signo de
este factor: —-%— . Este factog‘ hay 'quc multiplicarlo
por el término in.dcpen'dicntcﬂy por cada uno de los
cocficientes de la tercera ecuacion (excepto por el
dltimo, pues ese término quedari eliminado), y su-
mar ordenada y algébricamc‘ntc’ (iya hemos cam-
biado el signo! ) los resultados al término indepen-
digritc y a los coeficientes de la primera ecuacion.

Obtenemos asi:
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8 1 | 3 1
-14285  +0.2857 - +0.2857
3. s -1 8

0 . o-2 -2 7

Procedcmos 1gual con la segunda ecuacion. El

factor constantc, cambxado ya dc sxgno, es, ahora
8

- — . -

8 - 1 3
-1.4285  +02857 .  +0.2857 .

3 s 18
-11.4285 +2.2857 +2.2857

10 2 a2 g
-El nu_évo sistema de:2 g‘quacioncsr con 2 iqcégﬁi—
- tases:. i S R

L (4) (8- 1.4285)=(1+0.285T)x+ (3 + 0.2857) y
(5) (- 3- 11.4285) = (5 + ‘2.2'8’57)x‘+ - 1+
| +22857)y o

Lo disponemos igual que'antes, pero efectuando.
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las sumas cortespondientes tanto a la segunda ecua-
cion como a la segunda incognita:
' - 3.2857
8. 1 3 1
- 1.4285 +0.2857 .+ 0.2857

-14.4285 7.2857 1.2857
® 5 -1 8
-11.4285 +2.2857 +2.2857
10 -2 -2 7
: 3.2857 ‘ ,
El nuevo factor es:— 13857 Obtenemos, después
de sumar:
43.4445 -17.3334 3.2857
8 1 3 1
-1.4285 .4+0.2857 +0.2857
+36.8730 -18.6191
- 14.4285 7.2857 1.2857 .
-3 5 -1 8

114285 - +2.2857  +2.2857

10 -2 -2 7
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La ecuacién reducida resultante es, por lo tanto:

(6) 43.4445 = — 17.3334x

De la ecuacién (6) obtenemos el valor de x =
=- 2.5064.

Este valor, llevado 2 la ecuacién (5), nos permite
hallar y = 2.9807. Llevando, en fin, los valores d§

x ey a'la ecuacién (3) obtenemos: z = 1.5640.

Comprobemos la exactitud de los resultados sus-
tituyendo los valores obtenidos en la ecuacién (1) y
viendo cudl es la diferencia en cuanto al término
independiente: '

x + 3y + z=8 _ :
- 2.5064 +3-2.9807 + 1.5640= 7.9997.

‘El grado, pues, de exactitud, obtenido operando
tan solo comrcuatro decimales, es suflaente para los

problemas préctlcos ordinarios.

!/

Tomando como ejemplo el mismo sistema, pode-

mos ver la forma prictica de efectuar la tabulacion



de todos los‘lpcsos que hemos visto en detalle. En
el cuadro resultante, las lineas horizontales separan
las diversas ecuaciones; las verticales separan la alti-
- ma im\:égnita de cada sistema sucesivo &e ecuacio-
nes y centran nuestra atencion en sus cocﬁcicntes:,
que son los que debemos tomar para hallar en cada
paso-el factor constante. Los resultédos parciales.
los éscribimos debajo del coeficiente correspon-
diente a la misma fila y columna y solo los suma-
mos a medida que vamos obteniendo las sucesivas
ecuaciones reducidas. Como los sumandos necesa-
rios para obtener la ecuacion en x seran 7 - I; los
necesarios para obtener los de la ecuacionenx ey
serin n - 2; y asi sucesivamente: el espacio inicial
entre la primera y la segunda ecuacion ha de ser ma-
yor que el que separe a la segunda de la tercera. Y
asi sucesivamente. Por Giltimo, ala derecha de la do-
ble 'faya vertical y en la fila correspondiente se van

escribiendo los diversos factores constantes.

El cuadro final presenta el siguiente aspecto:
23



t x y 2

43.4445 -17.3334 | 3.2857 i .

8 1 3 : H "3

-1.4285  +0.2857 | +0.2857
+36.8730 -18.6191

~14.4285 7.2857 1.2857 s
~3 S -1 8 -~ *7-
- 114285 + 2.2857 + 2.2857

10 -2 -2 7

Las sucesivas ecuaciones reducidas. que nos per-

miten encontrar el valor de las incognitas, son:

43.4445 = - 17.3334x
- 14.4285 = 7.2857x + 1.2857y
10 =- 2x - 2y + 77

Como no raras veces algunos de los coeficientes
seran cero, puédc ocurrir que en algunos de los fac-
tores constantes el denominador sea nulo. Esta difi-
cultad se obvia o bien invirtiendo el orden de las
ecuaciones del sistema, de forma que no quede co-
mo denominador ningin coeficiente nulo; o, mas

simplemente, reemplazando la ecuacion anémala

24



por otra, que sea combinacion lineal de ella y de
otra cualquiera de las restantes del sistema.
Ejemplo:

Sea el sistema 8 =x + 3y + z

- 3=5x+8z
10 =- 2x - 2y
t x y 2
8 1 3 1 ‘i)l‘-: imposible
-3 5 0 8
10 -2 -2 0

En lugar del sistema dado, con el que no pode-
mos operar, resolvamos el sistema formado por las
dos primeras ecuaciones y por la suma de la segun-

da y de la tercera ecuacion:
8=x+ 3y +z

-3=5x+ 8z

7=3x-2y +82

En la prictica haremos la sustitucion en el mis-

mo cuadro, con el que estamos operando:

25



Vi S5=x-y-z+w-2v+n-p
VL O0=x+y-3z- 3w+ 5n+8p
VIII. 4=3x+3w+2m- 10n+p

La resolucion de este sistema esti contenida en
el cuadro-siguiente, en el que estan tabulados todos

los pasos intermedios:

28



. - ’ M
Las ecuaciones reducidas, segin podemos ver en

el cuadro de tabulacién, son las siguientes:
I’ -6525.1562 = -757.9430x

I’ 20.6707 =2.4416x + 0.1132y
" - 48.1241=2.0392x+ 5.4388y + 11.2649z

v’ 192.4272 = - 6.2444x - 35.2158y -
- 26.2298z + 12.7403w
v’ - 10.7745 = 0.0767x + 2.3847y +

+ 1.4616z - 0.8463w + 0.3079v
VI° 5.6158 =1.5648x - 0.8942y - 1.3176z +
+ 1.1412w - 2v + 0.3059m
VII’ -32=-23x+y-3z-27w- 16m + 85n
VIII' 4=3x+3w+2m- 10n+p

De estas ocho ecuaciones deducimos ficilmente
los valores de las ocho incognitas:
x= 8.6090 y=- 3.0833 z=- 43418 w= 18618
v=12.4696 m= 21.1879 n= 64157 p=-56312
Grado de exactitud:

En el cuadro siguiente aparecen para cada ecua-
31



" cion los valores del término independiente del siste-
ma dado (t) y los valores que resultan para el térmi-

no independiente (t”) al sustituir en cada ecuacion

las incognitas por sus valores

. Ecuacion t t

I 0 0.0329
11 2 1.9984
1 -1 - 1.0006
v 7 6.999
vV -5 -4.999
Vi 5 5.0036
Vil 0 - 0.0054
Vil 4 4

Tiempo empleado en resolver el sistema y com-
probar si los. valores obtenidos satisfacian una

cualquiera de las ecuaciones: bhora y media.
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LA REDUCCION POR TABULACION EN
ECONOMETRIA

_ La redyecién por tebulecién encuentra un cam-
po amplio de aplisaciba en diversos problemas cien-
wificos y técnicos. Asf, por no citar sino un cjem-
~ plo, facilita el céleulo de los circuitos eléctricos de
corriente continue, al permitir resolver ripidamen-
te los sistemas de seis, ocho o diez ecuaciones linea-
Jes (con muchos coeficientes nulos, por lo demés),
resultantes de la aplicacién repetida de las leyes de
Kirchhoff (2). : '

| También en la econometrfa puede aplicarse fruc-
tuosamenge este método, como vamos a mostrar
abora. Y para poder velosar su confiabilidad vamos
" a escoger wn 'ejeﬁplé"(aanque 1o el que querfamos,
: por las ramomes aducidas en la nota priitra), cuybs

33



resultados han sido procesados en el centro 1BM de
Lima (3). Asf podremos apreciar mejor l grado de
exactitud (o inexactitud), que ofrece el método ex-
puesto en estas piginas. '

A partir de los datos de la econom{a peruana en
el pen’odo 1950/1972 se desea calcular el impuesto
a las utilidades del i¢simo afio (Tu,) en funcion de
las utilidades en esec mismo afio (U,); de un término
* de perturbacion '(ci); y de dos variables ficticias (A
y Au), que modifican el intcrccpté y la pendiente
de la funcién a partir de 1970, debido a la promul-
gacién de diversas l§y§s (. gr._; las de fomento sec-
torial), que han podidoinfluir en el nivel de impues-

tos recaudado_s.
La funcién impositiva serd de la forma:
Tui=a+bUi+¢A+dAui+ci :
Por las condiciones dél .p"la_nteamicnto

A=0pura 0<i<19 A=1parai >20;

34



a b, c y d son los coeficientes de regresion por

| mdmaummw
‘Gwlos obmosiameamecuwomm

Tni-anfb z u..+cz (1)¥dz ui

s gﬁu‘:

niTu‘-_ag'ﬁi-kbi u:'+ cgn‘ +JQB: -

D

| t

it

,Tn‘-ag (l)_-tbg q+cg (l)+dg u‘

=20 §ud0

‘

n o 27 '
z P SRS - N f +dT o
i-;;' ™ a“ui ' i-nn‘ ‘ci-m“i i-:nu‘ .

Dando valores mxmémos a las sumatorias, de
mdoconhmdequmﬁgumudm—
'bqoq:ltado:nhmuuﬂ.obmadm
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80193 =232+ 312675b + 3c+ 122 729d

1 945 617 854 = 313 675a + 8:027 511 249b +
+122729c + 5 027 126 409

28 915 =3a+ 122 729b + 3c + 1227294

1 182 679 633 =122 729a + 5 027 126 40%b +
+ 122 729¢ + 5027 126 409d

Resolvemos este sistema mediante el método de
reduccién por tabulacion, conforme aparece en el

siguiente cuadro: -



Eas ecuaciones reducidas son:
>

2978.50808 = 7.97505a |

762 938 221 = 189 946a + 3 000 384 840b

© 41.82736 =0.00377a + 0.0037/‘,7.& |

"1 182 679 633; 122 729a + 5 027 126 409b +
¥ 122 729 + 5 027 126 409d |

De éllas 6btenrcmosrlos siguientes valores:

a = 373.47830

b = 0.23064
c=10721.31215
d=- 0.26624

. Y»Por lo tantola funcion buscada es:
Tu; = 373.4783 + 0.23064U; + 10721.31215A -
-~ 0.26624Au; + €,

Para concluir cbmparémos estos resultados con
los proporcionados por IBM:

a = 373.625
IBM

39



h - - 0.2}@3

¢ = 10 734.227
o

d = - 0.26633
- ]

Mo@e-“mamtm

B0 exactos sino solamente aproximades, pueds re-
wwmauam
comseguide con ends uno de los dos peosedimien-
tos.

$ean ¢t cl valor ceiginel del sirmino independisn-
¢ de cada ecuncibn, 1, . ¢l velor del término inde-
pendiénte resultante al sustitnir las incOgnitas pec
los valores proporcionados por IBM; ¢, o valor
del término indepeadiente resuitance 2l sustitwlc
hsucémperlmmmlmm
tros mediante la reduccion tabulsde. Obsesonsos
el siguiente cuadeo:



|84

t M Cre t " UsM % ;tn
Ecuacién
| 80193 80191.87536 80193.93039 +1.12464 - 0.93039
i 1945617854 | 1945507141.205 | 1945636306 | +110713 - 18452
i 28915 28912.13 28915.21895 | +2.87 -0.21895
v 1182679633 | - 1182559811.306 | 1182686837 | +119822 - 7204




Queda, pues, comprobada la utilidad prictica de
un método que en menos tiempo (4) y con menos
costo nos ha permitido llegar a um;s rcsulfados bas-
tante mis aproximados que si hubiéramos envia-
do los datos a procesarlbs en cualquicr centro de

computacion.
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(1)

Notas

La dificultad es real, incluso cuando existe
un centro de computacion en la misma locali-
dad. Para la dltima parte de este articulo se
habia preparado como aplicacién prictica del
método la determinacién de los coeficientes
del sistema de ecuaciones, que sirve para calcu-
lar la ley de variacion de las importaciones pe-
ruanas en los Gltimos 20 aiios. Se querfa com-
parar los resultados obtenidos por el método
expuesto en este articulo con los obtenidos en
un centro de computacion. Después de tres se-

manas de inttil espera hubo que sustituirlo por

“otro ejemplo, mis sencillo y menos interesan-

te, pero-del que ya se tenian los resultados.
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Cf. }.i. Martin Arajoy J. Garefa del Vaile,
Un métedo prietico para el edicwio 'y reduc-
cién de sircusios eléeiricos (Madrid, 1.C.AL,
¥9%3), 16 pég.

Tomo el e¢jemplo de Carlos A. Bolofe,
Extensiones al modelo lineal general o de re-
gresion miitiple: El caso de las variables fic-
ticias 'y los polinomios segmentados (Lima,
Centro de Investigacién de la Universidad del
Pacffico, 1975), pag. 12-14. Agradezco al pro-
fesor C. A. Bolofia la ayuda que me ha pres-
tado para redactar esta parte del trabajo.

En resolver el sist_ema dado, comprobar las
soluciones y éo,mpmrhs con las proporciona-
das por 1BM he empleado algo menos de 45
minutos. Puede parecer mucho para un sistema
de 3dlo cuatro ecuaciones; pere operar con ni-

meros enteros de diez digites y mantener cin-



co cifras decimales (las mismas que IBM) es

siempre lento si se quieren evitar los errores.



Los sistemas de ecuaciones lineales y su reduccion
tabulada se acab6 de imprimir en el Departamento
de Publicaciones de la Universidad del Pacifico, Av.
Salaverry 2020, Jests Maria, Lima, e} mes de mayo

de 1977. Se encargo6 de la composicion la sefiorita
Alejandra Canella Ortiz de Zevallos.



