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Presentacion de la Biblioteca Universitaria

Nuestra institucion cree firmemente que las organizaciones ten-
dran éxito en la medida en que satisfagan necesidades existentes
en una sociedad. Asi, en un estudio analizamos el comporta-
miento de alumnos y profesores ante el mercado de textos
universitarios, y observamos que la mayoria de profesores reco-
miendan textos extranjeros debido a la carencia de material
bibliografico peruano referido a nuestra realidad. Ademas, ma-
nifestaron requerir libros que se encuentren metodolégicamente
bien organizados. Esta necesidad nos motivé a iniciar la elabo-
racion y publicacién de veintiséis textos para educar a universi-
tarios peruanos. Las ventajas competitivas de los mismos seran
justamente aquellas requeridas por el mercado: estar referidos a
nuestra realidad y presentarse de manera que faciliten el apren-
dizaje.

Las obras versaran sobre temas relacionados a la agroempre-
sa, hegocios internacionales, contabilidad y finanzas, mercado-
tecnia, recursos humanos, analisis econémico para la empresa,
sistemas para la toma de decisiones, entre otros.
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La realizacion de esta actividad ha sido posible gracias a la
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Gobierno de los Estados Unidos de Norteamérica (AID).

Lima, febrero de 1992
Estuardo Marrou Loayza
Coordinador del Proyecto de Mejoramiento

Gerencial del Sector Privado
Universidad del Pacifico
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Prélogo

Este libro es el resultado del desarrollo de las notas de clase
usadas por el autor en el dictado del curso Métodos Cuantitati-
vos | en la Escuela de Postgrado de la Universidad del Pacifico
durante los ultimos cinco afios. Esta escrito como texto para un
curso de Analisis Estadistico, para estudiantes de postgrado del
primer nivel o para no graduados de segundo nivel en las areas
de administracion y economia.

El objetivo de este texto es familiarizar a los estudiantes de
administracién y economia con los conceptos y técnicas estadis-
ticas y su aplicaciéon al mundo de hoy, en una forma accesible y
sin prerrequisitos matematicos rigurosos. De esta manera se
espera brindar a los estudiantes un medio para lograr un enten-
dimiento conceptual sélido del papel de las técnicas estadisticas
en el proceso de toma de decisiones. Se mostrard como estas
técnicas ayudan tanto a los economistas como administradores
a tomar decisiones en los sectores privado y publico a través del
desarrollo de su habilidad para analizar diferentes factores que
influyen en el resultado de todo problema de decision.

Biblioteca Universitaria / 15



Se describirdn las técnicas estadisticas, su operatividad y
aplicacién directa por el decisor. El enfoque es eminentemente
practico. Cada capitulo presenta, en primer lugar, una situacion-
problema que busca motivar al lector a utilizar su ingenio y
creatividad en el planteamiento de soluciones innovativas. A
continuacion se describe la técnica y modelo cuantitativo.

El desarrollo de la técnica cuantitativa o modelo incluye su
aplicacién a la situacion-problema para poder generar una solu-
cion o decision. Se espera que este enfoque motive al estudiante al
demostrar no s6lo cémo puede ser aplicado el procedimiento, sino
también como contribuye al proceso de toma de decisiones.

El libro contiene material suficiente para un curso de un ciclo
académico. Sin embargo, hay flexibilidad para desarrollar un
plan de estudio. En la Escuela de Postgrado de la Universidad
del Pacifico el libro ha servido para un ciclo completo. El siguien-
te esquemade ladependencia de los capitulos puede usarse para
disefiar un programa especifico.
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Un componente importante del libro es el conjunto de pro-
blemas que aparece al final de cada capitulo. Los problemas son
ejercicios, esto es, una aplicacion mas o menos directa de las
técnicas discutidas en el capitulo.

La preparacion de este libro ha sido una tarea muy larga,
imposible de terminar sin la ayuda de mucha gente. Me gustaria
agradecer a la Escuela de Postgrado de la Universidad del
Pacifico, que brindd el ambiente y recursos para hacer este
proyecto posible. También quiero agradecer atodos los alumnos
que con paciencia supieron entender y ayudar a superar las
dificultades asociadas con la evolucion de las notas de clase, y
que desinteresadamente contribuyeron a superarlas.

José Salinas Ortiz
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Introduccion

1. Elproblemadéla toma dedecisiones. 2. Laincertidumbrey el analisis
estadistico. 3. El analisis estadistico y la informacion disponible.
4. Relacion entre variables y prediccion. 5. La teoria de decisiones.

1. EL PROCESO DE TOMA DE DECISIONES

El medio ambiente en el que se toman las decisiones humanas,
tanto individuales como organizacionales, se caracteriza por ser
incierto, complejo, dindmico, competitivo y finito. Este entorno
es incierto porque el decisor no puede estar seguro del compor-
tamiento futuro de algunos factores que influyen en el resultado
de ladecision. Estamos obligados a enfrentar un mundo complejo
y dindmico donde existen muchos factores que interactdan en
formas que no son facilmente comprensibles y que evolucionan
continuamente a traveés del tiempo. Finalmente, debido a que la
disponibilidad de recursos es limitada, el entorno esfinito, lo que
trae como consecuencia un alto grado de competitividad entre los
agentes econdmicos, pues cada quien tratara de obtener el ma-
yor beneficio para si. Todas estas caracteristicas producen, con
frecuencia, un sentimiento de confusién y preocupacion en el
decisor.
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Para hacer frente a las caracteristicas de su entorno, el hombre
dispone de ciertos recursos que pueden facilitarle tomar decisio-
nes que le produzcan el bienestar que desea. En primer lugar,
puede utilizar su ingenio para concebir y formular diferentes
cursos de accién, definiendo sus alternativas potenciales. Adi-
cionalmente, a través de su percepcion puede aprender de lo que
experimenta y acumular informacién del medio ambiente que
lo rodea. Finalmente, dispone de una filosofia, un cimulo de
principios que guian su vida y le permiten establecer sus prefe-
rencias con respecto a los varios resultados que podria generar
una decision.

En muchos casos, tanto en decisiones triviales como en aque-
llas que involucran a una corporacién, o aun a toda una nacion,
el decisor se vale de un proceso intuitivo para considerar sus
alternativas de accién a la luz de la informacién acumulada y
sobre la base de sus preferencias. La légica de las decisiones
tomadas intuitivamente es incomprobable; en algunos casos, el
decisor no sera capaz de explicar las razones por las cuales tomo
una decision en particular.

En la sociedad moderna, donde se verifica una mayor inter-
dependencia entre los diferentes actores econémicos -familias,
empresas y gobiernos-, las decisiones importantes pueden y
deben tomarse utilizando herramientas que vayan mas alla de
la intuicion; que sean transparentes, explicitas y que tengan una
I6gica comprobable. Los diferentes métodos cuantitativos del
andlisis estadistico ayudan al decisor al permitirle explicitar y
describir sus alternativas cuantitativamente, sistematizar y es-
tructurar su informacion disponible, y considerar explicitamente
sus preferencias.

El rapido progreso de la tecnologia de las computadoras,
combinado con el desarrollo de procedimientos computariza-
dos refinados en los ultimos afios, ha ampliado el rango de
problemas complejos que pueden ser tratados confiable y efi-
cientemente por los diferentes métodos cuantitativos. Por otro
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lado, las crisis recientes en areas como energia, productividad
industrial, balanza de pagos y en la economia en general, nos
obligan a evaluar mas cuidadosamente las diferentes alternati-
vas de decisién considerando toda la informacion relevante. La
necesidad de una evaluacion meticulosa ha producido nuevos
intereses en conocer y utilizar herramientas metodoldgicas que
sean capaces de generar decisiones 6ptimas en problemas im-
portantes y cruciales para nuestra existencia.

En este libro se revisaran los conceptos y técnicas del analisis
estadistico y su aplicacion al proceso de toma de decisiones en
una forma accesible a estudiantes que no tienen una formacion
matematica rigurosa.

2. LAINCERTIDUMBRE Y EL ANALISIS ESTADISTICO

Una caracteristica importante de nuestro medio ambiente es la
incertidumbre que rodea al comportamiento de los elementos
gue contribuyen al resultado de una decision. La incorporacion
de los factores inciertos en el analisis de decisiones es posible
gracias a la teoria de probabilidades, que proporciona el razo-
namiento cuantitativo para entender fenbmenos aleatorios.
Ademas de permitir el andlisis de incertidumbre en forma expli-
cita, el analisis probabilistico también es la base de la inferencia
estadistica.

Muchos estudiantes han tenido dificultades en el estudio de
la teoria de probabilidades, limitandolo al aprendizaje y aplica-
cion de formulas y reglas. El enfoque usado en este libro preten-
de explicar la teoria de probabilidades apelando a la intuicion
gréfica del lector sin incluir conceptos matematicos intrincados.
El desarrollo de esta teoria se presenta utilizando el lenguaje
especial del dlgebra de eventos, que permite describir en forma
sencilla y clara los eventos bajo consideracion. El algebra de
eventos facilita establecer relaciones que definen el concepto de
probabilidad, probabilidad condicional e independencia. Final-
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mente, se introduce el concepto de variable aleatoria utilizando
el grafico del arbol de probabilidades y se describen las variables
aleatorias méas importantes en el analisis estadistico de proble-
mas en las areas de administracion y economia: las distribucio-
nes binomial, de Poisson y normal. Esta ultima es la base de la
estadistica inferencial y del andlisis de regresion.

La teoria de probabilidades se presenta en el capitulo Il, y en
el capitulo 1l se describen las variables aleatorias relevantes.

3. EL ANALISIS ESTADISTICO Y LA INFORMACION
DISPONIBLE

Con el objeto de tomar las mejores decisiones, el decisor debe
contar con toda la informacién relevante que le sea posible
conseguir. Mucha de esta informacion es numérica; otra sera
informacién cualitativa que podra ser cuantificada de diversas
maneras. La utilidad de esta vasta informacion numeérica tan
desagregada es virtualmente nula si se mantiene en su estado
bruto. El decisor debe buscar una manera adecuada para refi-
narla, condensarla y presentarla de modo que sea facilmente
comprensible.

La estadistica descriptiva, a través de sus técnicas graficas y
numeéricas, nos ensefia a presentar, resumir y analizar informa-
cion numérica con el propoésito de extraer de los datos algunas
propiedades que describen adecuadamente la estructura del
proceso y el comportamiento del sistema bajo estudio. Conside-
remos el caso de una empresa que esta interesada en conocer el
movimiento en el precio de las acciones, con el fin de establecer
su politica de inversiones. El listado diario de todos los precios
de las acciones en el mercado burséatil le serda de muy poca
utilidad. Muy posiblemente, el Gerente Financiero extraera la
esencia de estos datos y los presentara a la Alta Gerencia do-
modo tal que las caracteristicas méas importantes de la informa-
cion numérica sean identificadas de una manera clara y precisa.
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En el capitulo | se presentan diferentes técnicas de la estadistica
descriptiva.

Por otro lado, existen instancias en las que la informacion
disponible es insuficiente y el decisor debe determinar si es
conveniente utilizar esa informacion incompleta para inferir
acerca de los hechos desconocidos. Asi por ejemplo, si una
empresa manufacturera esta considerando lanzar un nuevo pro-
ducto al mercado, estara interesada en conocer el nivel probable
de demanda que enfrentara su producto. Con el fin de evaluar
la intencion de compra de los consumidores potenciales del
nuevo producto, se realizara un estudio de mercado mediante
el cual se entrevistara a una pequefia parte -0 muestra- de esta
poblacion. La informacidn obtenida de las personas encuestadas
servird para estimar caracteristicas de la poblacién de la cual fue
extraida.

Las técnicas de la estadistica inferencial, con la ayuda de la
teoria de probabilidades y el conocimiento sobre el manejo de
informacion numérica, nos brindan las herramientas que permi-
ten utilizar informacién muestral para hacer estimaciones y
derivar conclusiones con respecto a la poblacion total. Los prin-
cipios basicos de la teoria de muestreo, estimacion y los métodos
de la prueba de hipétesis en un analisis univariable se presentan
en los capitulos fVy V.

4. RELACION ENTRE VARIABLES Y PREDICCION

Lainformacién que el decisoracumula a través de su percepcion
también le permite formular algunas hipétesis respecto a la
existencia de posibles relaciones entre dos o mas variables que
influyen en el resultado de sus decisiones. Las técnicas del
analisis de regresion permiten medir el grado y naturaleza de la
relacion entre dichas variables, estimando los parametros que la
definen. También es posible probar hipétesis para establecer si
la relacion es estadisticamente significativa. Finalmente, el ana-
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lisis de regresion nos permite predecir el valor de una variable
sobre la base del valor de otras variables que la explican.

Supongamos que el Gerente de Comercializacion de una
empresa fabricante de bebidas gaseosas esta estudiando lanzar
una campafia para incrementar considerablemente sus ventas,
através de unareduccion de sus precios al consumidor. La teoria
econdmica establece que, si se mantiene el resto de factores
constantes, una disminucion en el precio de un producto ocasio-
nard un incremento en su demanda. Pero la empresa necesita
saber en cuanto reducir su precio para lograr un incremento de
demanda tal que incremente sus utilidades totales. Para estimar
esta relacion hipotética entre precio y cantidad debemos contar
con informacién numeérica que demuestre como el volumen de
ventas ha reaccionado ante cambios en el precio en el pasado.
Una vez estimada la relacién podremos predecir el comporta-
miento de la demanda ante variaciones en el precio, bajo la
premisa de que lo que ocurrié en el pasado se repetird en el
futuro.

Ademas del andlisis de regresion, existen otras técnicas de
prediccion para proyectar el comportamiento futuro de varia-
bles de interés para el decisor. Estas técnicas pueden agruparse
en tres grandes categorias: métodos de series de tiempo, méto-
dos causales y métodos cualitativos. Los métodos de series de
tiempo se basan en el analisis de los datos histéricos de la
variable que intentamos predecir con el fin de identificar sus
patrones de comportamiento. Los métodos causales relacionan
la variable que tratamos de predecir con otras variables que la
explican. El andlisis de regresién es un caso especial de los
métodos causales. Finalmente, los métodos cualitativos de pre-
diccion se basan primordialmente en informacion cualitativa,
como puede ser la opinién de expertos en el tema de interés.

El analisis de regresion se presenta en el capitulo VI, y las
técnicas de prediccion en el capitulo Vil.
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5. LA TEORIA DE DECISIONES

La caracteristica del entorno que mas problemas ocasiona al
decisor es la incertidumbre. La salida mas facil es sin duda hacer
uso de modelos de determinacion que pretenden representar el
problemabajo andlisis evadiendo los aspectos de incertidumbre.
Dentro de estos modelos podriamos considerar la programacion
lineal, algoritmos de transporte y asignacion, algunos modelos
de inventarios y la programacién dinamica.

En cualquier situacion, la toma de decisiones se realiza en un
ambiente en el que el decisor no puede estar seguro del compor-
tamiento futuro de ciertos factores que estan fuera de su control
pero que eventualmente afectaran los resultados de su decision.
Por ejemplo, los resultados de la decision de explorar y explotar
un lote petrolero en la selva peruana se veran afectados por una
serie de factores inciertos, como el tamafio de reservas existente,
los costos de desarrollo y operacién del lote escogido y el precio
del petréleo en el mercado internacional. Por ser todos estos
factores elementos importantes que afectan la decisién de inver-
tir y el tipo de contrato a negociarse, deberan incluirse explici-
tamente en el analisis. La teoria de decisiones usa el lenguaje de
probabilidades para describir y cuantificar tales incertidumbres
y las incorpora en un “arbol de decisiones’. Este diagrama
permite estructurar el proceso de toma de decisiones bajo incer-
tidumbre. La teoria de decisiones se presenta en el capitulo VIII.
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I. Técnicas descriptivas

1 Las variables ysus tipos. 2. Tipos de anélisis estadistico. 3. Técnicas
de la estadistica descriptiva. 4. Técnicas graficas. 5. Medidas de
tetidericia central o promedios. 6. Medidas de dispersion o variabilidad.
7. Otras medidas descriptivas; Asimetriay curtosis.

Cualquiera sea el entorno donde se lleve a cabo el proceso de
toma de decisiones, es crucial contar con toda la informacion
posible sobre las caracteristicas relevantes del medio donde se
realizan las actividades especificas. La cantidad de informacion
que se genera y recopila ha crecido en forma extraordinaria en
los tltimos afios. La habilidad para absorber, interpretar y utili-
zar adecuadamente esta informacién ha adquirido importancia
creciente en todas las areas del quehacer humano.

La evolucion de las computadoras ha contribuido sustancial-
mente a la tendencia de generar gran cantidad de informacion.
L1desarrollo alcanzado en computacioén facilita cada vez mas las
tareas de almacenar, recuperar, procesar y analizar la informa-
cion en cantidades insospechables hasta hace unas décadas.

Estamos forzados, cada vez mas, a pensar en los aspectos
numeéricos de cualquier problema de nuestro interés. Existe la
necesidad de resumir y presentar la informacién numeérica en
una forma tal que permita obtener una apreciacion inteligente
de lo que significan estos datos. Esta tarea no es de ninguna
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manera facil. Por ejemplo, si tuviéramos acceso a los datos sobre
los nivelesde ingreso de los dos millones de familias que residen
en Lima Metropolitana, ;qué podriamos hacer con esta informa-
cién? Concentrarnos en analizar cada uno de los ingresos fami-
liares nos produciria sélo un dolor de cabeza. La Unica manera
de aprovechar esta vasta informacion es extrayendo la esencia
de los dos millones de datos en la forma mas directa y simple
posible. Uno de los objetivos del analisis estadistico es resumir
las caracteristicas importantes de los datos de tal manera que se
obtenga una imagen clara y precisa, sin sacrificar u ocultar
caracteristicas importantes de la informacion.

El objetivo de este capitulo es revisar algunos de los métodos
empleados en el resumen y presentacion de informacion numé-
rica. Esta presentacion de la informacion se logra a traveés de las
tablas estadisticas y graficas, como veremos en las secciones 3y
4. Podemos describir los datos en una forma aun mas concisa
usando técnicas numeéricas que nos permiten calcular prome-
dios, medidas de dispersidn, simetria y curtosis. Estas técnicas
se presentan en las tres Ultimas secciones de este capitulo.

1. LAS VARIABLES Y SUS TIPOS

El andlisis estadistico tiene como fin observar y estudiar las
caracteristicas dejos datos numéricos. Las observaciones pueden
referirse a personas, organizaciones, naciones, familias, objetos,
etcétera.

Si una caracteristica de nuestro interés puede tomar distintos
valores o tiene diferentes resultados, se llama variable. Es decir, una
variable es una caracteristica de las observaciones que puede ser
clasificada por lo menos en dos categorias. Y el valor de una
variable es una de las categorias en las cuales la variable puede
ser clasificada. A continuacion se presentan algunos ejemplos
de variables y posible conjunto de valores que estas pueden
tomar.
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Nombre de la variable Valores

Sexo (S) Masculino, femenino
Profesion (P) Ingeniero, médico, otra
Estatura® Pequefio, mediano, alto
Estatura en centimetros (E") 012345

Edad (X) 0< X<

Tamanfo familiar (Y) Y =012345..

Es posible definir una variable en diferentes maneras de
acuerdo con las necesidades del andlisis. Porejemplo, la variable
profesion (P) puede clasificarse en muchas mas categorias desa-
gregando el valor "otra8e incluyendo contador, abogado, etcé-
tera. Las variables Ey E' ilustran dos maneras en que se puede
definir la estatura de una persona. La notacion Y =0,1,2,3,4,5...
indica que la variable tamafio familiar puede tomar un valor entero
positivo. Los puntos suspensivos indican "y asi sucesivamente”. La
variable X es laedad de una persona medida por el tiempo real que
ha transcurrido desde su nacimiento (en afios, meses, dias,
horas, etcétera). Asi, el valor X de una persona aumenta conti-
nuamente a medida que pasa el tiempo. La notacion 0 < X < °°
indica que X puede ser cualquier nUmero no negativo, aunque
sabemos que es muy dificil que una persona viva méas de 100 afios.

El procedimiento a través del cual se determina el valor que
se le asigna a una variable se denomina medicion. Podemos medir
la estatura de una persona preguntandole si es pequefia, media-
na o alta, o a través de un procedimiento convencional para
medir su estatura en centimetros. El valor registrado de una
medida simple se llama un valorobservado. El conjunto de valores
observados se denota como datos observados.

Las variables pueden clasificarse en dos grandes tipos: varia-
bles cualitativas y variables cuantitativas.

Las variables cualitativas son las que no pueden expresarse
numéricamente; tienen la naturaleza de categoria o clase. Por
ejemplo el sexo, la profesién, el lugar de nacimiento.
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Las variables cuantitativas son aquellas que si pueden expre-
sarse numéricamente. Si una variable cuantitativa s6lo puede
tomar un nuamero finito de valores posibles en un cierto rango
de valores, se dice que es una variable discreta. Si, en cambio, una
variable puede tomar un nimero infinito de valores posibles en
un rango dado, se dice que es una variable continua. En otras
palabras, podemos decir que existen espacios vacios entre los
posibles valores de una variable discreta, pero que los valores
de una variable continua entre dos puntos dados pueden repre-
sentarse a través de una linea continua entre esos dos puntos.
Ejemplos de variables discretas son: tamafio familiar, ventas de
televisores en una semana, nimero de accidentes. Ejemplos de
variables continuas son estatura, edad, temperatura.

Algunas variables continuas pueden ser definidas como tales
0 como variables discretas dependiendo de como se describen'y
se utilizan. Por ejemplo, la variable temperatura puede ser con-
siderada como variable discreta si la definimos como la tempe-
ratura al grado mas préximo.

2. TIPOS DE ANALISIS ESTADISTICO

Como se mencion6 anteriormente, mediante el andlisis estadis-
tico se observan y estudian las caracteristicas de los datos para
ubicar y resolver problemas, identificar oportunidades, hacer
seguimiento de desempefio y, en general, para facilitar la toma
de decisiones.

Existen dos tipos de analisis estadistico: la estadistica descrip-
tiva y la estadistica inferencial. La estadistica descriptiva consiste
en describir las caracteristicas de un grupo particular de perso-
nas, cosas o fendmenos sin especular acerca de sus caracteristi-
cas en el futuro bajo diferentes condiciones. En otras palabras, a
través de la estadistica descriptiva pretendemos conocer el todo,
universo o poblacidon del cual provienen nuestras observacio-
nes. El objetivo de este analisis es extraer de los datos algunas
propiedades que describan adecuadamente la estructura del pro-
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ceso y el comportamiento del sistema bajo estudio. Por ejemplo,
si deseamos corocer €l ingreso familiar de los estudiantes de la
Escuela de Postgrado de la Universidad del Pacifico para esta-
blecerla politica de pensiones, nuestro interés no estara en el
listado de los 271 niveles de ingreso de cada uno de los estudian-
tes. Seria de mayor utilidad resumir dichos nameros a ciertas
medidas de ingreso promedio y de variacién de dichos ingresos.
En el resto de este capitulo discutiremos los diferentes procedi-
mientos y técnicas déla estadistica descriptiva.

La estadisticainferencia! consiste en el proceso de hacer gene-
ralizaciones o predicciones con base en informacion limitada o
muestral. Con este tipo de analisis formulamos y probamos
supuestos (hipotesis) sobre los que establecemos afirmaciones
gue muestran cuan seguros estamos de que un evento proyec-
tado ocurra. Por ejemplo, si queremos medir el ingreso prome-
dio de los estudiantes de postgrado, podemos tomar una
muestra de ellos, y, sobre la base de dicha informacién, estimar
el ingreso promedio de los 271 estudiantes. De igual manera, si
deseamos estimar el consumo de energia en Lima en el futuro,
podriamosrelacionarel consumo de energia de los afios pasados
con la produccién industrial de esos afios. Luego estimamos los
niveles de consumo de energia que pueden ser proyectados para
cada nivel de produccién industrial en el futuro, lo que facilitara
la toma de decisiones en el sector. Los métodos para hacer
inferencias son detallados en los siguientes capitulos del libro.

3. TECNICAS DE LA ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Para poder utilizar la informacién estadistica es necesario, pri-
mero, organizaria y resumirla. En la presentacion de los datos
es importante ser tan conciso como sea posible, pero sin dejar de
considerar informacion esencial. El usuario de informacion no
desea ver cada una de las oliservaciones individuales; por el
contrario, logrard un mejor entendimiento de la informacion si
es que esta se presenta en una forma sucinta. Una manera simple
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y conveniente de resumir los datos es tabulandolos. La tabulacion
consiste en agrupar observaciones similares en clases y en mos-
trar un resumen de cada grupo. Esto se presenta en tablas esta-
disticas, que incluyen titulos, encabezamientos y notas expli-
cativas para que se pueda entender el significado de la informa-
cion presentada.

Supongamos que deseamos tener informacion sobre la edad
de los estudiantes de la Escuela de Postgrado de la Universidad
del Pacifico para evaluar en cierta medida el grado de experien-
cia que poseen. De los registros de la Escuela podemos obtener
los datos de cada uno de los 271 estudiantes inscritos.

Nombre Edad
Aguirre Garcia, Juan Manuel 35
Alvarez Torres, Mario Alejandro 41
Antlnez Pérez, Ana Marcela 28

La lista obtenida del registro aparece en orden alfabético y es
completa, pero estd tan desagregada que no es muy util. Una
mejor forma de presentacion implicaria la omision de los nom-
bres, y la tabulacién de las edades en una tabla estadistica de
frecuencias o distribucion de frecuencias, como se muestra en el
cuadro 1. En esta tabla de frecuencias se muestra el nimero de
elementos que hay en cada clase. En nuestro ejemplo cada clase
la constituye un afio de edad De esta tabla podemos determinar
cuantos estudiantes tienen 23,24,25,... afios, y con esta informa-
cion podemos tener una idea de la experiencia profesional que
poseen.

Aungue el cuadro 1 presenta la informacion de las edades de
los estudiantes en forma tabulada, es posible agregar ain mas
datos para facilitar el analisis. Esto se logra haciendo un esque-
ma para agrupar las edades en clases mas amplias.
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CUADRO 1: TABLA DE FRECUENCIAS,
EDAD DE LOS ESTUDIANTES DE

POSTCRADO

(Matriculados en el semestre 89-3)

Edad

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
4
42
43
45
46
47
53
54
60

Total

Nede estudiantes

(Frecuencia)

16

[EEN

P RPEPNRPRPRPRPPOPRINPDOIO

271
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La definicidon de las clases siempre tiene elementos de arbi-
trariedad, pero es posible establecer algunas recomendaciones
que deben tomarse en cuenta cuando se definen las clases para
una distribucion de frecuencias.

En primer lugar, el trimero de clases a establecerse no debe ser
tan grande como para evitar el objetivo de resumir la informa-
cidn, pero tampoco tan pequefio que dé como resultado una
pérdida excesiva de informacién. Como recomendacion gene-
ral, el nimero de clases debe estar entre cinco y veinte, depen-
diendo de la naturaleza de las observaciones.

En segundo lugar, es conveniente que el tamafio de las clases
sea el mismo para todas y cada una de ellas. Este tamafio se
calcula como la diferencia entre los valores maximo y minimo,
dividida entre el nimero de clases. Sin embargo, hay situaciones
en las cuales es impractico tratar de cumplir estrictamente esta
recomendacién. Cuando se tenga un rango de valores muy
amplio sera necesario recurrir a clases abiertas, en uno o ambos
extremos de la distribucion. Al usar clases abiertas se elimina la
presencia de clases con poca o ninguna frecuencia.

En tercer lugar, los limites de las clases deben determinarse de
tal manera que cada observacion sea incluida en unay s6lo una
clase.

Siguiendo las recomendaciones anteriores, podemos cons-
truir una tabla de frecuencias por clases para nuestro ejemplo de
las edades de los estudiantes, como la que se presenta en el
cuadro 2. Nétese que las tltimas tres clases pueden agruparse
en una clase abierta cuyo intervalo serd w8 6 méas”, con una
frecuencia de 3 estudiantes, pero cuya marca de clase no queda
definida.
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CUADRO 2: TABLA DE FRECUENCIAS POR CLASES
(Edades de los estudiantes de la Escuela de Postgrado)

Clases Marca de clase Nuamero de
(Afios) (Afos) estudiantes
(Frecuencia)

23-27 25 54
28-32 30 112
33-37 35 72
38-42 40 25
43-47 45 5
48-52 50 0
53-57 55 2
58-62 60 1
Total 271

Las tablas estadisticas que agrupan los datos en clases servi-
ran para introducir las diferentes técnicas descriptivas. Ellas pue-
den ser clasificadas en dos grandes categorias:

a. Técnicas gréficas. Como su nombre lo indica, destacan la
presentacion grafica de los datos.

b. Técnicas numéricas, las cuales enfatizan el resumen de la
informacion. Estas técnicas generan cuatro tipos de medidas
para describir los datos en unos cuantos nameros:

(i) Medidas de tendencia central o promedios

(if) Medidas de dispersién o variabilidad

(iii) Medidas de asimetria

(iv) Medida de agudeza o curtosis

En la proxima seccion se presentan los principales tipos de
métodos graficos. En la seccion 6 se exponen las medidas de
tendencia central, que permiten identificar el centro de la distri-
bucién. La seccion 7 introduce las medidas de dispersién, que
complementan la descripcién que ofrecen los promedios al me-
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dir cuan tipicos son estos. Finalmente, en la seccion 8 se presen-
tan las otras dos medidas descriptivas: asimetria y curtosis.

4. TECNICAS GRAFICAS

La descripcion de un conjunto de datos puede visualizarse mas
facilmente a través de un grafico. A pesar de que existe una gran
variedad de gréaficos para presentar una serie de datos, los mas
utiles son los histogramas y los diagramas circulares.

Los histogramas pueden usarse para representar tanto varia-
bles cualitativas como cuantitativas. El histograma del grafico 1
representa el nimero de estudiantes de postgrado segun profe-
siones. Las profesiones, por ser una variable cualitativa, no
tienen un orden establecido, y su posicion en el eje délas abscisas
0 X no tiene ningun significado cuantitativo. La altura de las
barras representa el nimero de estudiantes de cada profesién.
El gréafico 2 es la representacion grafica de la distribucion de
frecuencias de las edades de los estudiantes expuesta en el
cuadro 2. Todas las posibles edades se registran en el eje de las
abscisas en forma ascendente, y su frecuencia en el eje de las
ordenadas.

En los histogramas se pueden graficar las frecuencias absolu-
tas observadas o las frecuencias relativas. Estas ultimas se cal-
culan dividiendo las frecuencias absolutas por el nUmero total
de observaciones. La escala de estas graficas debe escogerse
cuidadosamente, de modo que permita al lector interpretar
facilmente la altura de las barras.

El grafico 3 muestra el histograma para la distribucion de
frecuencias por clases del cuadro 2, con la diferencia que las
ultimas tres clases han sido agrupadas en una clase abierta. Las
marcas de clase se han sefialado en el eje de las X. La frecuencia
correspondiente a cualquier clase se representa por laaltura de
la barra cuya base es la clase en cuestion.
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Otro tipo de gréfico atil, sobre todo para representar varia-
bles cualitativas, son los diagramas circulares. Estos diagramas
se usan para representar la divisiéon de un todo en sus com-
ponentes. Para ilustrar la construccion de este diagrama usa-
remos el ejemplo de la distribucién de los estudiantes segun
profesiones. El cuadro 3 muestra las frecuencias absolutas,
relativas y finalmente las frecuencias relativas transformadas
en grados, para poder dividir el diagrama circular convenien-
temente.

CUADRO 3: TABLA DE FRECUENCIAS RELATIVAS SEGUN
PROFESIONES DE LOS ESTUDIANTES DE POSTGRADO
(Matriculados en el semestre 89-3)

Profesién Frecuencias Frecuencias Frecuencias
absolutas relativas relativas

(%) (Grados)

Ingeniero quimico 6 221 7.97
Ingeniero mecanico 7 2.58 9.30
Mecanico electricista 8 2.95 10.63
Ingeniero de sistemas 9 3.32 11.96
Ingeniero civil 9 3.32 11.96
Ingeniero electricista 13 4.80 17.27
Marino 19 7.01 25.24
Administrador 19 7.01 25.24
Contador 27 9.96 35.87
Ingeniero industrial 50 18.45 66.42
Economista 57 21.03 75.72
Otros 47 17.34 62.44
Total 271 100.00 360.00
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El grafico 4 muestra lainformacion del cuadro 3representada
en un diagramacircular. El area del circulo representa el nUmero
total de alumnos, y los segmentos cortados a partir del centro
del circulo expresan la participacion que cada profesion tiene
del total. El diagrama circular se construye de tal manera que el
areade cada segmento es proporcional al nUmero de estudiantes
de la profesion correspondiente. Asi, por ejemplo, los 27 estu-
diantes que son contadores representan una proporcion de
27/271 = 0.0996 del total de estudiantes. Luego, el area del
segmento que corresponde a los estudiantes contadores es pro-
porcional al 9.96 % del area total del circulo. El diagramacircular
es facil de dibujar manualmente. Sabemos que el circulo tiene
un total de 360 grados, y la frecuencia total relativa del nUmero
de estudiantes es 100%. Por lo tanto, el 1% es equivalente a 3.6
grados. Luego, el segmento que representa al nimero de
estudiantes que son contadores tiene un angulo que equivale a
9.96 * 3.6 = 35.87 grados.

5. MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL O PROMEDIOS

Como ya se dijo, para poder analizar adecuadamente la infor-
macion estadistica es necesario que esta se organice y resuma.
El agrupamiento de la informacion en clases tiene la ventaja de
presentar la serie de observaciones en una forma mas compacta.
Sin embargo, para muchas aplicaciones la distribucion dé fre-
cuencias resulta todavia muy difusa, y nos gustaria contar con
un solo valor que represente el orden general de magnitud de
los datos observados. A ese namero se le conoce como promedio,
el cual permite condensar la informacion utilizando un solo
valor para describir la distribucion.

Un promedio es un valor que debe identificar el centro de una
distribucion. Por eso, los promedios también se Ilaman medidas
de tendencia central. Hay diferentes medidas de tendencia central
gue pueden usarse para describir los datos, y su seleccion de-
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pendera de la naturaleza de los datos y de las necesidades de
analisis del usuario. En esta seccidn se presentan los promedios
principales: la media aritmética, la mediana y la moda. Ademas,
definiremos otros promedios de menor uso: la media arménica
y la media geométrica.

A. Media aritmética

La media aritmética (o simplemente media) de un conjunto de
datos es la suma de todos los valores observados dividida entre
el nUmero de observaciones. Si denotamos con la letra x a la
variable cuyos valores queremos promediar, la media aritmética
de una serie de valores de dicha variable (xi, X, %,..v xn) esta
definida por la siguiente expresion:

X +X+X% + ... +Xn (1)
N

donde ¢ es la media aritmética
Xi es el valor i-ésimo de la variable x
X  eslasumatoria de los valores de xj de i=l ai=N

N esel nimero total de observaciones de la variable x

Notese que el subscrito i es un contador que identifica el
primero valor de x cuando i=1, el segundo cuando i=2, y asi
sucesivamente.

A la media aritmética también se le conoce como promedio
comun o simplemente media. A menudo se elimina el subscrito i
de la férmula (1), quedando la media definida de una manera
mas simple:

XX
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La media aritmética de las edades de los estudiantes de la
Escuela de Postgrado esta dada por la suma de todas las 271
edades dividida entre 271.

_23+23+23+ +53 +54 +60
P= 271

32.44 afios

a. Calculo de la media de una distribucion de frecuencias

La media aritmética de una serie de valores puede calcularse a
partir de su tabla de frecuencia, mediante la siguiente férmula:

Mi= £ fim, (2)
£fj

donde df es la media de una distribucién de frecuencias

fi es la frecuencia de la i-ésima clase
m; es el punto medio (o marca) de la i-ésima clase
k es el niamero de clases

Debemos notar que £ fj =N.

Es decir, que para calcular la media de una distribucion de
frecuencias se multiplican las frecuencias de cada clase (fj) por
el punto medio de cada clase (mO; después se suman estos
productos, y el resultado se divide entre la suma de todas las
frecuencias.

Dado que la agrupacion de los datos en clases implica la
pérdida de informacion precisa de las observaciones individua-
les, el calculo de la media sobre la base de la tabla de frecuencias
solo sera unaaproximacion. En el calculo de esa media se supone
que el valor promedio para todas las observaciones de una clase
coincide con el punto medio de la clase.
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La media calculada conbase en la distribucidn de frecuencias
resulta una mejor aproximacion del valor verdadero de la media
cuando los intervalos de clase son de una amplitud relativamen-
te pequena.

En el caso de las edades de los estudiantes, si usamos la
distribucién de frecuencias del cuadro 1, donde el intervalo de
clase es un afio, la media calculada usando la férmula (2) coin-
cide con aquella calculada con base en las 271 observaciones
individuales (32.44 afios). En cambio, si utilizamos la distribu-
cion de frecuencias del cuadro 1, donde laamplitud de las clases
es de cinco afos, obtendremos |if = 31.83 afios.

b. Calculo de la media aritmética ponderada

El concepto de media ponderada es una extensién del concepto
de media aritmética. Enel calculo de esta ultima, cada observa-
cion se incluye una sola vez en la suma total. En cambio, una
media ponderada es aquella en la que cada dato u observacién es
afectada por un factor de ponderacion.

k

Ipi Xi
Pp= Kk
Ipi
donde pp  eslamedia ponderada
Pi son los pesos o factores de ponderacion que se
asigna a cada valor de x,
Xi son los valores observados
k es el nimero de valores observados

La media no ponderada puede definirse como un promedio
ponderado donde a cada observacion se le da la misma ponde-
racion (pj = 1 para todas las i); entonces, la suma de las ponde-
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raciones sera igual al total de observaciones (Epj=N), y la ecua-
cion (3) se convierte en la ecuacion (1).

Consideremos el siguiente ejemplo: En el curso de Métodos
Cuantitativos I, el sistema de calificacion asigna una pondera-
cion de 4 al examen final, 3 al examen parcial, 2 a los controles
de lectura y 1 a las tareas. Estas diferentes ponderaciones han
sido determinadas considerando que el examen final es mas
dificil que el parcial, y que el examen parcial es mas importante
gue los controles de lectura y las tareas. Supongamos que un
estudiante obtiene una nota de 14 en el examen final, 16 en el
examen parcial, 13 en los controles de lectura y 18 en las tareas.
Entonces, el promedio ponderado de las calificaciones obtenidas
-y, por lo tanto, la nota final- estara dado por:

4*14 + 3*16 + 2*13 + 1*18 148
4+3+2+1 '

B. Mediana (Md)

La mediana es el valor que esta en el centro de las observaciones
ordenadas tomando como base sus valores, de mayor a menor
0 viceversa. Si el nUmero de observaciones es par, entonces no
existe un valor en el medio, y la mediana se calcula como la
media aritmética de los dos valores centrales. En otras palabras,
la mediana es aquel punto o posicién en la escala de la variable
que divide al ordenamiento en dos partes iguales.

En el ejemplo de las edades de los estudiantes de la Escuela
de Postgrado, para calcular la mediana primero debemos orde-
nar los datos en forma ascendente. Asi, la mediana se define por
el valor que esta en la posicién 137, esto es, 31 afios. Luego,
usando la mediana como valor central o tipico, la edad prome-
dio serd menor que si se usa la media aritmética (g =32.44). Esto
se debe a la influencia que los valores extremos superiores de la
distribucion tienen sobre la media aritmética (ver cuadro 1).
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C. Moda (Mo)

La moda es aquel valor de la distribucién que se repite con
mayor frecuencia. Es decir, la moda es el valor mds comdn o
predominante (el valor que estd de moda), dado que representa
a mas observaciones que cualquier otro valor. Sin embargo,
existen distribuciones en las cuales este promedio no es Unico,
pues la mayor frecuencia es compartida por dos o0 mas valores.

Si los datos estan agrupados en clases, la moda puede defi-
nirse como el punto medio de la clase con la mayor frecuencia.
Del cuadro 1 vemos que la distribucién de las edades de los
estudiantes de postgrado es bimodal: 30 y 33 afios. Pero si
consideramos la distribuciéon de frecuencias del -cuadro 2, el
punto medio de la clase 28-32, es decir 30 afios, puede usarse
como una aproximacion de la moda.

D. Media geométrica

Otra medida de tendencia central que posee propiedades con-
venientes para cierta clase de problemas es lamedia geométrica.
Esta se define como la raiz n-ésima del producto de los n valores
de la variable

G = (X1*X2*X3*...*XN /N @)

La media geométrica es particularmente apropiada cuando
la variable X representa cambios porcentuales. Debemos notar
gue la media geométrica ha de ser igual a cero si alguno de los
valores de x es cero, y que sera un valor imaginario si existe un
numero impar de valores negativos entre los datos.

E. Media armoénica

Lamediaarmaonica se calcula promediando los reciprocos de los
valores de la variable y determinando el reciproco de este pro-
medio. Asi, primero calculamos el promedio de los reciprocos:
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iyl _ ®)

+
N X H

Siendo 1/H el reciproco de la media armdnica, esta estara
definida por:

H N (6)

117 Xi

A pesar de que este promedio es poco usado, resulta ser una
medida de tendencia central apropiada cuando la variable* ya
representa promedios por si misma. Por ejemplo, al calcular la
velocidad promedio de un recorrido total cuando se conocen las
velocidades medias para los recorridos parciales (xj), la media
armonica de estos valores sera el promedio adecuado (ver el
problema 7 al final de este capitulo).

Debemos sefialar que la media armoénica de una serie de
valores positivos siempre sera menor que la media geométrica,
y esta Gltima menor que la media aritmética, a menos que todos
los valores sean iguales, en cuyo caso las tres medias coinciden.

En esta seccion se han presentado las diferentes medidas de
tendencia central. En ocasiones no es fécil determinar cudl de
estas medidas usar en diferentes problemas. Algunos prome-
dios son mejores para ciertos propositos, mientras que otros lo
son para otros propdsitos.

La media aritmética es el promedio mas conocido por la
mayoria de las personas. Ademas, es el mas usado debido a la
gran variedad de procedimientos estadisticos que han sido de-
sarrollados haciendo uso de ella. La media aritmética se presta
a manipulaciones algebraicas posteriores.

Por otro lado, dado que la media aritmética se calcula sobre
la base de todas las observaciones, es afectada por todos los
valores de la variable. En ciertas ocasiones esto puede resultar
en que algunos valores extremos ejerzan demasiada influencia
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en el valor de este promedio. Cuando hay valores extremos que
"distorsionen” la media es mejor usar la mediana para repre-
sentar el promedio de los datos. Otro caso en el que se debe usar
la mediana es cuando se utiliza la distribucién de frecuencias
con una clase abierta (por ejemplo, "48 afios 0 méas™), dado que
el punto medio de tal clase no puede ser definido, lo que impo-
sibilita calcular la media.

La moda es un promedio que se usa poco, dado que no
siempre es una medida Unica; ademas, al igual que la mediana,
no se presta a manipulaciones algebraicas posteriores. Tanto la
media armdnica como la geométrica se usan muy poco.

El mejor promedio para todos los propdsitos no existe. La
eleccion depende del objetivo de la persona que esta usando el
promedio y de la clase de analisis que se esta haciendo. En este
libro el promedio més usado es la media aritmética.

6. MEDIDAS DE DISPERSION O VARIABILIDAD

Las medidas de dispersion tratan de describir cuan agrupados
o alejados estan los datos observados de su promedio. Esto
guiere decir que la medida de dispersidon provee informacion
acerca de cuén tipico es el promedio. Entre mas dispersas estén
las observaciones individuales, mayor es la medida de disper-
sion, y menos adecuado sera cualquier promedio como medida
descriptiva del valor tipico. Por lo tanto, es importante que
después de elegir y calcular un promedio se determine el grado
de variacion de las observaciones individuales alrededor de
dicho promedio. Las medidas de dispersion que se discuten en
esta seccion son el recorrido o rango, ladesviacién intercuartiles,
la desviacion promedio, la varianza y la desviacidn estdndar.
También se introduce el concepto de dispersion relativa, el
cual és de utilidad para comparar la dispersion entre dos o
mas distribuciones de variables con diferentes unidades de
medida.
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A. Recorrido o amplitud del campo de variacion (R)

El recorrido es la medida de dispersion mas simple, y se define
como la diferencia entre los valores maximo y minimo de los
datos:

R —XM- Xm )

donde xm es el valor maximo de la variable x
xm es el valor minimo de la variable x

Laventaja de esta medida de dispersion es que resulta sencilla
de calcular y facil de entender. Su desventaja principal es que
ofrece poca informacion, pues se basa solamente en los dos
valores extremos y deja de lado la dispersién que existe entre las
observaciones restantes. Por ejemplo, el recorrido de las edades
de los estudiantes de postgrado (ver cuadro 1) es:

R =60 - 23 =37 afios

Esta medida de dispersion resulta exageradamente influen-
ciada por las edades correspondientes a los tres estudiantes
mayores. De omitir estas Gltimas observaciones, el recorrido se
reduciria significativamente (a 24 afios).

B. Desviacion intercuartiles

Esta medida de dispersidn se construye empleando un método
similar al que se uso para definir la mediana. La mediana define
un valor de x que divide una distribucién en dos partes iguales;
es decir, la mitad de los datos tiene valores inferiores a la
mediana, y la otra mitad tiene valores superiores. Utilizando el
mismo concepto, podemos encontrar también otros valores de
X: uno que divida la distribucion en un punto tal que la cuarta
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parte de los datos tengan valores menores que dicho punto, y
el otro de manera que una cuarta parte de los datos tengan
valores superiores aél. Estas dos medidas, junto con la mediana,
constituyen los tres cuartiles de la distribucién. Al cuartil mas
pequefio se le llama primer cuartil (Qi); al medio, que es la
mediana, se le llama segundo cuartil (Q2 = Md), y al mayor se le
denomina tercer cuartil (Q3).

Puede construirse una medida de dispersion a partir de los
cuartiles, tomando la diferencia entre el tercero y el primero y
dividiéndola entre 2. Esta medida se llama desviacién intercuar-
tiles o recorrido semiintercuartiles, y se calcula con la formula
siguiente:

En el caso de las edades de los estudiantes de postgrado el
rango intercuartil (Qs - Qi) es 6 afos, y por lo tanto la desviacién
intercuartil serd 3 afios.

C. Desviacion promedio

Las dos medidas de dispersion presentadas anteriormente son
faciles de calcular y entender, pero no abarcan toda la informa-
cion disponible de la distribucién de las observaciones indivi-
duales. Una mejor medida de dispersion es aquella que se basa
en el promedio de las desviaciones de cada observacion con
respecto a la media de la distribucién. Sin embargo, este prome-
dio de las desviaciones seria igual a cero, puesto que, por defi-
nicion de la media, las desviaciones positivas y negativas se
cancelan entre si:

—£(xi-p) =—Lxi- —Ep=p-—Np=0
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Para salvar esta dificul tad se promedian los valores absolu tos
de las desviaciones de los datos individuales con respecto a la
media. Asi, ladesviacion-promedio (D.P.) se define con la siguiente
formula:

D.P.= Ixi-MH (8)

donde Ixj- M es el valor absoluto de las desviaciones de los
datos individuales con respecto a la media; es decir, se calculan
las diferencias (Xj - j )Yy se ignora el signo menos en caso que la
diferencia resultante sea un nimero negativo.

Esta medida de dispersion puede calcularse también usando
una distribucion de frecuencias en la que los datos han sido
agrupados en clases. La desviacion de todas las observaciones
gue pertenecen a una clase se halla multiplicando la desviacién
de su punto medio (mi) con respecto a lamedia, por la frecuencia
de la clase. La suma de tales productos, omitiendo los
signos, es la suma de las desviaciones con respecto a la media
(X Imj - p1fj). Luego, la desviacién promedio (D.P.) se obtiene
al dividir esta suma entre el nUmero total de observaciones:

D.P.= l~\IE Imi-pl fi

Debe notarse que esta formula involucra la suma de valores
absolutos que puede ser dificil de manipular en posteriores
aplicaciones.

D.Varianzay desviacion estandar
Las medidas de dispersion mas utilizadas en el andlisis estadis-

tico son la varianza y la desviacion estandar o tipica. Su célculo se
realiza tomando como base las desviaciones de todos los valores
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observados con respecto a su promedio. Ladiferenciacon laD.P.
radica en que las desviaciones son elevadas al cuadrado antes
de promediarlas, para evitar la compensacién de sus signos. La
varianza se define por:

(10)

c2=¢ £ (xi-P)2

La varianza (a2) de un conjunto de N datos es, entonces,
definida como la sumade los cuadrados de las desviaciones de
las observaciones con respecto a la media, dividida entre el
numero total de observaciones.

Dado que la varianza es una expresion que involucra valores
al cuadrado, para reducir esta medida a las unidades originales
de la variable se toma laraiz cuadrada y se obtiene la desviacion
estandar:

(11)

E. Dispersion relativa

Las medidas de dispersién absoluta cobran mas relevancia
cuando las usamos para comparar la variabilidad de dos con-
juntos de datos de la misma variable. Supongamos que quere-
mos comparar la dispersion de las edades de los estudiantes de
postgrado de la Universidad del Pacifico con las edades de los
estudiantes de la Escuela Superior de Administracion de Nego-
cios para determinar cual de estas poblaciones es mas homogé-
nea con respecto a su probable experiencia. Esta comparacion es
factible dado que ambas variables estan expresadas en la misma
unidad de medida (afios). Sin embargo, habra ocasiones en las
que sea necesario comparar la dispersion de dos o mas variables
expresadas en diferentes unidades de medida. En general, el
procedimiento mas simple para comparar cantidades expresa-
das en diferentes unidades de medida es reducirlas a una base
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porcentual comparable. En el caso de la desviacion estandar
podemos eliminar la unidad de medida expresandola como un
porcentaje de la media de las observaciones. Esta medida de
dispersion relativa se denomina coeficiente de variacion (V), y se
calcula usando la férmula siguiente:

V =—* 100 (12)

7. OTRAS MEDIDAS DESCRIPTIVAS

Para describir los datos hemos usado medidas de tendencia
central y medidas de dispersién. Ademas, existen otras medidas
descriptivas menos importantes que sirven para indicar la direc-
cion de la dispersion con respecto al centro de la distribucion, y
para determinar el grado de 'achatamiento”que exhibe la distri-
bucidn de los datos.

A. Asimetria

Las medidas de dispersidon solamente indican la magnitud de
las variaciones, pero no proveen informacion acerca de la direc-
cion hacia la cual se inclina dicha dispersion. La medida de
asimetria mide la falta de simetria con respecto al eje vertical de
las frecuencias, y muestra la direcciéon hacia la cual esta se
inclina. Si una distribucién tiene una cola derecha larga y una
izquierda corta, se dice que es asimétrica positiva; en caso con-
trario, se dice que es asimétrica negativa.

Se puede medir la asimetria de una distribucién tomando
como base la diferencia entre la media y la moda. Si la distribu-
cién es simétrica, la media y la moda son iguales y por tanto la
medida de asimetria sera cero. Por otro lado, cuanto mayor sea
el nivel de asimetria, mayor seré la diferencia entre la media y
la moda, a causa de los valores extremos. Esta diferencia queda
expresada en las unidades de medida de la variable. Para lograr
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una medida abstracta, expresamos la diferencia entre la media
y la moda en términos de la desviacién estandar, definiendo el
coeficiente de asimetria:

- 03
Asimetria = R--(-L\-/-I-.O )

Usando esta medida de asimetria, vemos que cuando la dis-
tribucidn es asimétrica y se inclina hacia los valores mas altos
(cola derecha mas larga), entonces la media es mayor que la
moday la medida de asimetria sera positiva. En cambio, cuando
la simetria se inclina hacia los valores méas pequefios (cola iz-
guierda mas larga), entonces la media sera menor que la moda
y la medida de asimetria serd negativa (ver gréafico 5).

Grafico 5: Distribuciones con diferentes medidas de asimetria

/I ] v /I T K
MalX MO=p P Mo
Asimetria positiva Distribucion simétrica Asimetria negativa

B. Curtosis

Otra medida descriptiva de una distribucion es el grado de
“achatamiento"” o curtosis que exhibe dicha distribucion. Si ob-
servamos las curvas del grafico 5, vemos que todas son simétri-
cas pero tienen diferentes formas. La medida de la magnitud de
la curtosis estd dada por el “‘cuarto momento" de la distribucion
de frecuencias. El cuarto momento es la media aritmética de
las desviaciones con respecto a la media elevadas a la cuarta
potencia:
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Mi=¢E(x,-p)4 (14)

Esta medida es una expresion que involucra valores a la
cuarta potencia; para reducir esta medida a un valor abstracto,
se la divide entre el cuadrado del segundo momento, que es la
varianza al cuadrado.

(15)

Luego, lamedida de curtosis relativa, p2, se calcula usando la
siguiente formula:

(16)

Debemos observar que el signo de fte es siempre positivo,
pues las desviaciones, tanto en el numerador como en el deno-
minador, estan elevadas a exponentes pares. El grafico 6 mues-
tra tres distribuciones simétricas con diferentes grados de
‘achatamiento”

Grafico 6 Distribucion con diferentes niveles de curtosis

P2(1)<P2[2)<P2(3)
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® Ejercicios

1. Se ha obtenido datos acerca de 400 “tiempos de lectura” en la
biblioteca de la universidad, definidos como el lapso de tiempo que
transcurre desde que un estudiante entra en la sala de lectura hasta que
sale. Los datos varian de 15 minutos a 3:45 horas. Construya una tabla
con diez clases para agrupar estos datos.

2. Los siguientes datos se refieren al tiempo empleado por los
trabajadores de una fabrica en movilizarse desde su casa a su centro de
trabajo.

Tiempo de Ngde
transporte empleados
Menos de 0.5 hora 60
De 0.5 a 1.0 hora 31

De 1.0a 1.5 horas
De 1.5a 2.0 horas
De 2.0 a 2.5 horas
De 2.5 a 3.0 horas

=N woo

a. Trace el histograma de los datos, suponiendo tiempo continuo.
b. Calcule la media aritmética de los tiempos empleados en movilizarse.

3. Los siguientes datos muestran la distribucion de frecuencias de
los salarios mensuales en délares de los obreros de la compafiia cons-
tructora Ry G.

Salarios Nede
(Dolares) empleados.
50.00 - 59.99 8
60.00 - 69.99 10
70.00 - 79.99 16
80.00 - 89.99 14
90.00 - 99.99 10
100.00 -109.99 5
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a. Construya un histograma para esta variable.

b. Elabore una tabla de frecuencias relativas.

c. Grafique el histograma de frecuencias relativas.

d. Identifique el limite superior de la quinta clase, la marca de clase de
la cuarta clase, el tamafio del segundo intervalo de clase, el intervalo de
clase que tiene mayor frecuencia, el porcentajede empleados que tienen
un salario menor a$70, el porcentaje deempleados que tienen un salario
no mayor a $80.

4. Lacompafiia Ry G del problema anterior contrata a cinco nuevos
'empleados con salarios mensuales de $76.84, $108.76, $122.43, $148.16
y $163.20. Construya:

a. Una distribucién de frecuencias para los salarios de los 68 trabajadores.
b. Un histograma para la distribucion de frecuencias de a.
c. Un diagrama circular.

5. Las calificaciones de un estudiante del curso de Métodos Cuanti-
tativos son: 15 en el examen parcial, 17 en el examen final, 12 en los
controles de lectura y 18 en las tareas. Hallar el promedio de sus
calificaciones, si la importancia que sede asigna a estas calificaciones
esta definida por 30, 35, 20 y 15 respectivamente.

6. Hallar la media aritmética, geométrica y armonica de los siguien-
tes valores: 17, 20, 25, 14, 22, 18 y 25. ;Qué puede decir de sus valores
relativos?

7. Ricardo Carpié viaja de Lima a Arequipa a una velocidad media
de 60 kilometros por hora. El viaje de retorno lo realiza a 80 kilémetros
por hora. Hallar la velocidad media para el viaje completo de ida y
vuelta. Calcule las medias aritmética y armdnica, y comente cual es la
medida correcta de la velocidad media para el viaje completo.

8. Estime el salario promedio para los obreros de la compafiia
constructora Ry G del problema 3.

9. Hallar la media aritmética, el rango, la desviaciéon estandar y el
coeficiente de variacién para cada uno délos siguientes conjuntos de
variables:
a.8,9,8,98,3,09.

b. 5,18,10,15, 3,7,6,12.

Comente acerca de lo adecuado délas diferentes medidas de disper-

sién en estos casos.
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Il. Probabilidades

2. Algebra de eventos. 2. Interpretacion de eventos. 3. Arbol de
eventos. 4. Fundamentos de probabilidades. 5. Probabilidad condicio-
nal e independencia. 6. Expansion en cadena e identidades de
expansion. 7. Teorema de Bayes.

El analisis de incertidumbre tiene un papel cada vez mas impor-
tante en la sociedad moderna. La incertidumbre es una caracte-
ristica fundamental de cualquier entorno en el que se toman las
decisiones humanas. En economia, finanzas, administracion,
ingenieria, medicina y otras disciplinas encontramos problemas
gue requieren un razonamiento cuantitativo de fenémenos alea-
torios. La base de este razonamiento es la teoria de probabilida-
des. El analisis probabilistico ha evolucionado desde sus
origenes en los juegos de azar del siglo XIV, hasta convertirse en
un asunto de interés de todas las personas educadas de hoy.

La teoria de probabilidades no sélo permite analizar incerti-
dumbres, sino también hacer inferencias estadisticas de futuros
eventos y acerca de las caracteristicas de una poblacion basan-
dose en informacién muestral. La teoria de probabilidades es
pues el mecanismo que sirve para lograr uno de los objetivos del
analisis estadistico al permitir el uso de informacién parcial
derivada de una muestra para inferir las caracteristicas de un
conjunto mayor de datos que constituyen la poblacion.
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Desde varios puntos de vista la teoria de probabilidades es
considerada la piedra angular del analisis estadistico. Por lo
tanto, el estudiante debera dedicar especial atencion a los con-
ceptos que aqui se exponen. Ademas, debera tener cuidado de
no cometer el error comun de creer que hay algo impreciso o
incierto en la solucion de un problema aleatorio. Algunos estu-
diantes piensan que al calcular resultados de un fenémeno
aleatorio estan utilizando métodos que son de alguna manera
imprecisos. Nada mas falso. Un problema de probabilidades
tiene una respuesta que es tan deterministica como la solucién
de un problema de célculo. Se obtiene una respuesta por un
procedimiento que es tan riguroso y légico como el de la solu-
cion de cualquier problema matematico. El propésito de este
capitulo es la revisiéon de los pasos logicos entre la formulacién
del problema y su solucién. Para lograrlo se apela a la intuicion
grafica del estudiante, eliminando la sensacién de misterio que
usualmente existe en el estudio del andlisis de probabilidades.

1. ALGEBRA DE EVENTOS

Cuando se utiliza el-lenguaje comun para describir aconteci-
mientos o eventos complicados se corre el riesgo de-hacerlo con
cierta ambigledad. Para evitar este problema, la teoria de pro-
babilidades recurre a un lenguaje preciso llamado algebra de
eventos o algebra de conjuntos.

Laocurrencia de un evento se representa con una letra mayus-
cula A, B, C, etcétera. La no ocurrencia se representa afiadiendo
el simbolo (') al evento correspondiente. Asi, A' representa la no
ocurrencia del evento A; y se le define como el complemento del
evento A

La expresion A + B representa lasuma logica de los eventos A
y B, y se define como la ocurrencia del evento A o del evento B,
0 de ambos. Se le conoce como la operacién de la “vinclusiva”, y
también como launioén de eventos, representandola algunas veces
con los simbolos A cj B, que se lee "A unién B”. Usaremos aqui
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el signo méas (+) para indicar esta operacion. Pero debemos
recordar que esta operacion tiene propiedades diferentes a la
adicion aritmética.

La expresion AB representa el producto ldgico délos eventos A
y By se define como la ocurrencia de Ay B simultaneamente.
Esta expresion también puede representarse como ApB, "A
interseccién B". El producto AB es a menudo conocido como la
operacion “y*.

El evento universal es el conjunto de todos los eventos que
pueden ocurrir, es decir es el evento cierto, denotado por U. Lo
opuesto es el evento nulo ovacio, es decir, el evento que no puede
ocurrir, denotado por 0.

A continuacion se presenta un sumario del algebra de even-
tos, basandose en ocho axiomas o relaciones basicas sobre las
cuales se pueden construir relaciones mas complejas.

Axiomal A+B=B+A

Axioma2 (A) =A

Axioma3 (A+B)+C=A+(B +CQC)
Axioma4 (AB) =A'+ B0 AB=(A'+ B
Axioma5 (A +B)(A +C)=A+(BC)
Axioma6 AA'=0

Axioma7 AUA=A

Axioma8 A+0 =A

El axioma 1 define la propiedad conmutativa; el axioma 3, la
propiedad asociativa, y el axioma 5 la propiedad distributiva.

Estos ocho axiomas son consistentes con la interpretacion en
términos de eventos. Por ejemplo, el axioma 4, (AB)' = A" + B',
expresa que la no ocurrencia del evento AB es equivalente a la
no ocurrencia de A o la no ocurrencia de B, o ambas no ocurren-
cias. El axioma 6, AA’ =0, expresa que la ocurrencia de Ay de
A' es igual al evento nulo, es decir, que A y no A no pueden
ocurrir simultdneamente.
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A. Diagramas de Venn

Las relaciones entre eventos pueden representarse graficamente
en los llamados diagramas de Venn, como se muestra en el
grafico 7. El evento universal esta definido por el area total del
rectangulo, mientras que los otros eventos estan representados
por regiones dentro de dicho rectangulo.

La suma o0 unién de dos eventos es el area contenida en uno
de ellos 0 en ambos; mientras que el producto o interseccion de
dos eventos es el area comun a ambos. EI complemento del
evento A, A', es el area dentro de U pero fuera de A. El evento
nulo, 0, es el area de dimensién cero.

Los ocho axiomas presentados anteriormente pueden ser grafi-
cados en un diagrama de Venn. Por ejemplo, el axioma 2, (A")' = A,
expresa que el area fuera de A' pero dentro de U es el area A.

Los axiomas béasicos del algebra de eventos pueden ser exten-
didos por el proceso usual de derivacién. Asi por ejemplo, a
través de una secuencia de relaciones se prueba que la operacion
de multiplicacién l6gica de eventos es conmutativa.

AB =(A' +BV Usando el axioma 4
AB=(B'+A" Usando el axioma 1
AB =BA Usando elaxioma4

A través de secuencias similares podemos escribir una lista
de relaciones semejantes a los axiomas presentados:

(10 AB = BA

(20 (AB)C = A (BC)

(30 (A+B)) = AB,0(ABO'=A+B
(40 AB+C)= AB+AC

(50 A+A = U

(60 A+U = u

(70 A+0 A

(80 A0 = 0

62 / Probabilidades



Grafico 7: Diagramas de Venn

Complemento
INTERSECCION O PRODUCTO
AO B AB

UNION O SUMA
A UB A+B

UNIVERSO U

NULO O
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Para asegurar un mejor entendimiento del algebra de even-
tos, se sugiere que el estudiante intente probar estas Ultimas
relaciones, las cuales pueden ser verificadas inmediatamente
utilizando los diagramas de Venn.

Es conveniente derivar algunas otras relaciones para estable-
cer una clara distincion entre el algebra de eventos y el algebra
usual. Por ejemplo, utilizando el algebra de eventos:

A+A=A

Esta relacion es facil de probar usando los axiomas basicos y
las relaciones ya derivadas:

A+AA" =(A+A)(A+A") Porelaxioma5
A+0 =(A+AU Porelaxioma 6y (6
A =A+A Por (8') y el axioma 7

De igual manera, se pueden derivar otras relaciones que
enfatizan la distincion entre el algebra de eventos y el algebra
usual, tales como:

A+AB = A
A+AB = A +B

B. Eventos mutuamente excluyentes

El concepto clave en el algebra de eventos es el de eventos
mutuamente excluyentes, que surge cuando la ocurrencia de un
evento excluye la ocurrencia de otro u otros. Dos eventos Ay B
son mutuamente excluyentes siambos no pueden ocurrir simul-
tdneamente; es decir,

AB =0

64 / Probabilidades



Si estos eventos son representados en un diagrama de Venn,
sus areas no se sobreponen (ver grafico 8).

C. Eventos colectivamente exhaustivos

Otro concepto muy util es el de eventos colectivamente exhaus-
tivos, que se define como el conjunto de eventos que poseen
la propiedad de que al menos uno debe ocurrir. Asi, un
conjunto de eventos Ai, Az, ... Anson colectivamente exhaus-
tivos si:

Al + A2+ —+An—U

El gréafico 8 ilustra este concepto.

Finalmente, podemos combinar los conceptos antes men-
cionados y definir eventos mutuamente excluyentes y colec-
tivamente exhaustivos. Los eventos Ai, A2, ... An son
mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos si se

cumple que:
AiAj=0 parai* jy
Al+A:+..+An=U

Por ejemplo, definamos el evento Ai como el resultado de
obtenerel valori (i=1,2,3,4,5,6) al lanzar un dado. Los eventos
Ai, Az, As, ..., Ae forman un conjunto de eventos mutuamente
excluyentes y colectivamente exhaustivos.

Cualquier expresion de eventos puede re-expresarse en una
forma de eventos mutuamente excluyentes, como muestra el
gréafico 11 para el evento A + B.
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Grafico 8: Eventos mutuamente excluyentes

Grafico 9: Eventos colectivamente exhaustivos

Gréfico 10: Eventos mutuamente excluyentes y colectivamente
axhaustivos

AB=AC"BC=0
A+B+C=U
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Grafico 11: Formas mutuamente excluyentes de A+ B

A+B

2. INTERPRETACION DE EVENTOS

El algebra de eventos es de mucho interés porque nos facilita la
solucion de problemas que serian dificiles de tratar de otra
manera, permitiéndonos evitar ambigtedades inherentes en la
comunicacién de acontecimientos complicados. Un ejemplo
muy simple puede ilustrar la utilidad del algebra de eventos.
Interpretemos el siguiente enunciado:

"Iré a la playa y comeré ceviche o pescado frito.”

Esta afirmacién podria interpretarse de diferentes maneras.
Asi, puede significar que quizd coma ambos platos, lo que
llamaremos evento El; o que no coma ambos, evento E2. Con la
ayuda del algebra de eventos podemos precisar el significado
de nuestra afirmacion. Definamos los siguientes eventos:
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P . Iralaplaya

C

Comer ceviche

F . Comer pescado frito

Con estas definiciones se puede precisar el significado de la
oracion; se comera ‘quiza ambos"” (El), o “no ambos" (E2):

El
E2

donde F' es el evento de

P(C+F)
P (CF +C'F)

no comer pescado frito y C' es el

evento de no comer ceviche. Usando el algebra de eventos
podemos expresar los eventos El y E2 en una forma de even-
tos mutuamente excluyentes para establecer la diferencia en-

tre ellos:

El

PCF+PCF
Mientras que:

E2 -

P(C +F) =P(CU +FU)
PICF+F)+FC+C)]
P ICF+CF +FC + FC'l
P [CF+CF +FC|

P (CF +C'F)
= PCF +PCF

Por el axioma 7

Por la relacion 6'
Por la relacion 5'
Por la relaciéon 1
+PC'F

Por la relacién 5'

Estos dos eventos se muestran en el grafico 12, que ilustra la

diferencia entre ellos.

3. ARBOL DE EVENTOS

Muchas veces resulta conveniente graficar la relacién entre
eventos en la forma de un arbol de eventos. Este arbol es mas util

68 / Probabilidades



cuando los eventos suceden en forma secuencial y no simul-
tdneamente, pero puede ser usado para cualquier tipo de evento.
Ademas, esta herramienta es apropiada cuando el nimero de
eventos es mayor que tres, y ya no se puede usar el diagrama de
Venn para representar la relacion entre ellos.

Gréfico 12: Interpretacion de eventos

Para construir un arbol de eventos se parte de un punto
llamado nodo o nudo, desde donde se dibuja una linea recta
0 rama por cada posible resultado de la primera parte del
experimento. Se define un experimento usando la termino-
logia de probabilidad, como un proceso que genera resultados
gue pueden ser definidos de antemano. Cada una de las
ramas se denota con el resultado respectivo. Luego usamos los
terminales de estas primeras ramas como nhodos de comienzo
de otras ramas correspondientes a cada posible resultado de la
segunda parte del experimento. El proceso continta hasta que
todas las posibles secuencias de resultados hayan sido re-
presentadas. Los nodos finales del arbol representan el
conjunto de eventos mutuamente excluyentes y colectiva-
mente exhaustivos del experimento. Asi, si consideramos
el ejemplo anterior, “Iré a la playa y comeré ceviche o
pescado frito”, tendremos el arbol de eventos del gréafico 13.
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Gréafico 13: Arbol de eventos

PCF ()
PCF' (2)

PCF(3)
PCF (4

PCF (5)
PCF' (6)

PCF(7)
PCF (§)

Los ocho nodos finales (PCF, PCF', .., P'C'F') repre-
sentan todos los resultados posibles de nuestro experimento,
gue son eventos mutuamente excluyentes y colectivamente
exhaustivos, como se aprecia en el diagrama de Venn del
grafico 14.

El arbol de eventos es una herramienta muy util en lasolucién
de problemas tanto teéricos como practicos. Sin embargo,-para
nosotros el algebra de eventos no es el fin en si mismo, sino un
paso hacia el estudio de probabilidades.
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Gréfico 14: Regiones mutuamente excluyentes y colectivamente
exhaustivas

4. FUNDAMENTOS DE PROBABILIDADES

En el lgebra de eventos se traté de la ocurrencia o no ocurrencia
de un evento. Sin embargo, en la vida real la posibilidad de que
un evento suceda puede estar entre lo virtualmente cierto y lo
virtualmente imposible. La teoria de probabilidades ofrece un
marco para asignar nameros reales a la posibilidad de ocurren-
cia de diferentes eventos, de tal manera que sus posibilidades
puedan ser comparadas y evaluadas.

Conceptualmente, existen tres maneras de determinar la pro-
babilidad de una ocurrencia: objetiva, experimental y subjetiva.

A. Probabilidad objetiva

Depende de las caracteristicas fisicas del objeto de estudio. Esta
manera de asignar probabilidad es conveniente para resolver
problemas que involucran el uso de objetos fisicos. Asi, por
ejemplo, la posibilidad de obtener un 4 al lanzar un dado no
cargado es 1/6. Como se puede deducir, esta metodologia no
serd apropiada para tratar problemas econémicos o administra-

tivos.
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B. Probabilidad experimental

Se le llama también frecuencia relativa de una ocurrencia. En
algunos casos es posible estimar la probabilidad de ocurrencia
de un evento observando el nimero de veces que ocurrid en un
periodo largo. Asi, si se observa que en dos de los ultimos
cincuenta afios ha llovido el dia 15de enero en la ciudad de Lima,
esta frecuencia relativa, 2/50, podra ser utilizada para calcular
la probabilidad de que llueva el préximo 15 de enero en Lima.

Esta probabilidad experimental supone que una misma situa-
cion pueda repetirse varias veces, y, sobre todo, se presume que
tal situaciéon no cambiara en el futuro. Circunstancias de este
tipo no son muy frecuentes en las areas de administracion y
economia, y por tanto no se pueden calcular probabilidades a
través de una serie de repeticiones de un experimento.

C. Probabilidad subjetiva

Es la medida asignada a la valoracion subjetiva hecha por un
individuo de la probable ocurrencia de un evento. Se basa en la
informacioén de que dispone esta persona en un momento dado,
es decir en su estado de informacion. Asi, por ejemplo, si se desea
determinar la probabilidad de que el Perd tenga un gobierno
democratico en el afio 2000, uno no puede calcular la probabili-
dad objetiva de ello, ni idear un experimento que proporcione
una frecuencia relativa. En estos casos la probabilidad subjetiva
es la manera relevante -y en muchas situaciones la Gnica- de
asignar probabilidades a una ocurrencia.

La idea fundamental en este tipo de asignacién es que la
probabilidad es un nimero que usamos para describir nuestra
certeza sobre la ocurrencia de un evento. El grado de certidum-
bre depende de la informacién de que disponemos con respecto
al evento. Al depender esa medida del estado de informacidn,
ella puede cambiar con la disponibilidad de nueva informacién
y puede variar entre diferentes individuos.
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Para enfatizar el hecho de que la medida de probabilidad
varia con el estado de informacién, se usara la siguiente notacion
inferencial:

p(AZe) = Probabilidad del evento A, dado el
estado de informacion e.

La notacién equivalente es:
P(AZe) = p(A)

D. Axiomas de lateoria de probabilidades

La teoria de probabilidades se basa en el algebra de eventos y en
tres axiomas adicionales. La medida de probabilidad es definida
como una funcién real para todos los eventos que pueden ser
construidos usando el algebra de eventos. Los tres axiomas que
la funcion de probabilidades debe satisfacer son:

Pl : p(AZe)>0

P2 : pU/e)=1

P.3 : Si Ay Bson mutuamente excluyentes,
entonces

pPI(A +B)/e] =p(A/e) + p(B/e)

El primer axioma (P.l).requiere que la medida de probabili-
dad de cualquier evento sea un nuamero real no negativo. El
segundo normaliza las probabilidades al requerir que la proba-
bilidad del evento cierto sea 1. El tercero requiere que la proba-
bilidad de eventos mutuamente excluyentes sea aditiva. Grafi-
camente, tenemos:
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Grafico 15: Funcién de Probabilidades

Eventos

La fundon de probabilidades definida por estos tres axiomas
es la funcién necesaria para medir las areas de cada region en el
diagrama de Venn. El axioma (P.l) establece que el area de
cualquier regién no puede ser negativa; (P.2) expresa que el area
total del diagrama debe considerarse igual a 1; (P.3) establece
gue el area contenida en dos regiones que no se sobreponen debe
ser la suma de sus &reas.

Sobre la base de los tres axiomas de probabilidades y los ocho
del algebra de eventos podemos derivar algunas relaciones
importantes, como las siguientes:

P.I"Y p(A'/e) = 1- p(AZe)
P.2") p(0/e) = O
P.3") p[(A +B)/e] = p(A/e) +p(B/e)-p(AB/e)

Larelacion (P.I') establece que la probabilidad de ocurrencia
del complemento de un evento es igual a 1 menos la probabili-
dad de ese evento. Podemos demostrar esta relacién de la si-
guiente manera:

74 / Probabilidades



A+A U Por larelacion (6"
AA' 0 Porelaxioma A6

Y usando los axiomas (P.2) y (P.3) podemos escribir:
p[(A + A')/e] =p(AZe) +p(A'/e) =1
Y, luego:
p(A7e)=Il-p(AZe)

La probabilidad del evento nulo, la relacion (P.2"), se prueba
de la siguiente manera. Dado que U' =0, entonces:

p(0/e)=1- p(UZe) De la relacion (P.1")
y usando el axioma (P.2),
p (0/e) =0

Finalmente, podemos demostrar (P.3'), la probabilidad de la
suma de dos eventos que no son mutuamente excluyentes,
re-expresando la suma de Ay B (ver gréafico 11).

A+B=A+AB @)

dado que Ay (A'B) son mutuamente excluyentes, A(A'B) =0,
y, por el axioma (P.3), tenemos:

P[(A + B)/e] =p(A/Ze) + p(A'B/e) )

Utilizando las relaciones (A.7), (6") y (5') podemos escribir el
evento B en la siguiente forma:

B=UB=(A+A)B=AB+AB ©)
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Luego, dado que (AB)(A'B) = 0, podemos usar otra vez el
axioma (P.3) para obtener:

p(B/e) = p(AB/e) +p(A'B/e) o
p(A'BZe) = p(B/e)-p(AB/e) 4)

Substituyendo (4) en (2) obtenemos:
P[(A +B)/e] =p(A/e) + p(B/¢e) - p(AB/¢e)

Es decir, la probabilidad de la suma de dos eventos es la suma
de sus probabilidades menos la probabilidad de su producto. Si
los eventos son mutuamente excluyentes, la probabilidad de su
producto es cero y la ecuacion (P.3") se convierte en el axioma
(P.3).

Los diagramas de Venn pueden ser usados para derivar y
entender relaciones de este tipo. Asi, recordemos que p[(A + B)/e]
es el area contenida en la regiéon A o la regién B o en la regién
de Ay B. Si calculamos esta 4rea sumando las areas de las
regiones Ay B, obtendremos un resultado exagerado porque
estariamos contando el area compartida entre Ay B dos veces.
Luego, debemos sustraer esta area (AB) una vez para obtener el
resultado correcto. Esta operacidn esta establecida en la relaciéon
(P.3").

Extensiones de estos argumentos producen otras relaciones
importantes. Por ejemplo, suponga que queremos calcular la
probabilidad de la suma de tres eventos A, By C:

p[(A+B+C)/e] = p{lA+(B+C)I/ef =p(A/e)+
p[(B+C)/e]-p[A(B+C)/¢e]
= p(AZe)+ p(B/e)+p(C/e)-p(BC/e)-
pl(AB+AC)/¢e]
= p(A/Ze) +p(B/e) +p(C/e) -p(BC/e) -
p(AB/e) - p(AC/e) + p(ABC/¢e) (5)
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Esta ecuacion tiene una interpretacion directa usando el dia-
grama de Venn del gréfico 16.

Gréfico 16: Diagrama de Venn de tres eventos

5. PROBABILIDAD CONDICIONAL EINDEPENDENCIA

Una de las definiciones mas importantes en la teoria de proba-
bilidades es la de probabilidad condicional. Si A y B son dos
eventos, y p(A/e) 0, entonces “1a probabilidad condicional de
B dado A”, p(B/A, e), se define como el cociente de la probabili-
dad de que ambos ocurran simultineamente entre la probabili-
dad de que el evento condicionador ocurra:

p(ABZe) (6)

B/A e

p( ) D (AZe)
Como se aprecia en el diagrama de Venn del gréafico 17,

p(BZA, e) es el ratio del &rea compartida por los dos eventos con

respecto al area del evento condicionador.

Probabilidades 7/ 77



Grafico 17: Probabilidad condicional

En cierto sentido, todas las probabilidades son condicionales,
porque hemos definido un conjunto de eventos U (conjunto
universal) del cual al menos uno ocurre. La probabilidad de
cualquiera de estos eventos depende de haber definido el area
del conjunto universal 1. Asi:

b (AZU. &) = iUAI 'c) _ p.(Ale) _
p (U/e) ~ 1 ~ P (AZ¢) @)
Si sabemos que el evento A ha ocurrido, entonces A se con-
vierte en el evento cierto, y podemos re-normalizar la probabi-
lidad de cada uno de los otros eventos de tal manera que ellos
sumen 1sobre el area de A. Entonces el conjunto de eventos que
se considera que forman el evento universal, U, es arbitrario. La
definicion de probabilidad condicional nos permite cambiar labase
para la asignacion de probabilidades en cualquier momento.
Si dos eventos Ay Bson independientes, en el sentido intuitivo,
la ocurrencia de A no deberia afectar la ocurrencia de B. Es decir:

p(BZA,e) =p(B/Ze), o
P(AB/e) _
p(ase) ~ P/ )
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Despejando:
p(AB/e) =p(AZe)p(B/e) 9

Luego, se define que dos eventos son independientes si la
probabilidad de que ambos ocurran simultaneamente es igual
al producto de las probabilidades de que ambos ocurran sepa-
radamente; o, en otras palabras, dos eventos son independientes
si la probabilidad de su producto es igual al producto de sus
probabilidades. Entonces usamos la ecuacion (9) como la defi-
nicion formal de independencia. Note que esta definicion se
basa en la funcién de probabilidad y no sé6lo en el algebra de
eventos.

Para enfatizar la definicion de independencia, considérese el
siguiente experimento que consiste en lanzar una moneda dos
veces, y donde la probabilidad de obtener cara es p, siendo
0<p<I. Definamos los siguientes eventos relacionados al expe-
rimento:

A: "Cara en la primera tirada".
B: "Ambas tiradas dan lo mismo".

Podemos usar el arbol de probabilidades, que es un arbol de
eventos que incluye informacion sobre la probabilidad de ocu-
rrencia de cada posible resultado. Es decir, las ramas que
denotan los posibles resultados también tienen la informa-
cidn con respecto a la probabilidad de su ocurrencia. Asi, el
grafico 18 nos muestra el arbol de probabilidades para este
experimento de lanzar la moneda dos veces, y nos indica los
eventos Ay B.

El evento A es el conjunto de CiCz, C1S2; el evento B es el
conjunto de CiC2, S1S2; luego, AB = C:C2. Dado que p es la
probabilidad de obtener cara, (1 - p) es la probabilidad de
obtener sello. Entonces:
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p(AZe) = p[(CiC2+CiS2/e] = p(CiC2/e) + p(CiS2/¢)
= P2+Pd-p)-p

p(BZe) = p[(CiC2+SiS2)/e] = p(CiC2e) + p(SiS2/e)
= p2+(l-p)2

p(AB/e) = p(CiC2/e) =p2

Gréfico 18: Arbol de probabilidades del experimento de lanzar una
moneda dos veces

A B
CiC2 i sj
CS2 sj
S| Sic2
bp s,52 i

Luego, si p es diferente de 0.5 entonces no se cumple la
igualdad p(AB/e) = p(A/Ze)p(B/e), y los eventos Ay B no son
independientes. Sin embargo, si p = 0.5, entonces p(AB/S) =
p(A/S) p(B/S) y Ay B son independientes. Podemos ver que la
cuestion de la independencia puede ser determinada Unicamen-
te cuando se conoce la funcién de probabilidad, y no s6lo de la
definicién de eventos. En cambio, el concepto de eventos mu-
tuamente excluyentes sdélo tiene que ver con la definicion de los
eventos. Asi, en el ejemplo vemos que Ay B no son mutuamente
excluyentes, yaque AB=CiC2 0

Los conceptos de eventos mutuamente excluyentes e
independientes tienden a confundir a los estudiantes, por lo que
se justifica establecer la diferencia entre ellos. En primer lugar,
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el concepto de eventos mutuamente excluyentes sélo depende
de la definicidon de eventos (AB =0), mientras que el concepto
de independencia depende de la medida de probabilidades
[p(AB/e) =p(A/e) p(B/¢)]. En segundo lugar, si tenemos even-
tos mutuamente excluyentes estos son fuertemente depen-
dientes. Asi, si Ay B son mutuamente excluyentes y no son ni
el evento nulo ni el evento universal (0 < p(AZe), p(B/e) < 1),
entonces:

AB =0
p(AB/e) =p(0/e) =0 (10)
mientras que:
p(AZe)p(BZe)* 0 (11)

Luego, de (10) y (11):
p(ABZe)*p(A/e)p(B/¢e) (12)

Por tanto, los eventos Ay B son fuertemente dependientes. Si
sucede uno, la probabilidad de que suceda el otro es cero.

Parala manipulacién de probabilidades es importante recor-
dar que si se tiene eventos mutuamente excluyentes se pueden
sumar sus probabilidades (axioma P.3); mientras que si se tiene
eventos independientes se pueden multiplicar sus probabi-
lidades, por la definicion de independencia.

6. EXPANSION EN CADENA E IDENTIDADES DE
EXPANSION

De la definicion de probabilidad condicional, ecuacion (6), se

deriva el concepto de expansion en cadena expresando el nume-
rador como el producto del denominador por el cociente:
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P(AB/e) = p(A/e) p(B/A, €) (13)

Extensiones de esta relacion producen la expansion en cadena
para mas de dos eventos. Por ejemplo, supongamos que se
quiere calcular la probabilidad conjunta de tres eventos ABC:

p(ABC/e) = p[A(BC)/€e] = p(AZe) p[(BC)/A, €]
=p(AZe)p(B/A,e)p(C/B, Ae) 14)

Esta ecuacion sera utilizada mas adelante para el calculo de
probabilidades de los resultados de un experimento usando
arboles de probabilidades.

Otro concepto importante es el de expansién. Podemos rees-
cribir la probabilidad de ocurrencia de un evento en términos
de la ocurrencia de otro evento:

p(B/Ze) =p(B U/e) =p[B (A + A")/e] =p((BA + BA"/e)
=p(BAZ¢e) + p(BA'/¢e)
=p(B/A, e) p(A/e) + p(B/A', e) p(A'/e) (15)

En general, si consideramos un conjunto de eventos Ai,
Az,...An que sean mutuamente excluyentes y colectivamente
exhaustivos, entonces:

p(BZe) =p(B U/e) =p[B(A, + A2+...+ An/e]
= p(BAi/e) + p(BA2/e) +...+ p(BAn/e)
= £p(B/ZA,, e) p(A/e) (16)

Esta ecuacion tiene una interpretacion directa usando el dia-
grama de Venn del grafico 19.
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Grafico 19: Expansion del evento B

El area de la regiéon B es igual a la suma de las areas de las
regiones que B comparte con cada una de las regiones Al,
p(BAi/e), las cuales pueden ser reescritas usando el concepto de
expansion en cadena.

7. TEOREMA DE BAYES

El teorema de Bayes establece la relacion mas importante en la
teoria de probabilidades y es la base para la revision de la
asignacion de probabilidades a la luz de informacién adicional.
Este teorema se deriva facilmente de las relaciones béasicas ex-
puestas anteriormente.

Consideremos un conjunto de n eventos mutuamente exclu-
yentes y colectivamente exhaustivos Ai, Az,....An, y otro evento
B, todos con probabilidades de ocurrencia claramente determi-
nadas. Por definicion:

AjAj =0 I<i=j<n a7

Al+A2+...An=U (18)
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La situacion puede ser representada por el diagrama de Venn
del grafico 19. Los eventos Ai dividen el espacio universal, U, en
n regiones. El evento B ocupa partes de algunas de esas regiones.
Se supone que se conocen las probabilidades de los eventos Ai,
y las probabilidades condicionales p(B/Aj, e), parai=1,2,..., n

El problema se plantea con el siguiente interrogante: ;cual es
la probabilidad de que Aj ocurra si sabemos que B ha ocurrido:
p(Aj/B, €)? Por definicion: _

p(AjBle)

PAIZB.€) " B/e) (19)

Usando el concepto de expansion en cadena escribimos (19)

en la forma: (A j ) B/A )
. PLAil€) PIBIA), €
P(A/B, €) ! p(B;e)

Esta ecuacion expresa la respuesta en términos de las proba-
bilidades conocidas p(AiZe) y p(BZAi, €); y el valor de p(B/¢e)
puede ser calculado a partir de ellas usando la ecuacién (16).

p(Ble) =X p(B/A], &) p(Aile)

Cuando sustituimos este resultado en (20), obtenemos la
forma méas comun del teorema de Bayes:

P(AVB, €) Epp Aje JAJ ) (21)

La probabilidad condicional de Aj dado B ha sido expresada
en términos de las probabilidades conocidas de los eventos A,
y de las probabilidades condicionales de B dado Aj. Puesto que
p(AiZe) p(BZAj, e) =p(AijB/¢), podemos escribir la ecuacion (21)
en una forma mas simple;:

(20)
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. _ P(AZ¢g)
PAIZB. €)= X n(Ajle) 22

Esta probabilidad condicional esté representada en el diagra-
ma de Venn por el area que Aj comparte con B entre el area total
de B, como se aprecia en el gréafico 19.

Hemos dicho anteriormente que todo proceso de toma de
decisiones se realiza dentro de los limites que impone el entorno
o la naturaleza. El decisor no puede controlarlas caracteristicas
del entorno, pero si esta en la capacidad de asignar probabilida-
des a la ocurrencia de todos los posibles “estados™ que estas
caracteristicas pueden tomar. Por ejemplo, si una compafiia
petrolera decide perforar un pozo, se enfrentarda a dos estados
de la naturaleza: encontrar petréleo o no encontrar petréleo. Los
expertos de la compafiia habran ya calculado las probabilidades
de ocurrencia de cada uno de estos “estados de la naturaleza”.
¢ Qué sucederia si la compafiia tiene la oportunidad de realizar
un ultimo estudio geoldgico sobre la presencia de petréleo en el
terreno? Los resultados de esta nueva investigaciéon podrian
originar la necesidad de revisar las probabilidades de encontrar
0 no petréleo.

La ecuacion (21) es la relacién basica para la revision de
probabilidades. Basandonos en la informacion disponible, po-
demos interpretar los eventos Ai, Az, .., An como todos los
posibles estados de la naturaleza o del entorno en un contexto
especifico, y que A es el evento en el que la naturaleza esta en
el estado i, con una probabilidad p(Aj/e). Consideremos que un
evento B, estadisticamente relacionado al estado de la naturale-
za, ocurre. La pregunta clave es ahora como la ocurrencia de B
afecta nuestra asignacion de probabilidades a los posibles esta-
dos de la naturaleza, A;.

La respuesta esta dada por el teorema de Bayes. Llamaremos
probabilidad-previa o a prioria la probabilidad original de ocurren-
cia del evento Aj. Después de observar el evento B, tendremos
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una probabilidad posterior o revisada de ocurrencia de Aj después
de ocurrido B, denotada por p{Ai/B, e). Esta probabilidad est4
definida por el teorema de Bayes y es directamente proporcional
a la probabilidad previa multiplicada por lo que se conoce como
 funcidn de verosimilitud. Esta funcién representa la probabilidad
de observar B, si la naturaleza o el entorno estuviera, de hecho,
en elestado i. Las probabilidades posteriores son normalizadas
con el requerimiento de gue ellas swnen 1, como se puede
observarenlaecuacién (21}, en la que el denominador es la suma
de todos los posibles valores (i) del numerador.

Nustraremos la aplicacién del teorema de Bayes consideran-
do el caso de la empresa de manufacturas “Excelencia”, que
compra una pieza ¢ parte basica de des abastecedores diferen-
tes. Se sabe que el 30% delas piezas compradas por Ia compafifa
proviene del abastecedor 1, mientras que el resto son del abas-
tecedor 2. Los eventos A1 y A2 definen la procedencia de las
piezas del abastecedor 1y 2 respectivamente. Luego, si seleccio-
namos aleatoriamente una pieza, tendremos las siguientes pro-
babilidades, a priori, de obtener una pieza del abastecedor 16 2:

plA/e) =030  y ‘plAz/e) =0.70

La calidad de las piezas varfa de acuerdo con el abastecedor.
Tomando como base los registros historicos, se sabe que 1a tasa
de partes defectuosas del abastecedor 1 es 4%, mientras que la
del abastecedor 2 es de 2%. Luego, si D denota el evento de
encontrar una pieza defectuosa, entonces tenemos las siguientes
probabilidades, que constituyen 1as funciones de verosimilitud:

P(D/AL =004 v p(DF/A1e) =096
- pD/A, ) =002y p(D/Ag, e} =098

Luego, podemos usar el teorema de Bayes para revisar las
probabilidades previas a laluz de nueva informacién. Por ejem-
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olo, si sabemos que las piezas adquiridas de ambos abastecedo-
res son usadas indistintamente en el proceso de produccion de
‘Excelencia”, y sucede que una maquina se malogra al usar una
‘parte defectuosa, ;jcuél es la probabilidad de que la pieza haya
.zido adquirida del proveedor 1? Es decir, jcudl es la probabi-
tidad posterior p(A1/D, e)? Usando el resultado del teorema de
Bayes, ecuacién (21), tenemos: :

(0.04) (0:30) _g.o012
(0.04) (0.30) + (0.02) (0.70) ~ 0.026

p(A1/D) = =046

La informacidn adicional de que la parte analizada es defec-
fuosa ha-aumentado la probabilidad de que esta pertenezca a]
zbastecedor 1 de (.30 a 0.46.

Mediante el teorema de Bayes hemos asignado nuevas proba-
bilidades a un conjunto de eventos (Ai) como resultado de
observar un evento (D) que esta estadisticamente relacionadoe a
gicho conjunto. Para ello necesitamos una distribucion de pro--
babilidades a priori del conjunto de eventos (As) v la funcién de
verosimilitud. Este mecanismo serd aplicado en la teoria de
decisiones, como veremos en el eapitalo VIIL :

® Ejércicios

1.5ean A =1{1,2,3,4,5},B=11, 35 7.9}, dondeU=1{1,2,3,4,...}. Hallar
&+ B, AB, A" B, AR
2. Definlendo el evento universal U como el con]unto de todos los
1meros enteros posxtlvos Yy cons1derand0 los mguxentes eventos:

A = {X:X <12}

B = [X:X<8)

C = {X:Xespar}

D = {X:Xesmiiltiplode 3}
E = {X:Xesmultiplode4)
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Exprese, en términos de A, B, C, Dy E (y posiblemente sus comple-

mentos), los siguientes eventos:

a. {1,3,5, 7}

b. (3,6,9}

c. (8,10}

d. Los nimeros enteros positivos mayores que 12.

e. Los numeros enteros positivos multiplos de 6.

f. Los nUmeros enteros que son pares 'y menores o iguales a 6 6 que son
impares y mayores que 12.

3. La cadena “Mercados Lima* esta considerando incluir tres nuevos
productosen sustock. Basandoseen los resultados de un estudio de mercado
que mide la aceptacion de estos productos entre los clientes de “Mercados
Lima", cada producto sera clasificado como “exitoso” o “fracaso”.

a. Liste todos los posibles resultados del estudio.

b. Suponiendo que se permite una tercera clasificacion para los resulta-
dos del estudio para el segundo producto (por ejemplo, “muy exitoso”),
dibuje el arbol de eventos para este nuevo experimento. ; Cuantos nodos
finales tendré el arbol?

4. Cien personas compraron boletos de una loteria. Cuarenta de los
cien son mujeres y diez tienen grado de bachiller. Suponiendo que
cualquiera de las cien personas tiene la misma probabilidad de ganar
la loteria, y que el sexo y laeducacién universitaria son independientes,
encuentre la probabilidad de que el ganador sea:

a. Un hombre.
b. Un hombre sin grado de bachiller.
¢. Una mujer con grado de bachiller.

5. El 15% de los sesenta estudiantes graduados en administracion en
la Escuela de Postgrado de la Universidad del Pacifico en el tltimo afio,
son mujeres. Una compafiia importante solicitd a la Escuela que le
recomendara estudiantes graduados para cubrir un puesto vacante. De
la lista de todos los graduados se escogi6 a tres candidatos para una
entrevista final. Suponga que estos tres individuos pueden considerarse
como una muestra aleatoria de todos los estudiantes graduados en
administracion.

a. (Cudl es la probabilidad de que haya una mujer en la lista?

b. (Cual es la probabilidad de que la mayoria en la lista sean mujeres?
c. ¢Cual es la probabilidad de que el nUmero de mujeres en la lista esté
entre 1y 2 inclusive?

6. En una entrevista con un ama de casa, se le solicita su opinion
sobre cuatro marcas de detergente (A, B,Cy D), pidiéndoleque indique
el orden de su preferencia, marcando con 1elque prefiere, con 2 el que
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le sigue,etcétera. Como la sefiora en realidad no tiene ninguna prefe-
rencia, leasigna a cada marcaun numero del 1al 4 completamente al azar.
a. (Cudl es la probabilidad de que la marca “A”quede en primer lu/ar?
b. ¢Cuél es la probabilidad de que “C” quede en pnmer lugar y “D ' en
el segundo?
c ¢Cudl es la probabilidad de que “A” quede en alguno de los dos
primeros lugares?

7 En un estudio realizado para investigar la relacién entre el habito
de fumary los ataques cardiacos, se tomd una muestradel ,000 hombres
de mas de 50 afios de edad, y se obtuvieron los siguientes datos:

180 habian sufrido un ataque cardiaco

300 fueron clasificados como fumadores

100 habian sufrido un ataque cardiaco y fueron clasificados
como fumadores

80 habian sufrido un ataque cardiaco y fueron clasificados
como no fumadores

a. Dado que un hombre tiene més de 50 afios y es un fumador, estime
la probabilidad de que sufra un ataque cardiaco, basandose en los

resultados del estudio.
b. ¢Cual es la probabilidad de que un hombre mayor de 50 afios que no
es fumador, sufra un ataque cardiaco?
¢. ¢Demuestra el estudio que los ataques cardiacos y el habito de fumar
son eventos independientes?
8. Los directores de la compafia “Los Gatos Listos” han calculado
los siguientes estimados de las probabilidades con respecto a las utili-
dades anuales del préximo afio.

p (Utilidades menores que las de este afio) = 0.30
p (Utilidades iguales que las de este afio) = 0.50
p (Utilidades mayores que las de este afio) =0.20

Después de mantener conversaciones con los dirigentes sindicales,
el Gerente de Personal lleg6 a las siguientes conclusiones:

p (Sindicato pedira aumento de salarios/Utilidades menores el pro-
ximo afio) = 0.25

p (Sindicato pedira aumento de salarios/Utilidades iguales el pro-
ximo afio) = 0.40

p (Sindicato pedira aumento de salarios/Utilidades mayores el pro-
ximo afo) = 0.90
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a. Las probabilidades establecidas por los Directores y el Gerente de
Personal, ;se basan en métodos objetivos o subjetivos? Explique.

Determine las probabilidades de los siguientes eventos:

b. Lacompaniia logra utilidades iguales a las de este afio y el sindicato
pide aumento de sueldos.

¢. Lacompafiia logra mayores utilidades el préximo afio y el sindicato
no demanda aumento de salarios.

d. El sindicato pide aumento de salarios.

9. Un estudio de mercado llevado a cabo por una empresa comercia-
lizadora de aparatos electrodomésticos mostré que de las cuarenta
personas entrevistadas, doce tienen secadora de ropa, veinte tienen
lavadora de ropa, dieciséis tienen horno de microondas, ocho tienen
tanto secadora como horno de microondas y ocho poseen lavadora y
microondas. Definiendo:

Evento S = Tener secadora
Evento L = Tener lavadora
Evento M = Tener horno de microondas

Basandose en la informacién presentada por el estudio de mercado:

a. Encontrar p(S), p(L), p(M), p(SM), p(LM).

b. ¢Son los eventos Sy M mutuamente excluyentes?

c. (Son los eventos M y L independientes?

d. Si una persona tiene una secadora de ropa, ¢cudl es la probabilidad
de que tenga también un horno de microondas?

10. La universidad esta planeando adquirir un sistema de emergen-
cia de generacidn de electricidad que podria entrar en funcionamiento
si la electricidad de la ciudad falla. Este sistema tiene dos generadores
separados; si uno falla, el otro entra en funcionamiento automaticamen-
te. La probabilidad de que un generador falle es estimada por el
fabricante en 0.006. ;Cuél es la probabilidad de que ambos generadores
de emergencia fallen en sucesidn, dejando a la universidad sin fluido
eléctrico?

11. Se realiz6 un estudio de mercado con el fin de establecer la
relacion entre la habilidad de recordar un comercial de televisién para
cierto producto y la compra de dicho producto. Se entrevisté a 800
personas, encontrandose los siguientes resultados:
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Pudo recordar No pudo recordar Total

el comercial el comercial
Compré el producto 160 80 240
No compro6 el producto 240 320 560
400 400 800

Si definimos como “R” el evento en que la persona recuerda el

comercial y “C" el evento en que la persona compra el producto:

a. Encuentre p(R), p(C) y p(RC).

b. ¢Son los eventos Ry C mutuamente excluyentes?

c. ¢Son Ry C eventos independientes? Explique utilizando los valores
de las probabilidades.

d. (Cudl es la probabilidad de que un individuo compre el producto
dado que vio el comercial? ¢(El que un individuo haya visto el comercial
incrementa la probabilidad de que compre el producto?

e. Comente sobre el valor del comercial en relacion a las ventas del
producto.

12. Simén Pérez es duefio de acciones de la mina “Tantafa”y de la
compafiia “Afio Nuevo”. Simoén ha mantenido un registro del compor-
tamiento de estas acciones en los Gltimos 200 dias para ver si los precios
de sus acciones suben, bajan o se mantienen constantes. Los datos de
Simén son los siguientes:

Mina “Tantana” “Ano Nuevo” NBde dias
El Subid Subié 40
E2 Subio Constante 14
E3 Subié Bajé 20
E4 Constante Subio 18
E5 Constante Constante 12
E6 Constante Bajo 14
E7 Bajo Subio 28
E8 Bajo Constante 16
E9 Bajo Bajo 38

Probabilidades / 91



a. Usando estos datos para determinar la probabilidad subjetiva, en-
cuentre:

- Una subida en el precio de las acciones de "Tantafia”.
- Una baja en el precio de las acciones de “Afioc Nuevo”.

- Unasubidaen las acciones de “Tantafia”y una baja en las de “Afio
Nuevo”.
- Una subida en las acciones de “Tantafia" o una baja en las
acciones de “Afio Nuevo".
b. Suponga que nos dijeron que las acciones de “Tantafia” han subido.
¢Cual es la probabilidad de que las de “Afio Nuevo” hayan bajado?
¢. Presuma que nos dijeron que las acciones de “Afio Nuevo”han bajado.
¢Cual es la probabilidad deque las de “Tantafia” hayan subido?
d. ;Son los eventos “Una subida en el precio de las acciones de Tantafa”
y “Una baja en el precio de las acciones de 'Afio Nuevo', inde-
pendientes?

13. Margarita tiene una tienda de mascotas y ofrece servicio de
lavado y arreglo de perros. A Margarita le toma 40 minutos lavar y
arreglar a un perro pequefio y 70 minutos a un perro grande. Los perros
grandes representan el 20 % de su negocio. Si atiende a cinco perros en
un dia determinado, calcular:

a. La probabilidad de que todos sean perros pequefios.

b. La probabilidad de que dos perros sean grandes.

c. El tiempo esperado que demorarda Margarita en atender a los cinco
perros.

14. Los socios del club “Los Céndores” de Chaclacayo tienen una
probabilidad de 0.80 de gozar de un dia de sol, mientras que la proba-
bilidad de lluvia es de 0.10. Ademas, la probabilidad de tener sol y lluvia
en el mismo dia es 0.05. Suponga queel experimento aanalizar se refiere
a las probabilidades climatolégicas de un dia determinado.

a. ¢Son los eventos sol y lluvia mutuamente excluyentes? Explique.

b. Sabemos que llovié un dia determinado. ;Cual es la probabilidad de
gue también haya brillado el sol?

¢. ¢Son los eventos sol y lluvia independientes?

15. Considere el experimento de lanzar dos dados. Suponga que esta-

mos interesados en la suma de los nimeros que aparecen en los dados.

a. Enumere los puntos muéstrales posibles.

b. ¢(Cual es la probabilidad de obtener un 7?

¢. (Cudl es la probabilidad de obtener 8 6 mas?

d. Dado que hay seis valores pares posibles para la suma de ambos
nuameros y sélo cinco valores impares posibles, los dados daran sumas
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pares mas frecuentemente que sumas impares. (Esta de acuerdo con
esta afirmacion? Explique.

16. De todos los postulantes que rinden el examen de ingreso a la
Escuela de Postgrado de la Universidad del Pacifico, 3/4 son ingenieros
y 1/4 tienen otras profesiones. La mitad de los no-ingenieros y 3/4
de los ingenieros aprueban el examen.

a. Encuentre la probabilidad de ingreso de un postulante escogido
aleatoriamente de todos los que rinden el examen.

b. (Cudl es la probabilidad de que un estudiante no sea ingeniero y
apruebe el examen?

¢. ¢Cudl es la probabilidad de que un estudiante que no es ingeniero
apruebe el examen?

d. ;Cuél es la probabilidad de un estudiante que no haya aprobado el
examen sea ingeniero?

17. En la Gltima maratén de “Cafetal”el 40% de los participantes no
eran limefios. Veinte por ciento de los participantes terminaron la
carrera. Ochenta por ciento de los que terminaron la carrera no eran
limefios.

a. ¢Cual es la probabilidad de que un participante elegido aleatoriamen-
te haya terminado la carrera y sea limefio?

b. ;Cuél es la probabilidad de que un participante elegido aleatoriamen-
te pertenezca por lo menos a una de las siguientes categorias: ‘terminé
la carrera” o “no sea limefio™?

c. ¢Cuédl es la probabilidad de que un competidor que no es limefio haya
terminado la carrera?

d. ;Cual es la probabilidad de que un competidor que es limefio haya
terminado la carrera?

e. (Cudl es la probabilidad de que un competidor que no haya termina-
do la carrera sea limefio?

18. En la planta “Ciglefales Perfectos” se producen cigiefiales en
dos grandes maquinas automaticas. La maquina nueva es mas rapida
y confiable que la vieja. De cada lote de 1,000 ciglefales, 600 se
producen en la maquina nueva. Esta produce cigiefiales defectuosos a
razon de 1 por 100, mientras que la maquina vieja lo hace a razén de 3
por 100. ;Cudl es la probabilidad deque una pieza defectuosa escogida
al azar provenga de la maquina nueva?

19. Antes de iniciar el proceso de produccion de cada lote, una cierta
méquina necesita ser calibrada. La probabilidad de realizar este ajuste
correctamente es de 0.90%. Cuando se ha calibrado adecuadamente, la
maquina opera con una tasa del 2% de produccion defectuosa; pero si
esta incorrectamente ajustada, se produce un 15% de piezas defectuosas.

Probabilidades 7/ 93



a. Después de que la maquina empieza a producir, ¢cuales la probabili-
dad de observar un defecto cuando se prueba una pieza?

b. Una pieza seleccionada por un inspector es encontrada defectuosa
¢Cudl es la probabilidad de que la maquina esté incorrectamente cali-
brada? ;Qué acciéon recomendaria usted?

c. Antes de seguir su recomendacion en (b), se prueba una segunda
pieza, la que es encontrada sin defecto. Usando su probabilidad revisa-
da de (b) como la probabilidad a prion mas reciente, calcule una nueva
probabilidad revisada de una calibracion incorrecta, dado que la segun-
da pieza que se probo se encontré sin defecto. ;Qué accion recomenda-
ria ahora?

20. La compafia manufacturera “Los Altos” ha recibido reciente-
mente cinco cajas de una cierta pieza que utiliza en su proceso produc-
tivo. La tasa de piezas defectuosas es normalmente del 1%, pero el
abastecedor acaba de notificar a “Los Altos” que una de las cajas
enviadas contiene piezas que fueron producidas en una maquina mal
alineada y que tiene una tasa de piezas defectuosas del 67%. Sabiendo
esto, el Gerente de Planta selecciona una caja aleatoriamente y prueba
una pieza.

a. (Cuél es la probabilidad de que la pieza sea defectuosa?

b. Considere que la pieza resultd defectuosa. ¢(Cual es la probabilidad
de que esta sea la caja que contiene las piezas hechas por la maquina
mal alineada?

c. Suponga que basado en otras evidencias, el Gerente de Planta’ esta
80% seguro de que esta era la caja que contiene las piezas hechas en la
maquina mal alineada. ;C6mo cambiaria su respuesta ala pregunta (b)?

21. Una firma consultora ha presentado una propuesta para realizar
un proyecto importante en Chimbéte. El Gerente de la firma pensé que
habia una probabilidad del 50% de ganar la buena pro. Posteriormente,
la agencia a la cual fue presentada la propuesta solicitd informacién
adicional a la propuesta original.

La experiencia de la firma muestra que en el 75% de las propuestas
ganadoras y en el 40% de las perdedoras, le fue solicitada informacién
adicional.

a. ¢Cual es la probabilidad a priori de que la propuesta sera ganadora?
(Es decir, previa a recibir la solicitud de informacion adicional.)

b. ¢Cual es la probabilidad condicional de una solicitud de informacién
adicional, dado que la propuesta sea ganadora?

c. Calcule la probabilidad posterior de que la propuesta sea ganadora
dado que se recibié una solicitud de informacién adicional.
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22. Una compaiiia petrolera ha comprado el derecho de explotacién
en el lote XY de la selva peruana. Los estudios geoldgicos preliminares
han permitido asignar las siguientes probabilidadesa priori:

p (Petréleo de alta calidad) =0.50
p (Petrdleo de mediana calidad) =0.20
p (Nada de petr6leo) =0.30

a. (Cual es la probabilidad de encontrar petréleo?

b. Después de perforar 200 pies en el primer pozo, se realiza una prueba
de estructuras. Las probabilidades de encontrar una subestructura
petrolera son las siguientes:

p (Subestr./petréleo de alta calidad) = 0.20
p (Subestr./petréleo de mediana calidad) =0.80
p (Subestr./nada de petréleo) = 0.20

¢(Como debe interpretar lacompafiia la prueba de estructuras? ;Cua-
les son las probabilidades revisadas y cual es la nueva probabilidad de
encontrar petréleo?

23. Un asesor de inversiones reputado por su vasto conocimiento
sobre el comportamiento de las acciones de las minas “Macato y Cia.”
nos da la siguiente informacién:

p (Las acciones suben 20%/PNB sube) = 0.6
p (Las acciones suben 20%/PNB estable) = 0.5
p (Las acciones suben 20%/PNB baja) = 0.4

Undistinguido economista que estudia las variables macroeconémi-
cas establece que la probabilidad de un aumento en el PNBesdel 0.30%,
mientras que la probabilidad de que baje es de 0.40%.

a. (Cual es la probabilidad de que la cotizacion de las acciones de las
minas suba 20%?

b. Si nos dijeron que las cotizaciones de las acciones subieron el 20%.,
(cudl es la probabilidad de un aumento o disminucién del PNB?

24. Una compafiia de auditoria se ha percatado de que el 85% de las
empresas que audita no tiene déficit de inventarios, mientras que el 10%.
tiene déficit pequefios y el 5% tiene déficit grandes. La compafia de
auditoria ha desarrollado una nueva prueba de contabilidad para la
cual se cree que las siguientes probabilidades existen:
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p (Empresa pasara la prueba/sin déficit) =0.90
p (Empresa pasara la prueba/déficit pequefio) =0.50
p (Empresa pasara la prueba/déficit grande) =0.20

a. Si la empresa que se estd auditando no pasa esta prueba, ¢cuél es la
probabilidad deque tenga un déficit grande o pequefo de inventarios?
b. Si la empresa que se esta auditando pasa esta prueba, ¢cual es la
probabilidad de que no tenga déficit de inventarios?

25. Suponga que el 80% de los clientes de “SAGA” son dignos de
crédito. Suponga ademas que la probabilidad de que un comprador
digno de crédito tenga cuenta bancaria es de 75%, mientras que esta
probabilidad es de 35% para los clientes no dignos de crédito.

a. Construya un arbol de probabilidades para esta situacion.

b. (Cudl es la probabilidad de que un cliente elegido al azar tenga cuenta
bancaria?

¢. Calcule la probabilidad de que un cliente con cuenta bancaria no sea
digno de crédito.

d. Calcule la probabilidad de que un solicitante de crédito que no tiene
cuenta bancaria sea digno de crédito.

26. La compafiia de seguros “Segurisimo”ha recolectado las siguien-
tes estadisticas para un periodo cualquiera de un afio:

p (Accidente/conductor hombre menor de 25 afios) =0.22
p (Accidente/conductor hombre mayor de 25 afios) =0.15
p (Accidente/conductora mujer menor de 25 afios) =0.16
p (Accidente/conductora mujer mayor de 25 afios) =0.14

El porcentaje de asegurados de “Segurisimo”en cada categoria es el
siguiente:

Hombres mayores de 25 : 40%
Hombres menores de 25 : 20%
Mujeres mayores de 25 :30%
Mujeres menores de 25 : 10%

a. ¢Cual es la probabilidad de que una persona asegurada escogida
aleatoriamente tenga un accidente en el proximo afio?

b. Dado que una persona asegurada tiene un accidente, ;cudl es la
probabilidad de que sea un hombre menor de 25 afios?

¢. Dado que una persona asegurada no tiene ningun accidente, ¢cual es
la probabilidad de que sea mujer?
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d. Sabiendo que una persona asegurada no ha tenido ningln accidente,
¢nos ofrece suficiente informacion respecto a su sexo?
27. A es culpable de un crimen con una probabilidad a priori de 0.40.

y C, quienes saben si A es culpable, han sido llamados a testificar. B
es amigo de Ay dira la verdad si A es inocente, pero mentird con una
probabilidad de 0.30 si A es culpable. C odia a todos menos al juez y
dird la verdad si Aes culpable pero mentira con una probabilidad de
0.40 si A es inocente. By C testifican independientemente.
ad. ¢Cuél es la probabilidad de que ambos testigos mientan?
b. Dado el hecho de que By C han presentado testimonios contra-
dictorios:

- ¢(Cudl es la probabilidad de que Besté diciendo la verdad?
- ¢Cual es la probabilidad de que A sea inocente?
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I11. Variables aleatorias

i. El espacio muestral. 2. El arbol de probabilidades. 3. Variables
aleatorias. 4. Representacion de las variables aleatorias discretas.
5. La distribucién bi7iO7nial. 6. La distribuciO7t de Poisson. 7. Varia-
bles aleatorias conti7mas: La distribuciO7i 7ior7nal.

En este capitulo continuamos con el estudio de probabilidades
como la herramienta béasica para incorporar el aspecto de incer-
tidumbre del medio ambiente en el analisis del proceso de toma
de decisiones. En el capitulo anterior precisamos que un experi-
mento era cualquier proceso que genera resultados bien defini-
dos. Ahora nos concentraremos en los procedimientos para
asignar valores numéricos a dichos resultados. Es asi como
surge el concepto de variable aleatoria.

Las variables aleatorias, tanto discretas como continuas, son
Utiles para la construccion de modelos de sistemas especificos.
Por ejemplo, un sistema de inventarios involucra variables cu-
yos valores no podemos conocer con certeza, como el nivel de
demanda, costos, etcétera.

Se introduce el concepto de espacio muestral para formar la
base de la valoracion probabilistica y del andlisis. El espacio
muestral puede ser usado para reducir la solucién de problemas
complejos a una secuencia de pasos simples, corno se muestra
en la seccion 1. Muchas veces es conveniente representar el
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espado muestral en la forma de un arbol de probabilidades, el
cual se describe en la seccién 2. En la seccion 3 se introduce el
concepto de variable aleatoria discreta. Este tipo de variables son
caracterizadas por medio déla esperanza matema@tica, la varian-
zay las funciones de probabilidades en la seccién 4. Dos distri-
buciones de probabilidades discretas de uso amplio son
presentadas en las secciones 5 y 6: la distribucion binomial y la
distribucion de Poisson.

Muchos modelos se formulan tomando como base variables
aleatorias continuas. Practicamente toda la discusion de va-
riables aleatorias discretas tiene su analoga en el caso continuo,
pero debemos usar el calculo en lugar de las matematicas dis-
cretas. Finalmente se presenta la distribucion normal, la mas
importante de las distribuciones continuas dado que es la base
de la estadistica inferencial y del analisis de regresion.

1. EL ESPACIO MUESTRAL

La nocion del espacio muestral proporciona un concepto funda-
mental con el cual se pueden resolver problemas tanto tedricos
como practicos. Por ser una nocién simple, muchas veces el
estudiante de probabilidades no le presta la atencién que se
merece.

Ampliaremos primero el concepto de experimento en estadis-
tica, que se presentd en el capitulo Il. Todo experimento tiene
dos propiedades fundamentales: a) genera dos o mas resultados
posibles, que pueden ser especificados de antemano; y, b) la
ocurrencia de los resultados es incierta. Ejemplos de experimen-
tos estadisticos son el lanzamiento de un dado o una moneda,
la seleccion de una bujia de un lote para determinar si esta
defectuosa o0 no, la introduccion de un nuevo producto en el
mercado. Todo experimento genera un espacio que se construye:

1 Creando un punto muestral para cada resultado posible.
Cada resultado es asociado con uno y s6lo un punto muestral,
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y cada punto muestral corresponde a un resultado especifico.
Es decir, los puntos muéstrales representan eventos mutuamen-
te excluyentes y colectivamente exhaustivos.

2. Asignando una probabilidad a cada punto muestral. Esta
probabilidad es la que corresponde al resultado del experimen-
to. Si lanzamos dos monedas simultadneamente, tendremos cua-
troresultados posiblesy, por lo tanto, cuatro puntos muéstrales:
que ambas muestren cara (CC), que ambas muestren sello (SS),
que una muestre cara y la otra sello (CS) y viceversa (SC). Luego
debemos asignar probabilidades a la ocurrencia de cada resul-
tado. Si suponemos que las monedas estan balanceadas, asigna-
remos una probabilidad de 0.25 a cada uno de los puntos en el
espacio muestral.

Una vez construido el espacio muestral, este se podra utilizar
para calcular la probabilidad de evmtos o sucesos asociados con
el experimento. Podemos definir un suceso como el conjunto de
resultados del experimento que tengan una propiedad particu-
lar. Luego, para encontrar la probabilidad de este suceso se
deberd examinar cada punto muestral para determinar si tiene
la propiedad deseada y por lo tanto origina que el suceso ocurra.
De esta manera se establece el conjunto de puntos muéstrales
correspondientes a laocurrencia del suceso. La probabilidad del
suceso es entonces calculada como la suma de las probabilida-
des asociadas con cada uno de estos puntos muéstrales, dado
gue se trata de eventos mutuamente excluyentes.

En resumen, el espacio muestral permite calcular la probabi-
lidad de cualquier suceso asociado con un experimento, lo que
se consigue: a) representando el suceso como una coleccion de
puntos en el espacio muestral; y, b) determinando la probabili-
dad del suceso como la suma de las probabilidades de los
respectivos puntos muéstrales.

El concepto de espacio muestral puede ilustrarse mejor con
un ejemplo. Supongamos que el experimento consiste en lanzar
dos dados no cargados, uno rojo y otro verde. El espacio mues-
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tral para este experimento aparece en el cuadro 4. En dicho
cuadro vemos que existen 36 puntos muéstrales. Puesto que son
dados no cargados y que los nimeros que se obtienen en los dos
dados son independientes entre si, asignaremos la probabilidad
de 1/36 a cada punto muestral que se aprecia en el cuadro 4.

CUADRO4: ESPACIO.MUESTRAL PARA EL LANZAMIENTO DE
DOS DADOS NO CARGADOS.
(Cada punto muestral tiene una probabilidad de 1/36)

Dado Dado verde
rojo
1 2 3 4 5 6
11 0,2) (1,3) 0,4) 0,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3 (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2 (3,3) (3,4) (3,5 (3,6)
(4,1) (4,2 (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2 (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

D O wWwN =

Ahora estamos listos para encontrar la probabilidad de cual-
quier st/ccsu relacionado con los resultados de este experimento.
Por ejemplo, consideremos el suceso Si, definido como aquel en
el que la suma de los puntajes obtenidos en los dados es 7. Para
calcular la probabilidad de este suceso debemos: (i) encontrar
los puntos muéstrales asociados con este suceso; y (ii) sumar las
probabilidades de estos puntos:

@iy Si = (1,6)+ (2,5)+ (3,4)+ (4,3)+ (5,2)+ (6,1)
(ii) p(SiZe) =1/36 +1/36 +1/36 +1/36 + 1/36 + 1/36 = 1/6

Si lanzamos dos dados no cargados, la probabilidad de que
la suma de los puntajes de ambos dados sea 7 es 1/6.
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Definamos el suceso S: como aqu Aen el que la suma de los
puntajes en los dos dados sea divisible por 4. Hay 9 puntos
muéstrales asociados a Sz, cada uno con una probabilidad
de 1/36.

(i) S2 = (1,3) +(2,2) +(2,6) +(3,1) + (4,4) +(3,5) +
(5,3) +(6,2) +(6,6)

(i) p(S:7e)= 9(1/36) = 1/4

Supongamos ahora que los dados rojo y verde estén cargados
a favor de los numeros grandes. Supongamos también que las
probabilidades de obtener un cierto namero al lanzar los dados
estdn en funcidon de ese numero (i) y pueden definirse con la
siguiente férmula:

p(R,7e)= p(Vi/e)= -"r-

Ri = Puntaje en el dado rojo igual a i, i=1,2,3,4,5,6.
Vi = Puntaje en el dado verde igual a i, i=1,2,3,4,5,6.

Entonces las probabilidades para cada valor de i son:

p(l/e) =1/36; p(2/¢e) = 3/36; p(3/e) =5/36
p(4/e) =7/36; p(5/e) = 9/36; p(6/e) = 11/36

Los puntos muéstrales del experimento de lanzar dos dados
son todavia los mismos, pero la probabilidad asociada a cada
uno de estos puntos ha cambiado, debido a que los dados estan
cargados. El cuadro 5 muestra las nuevas probabilidades de
cada punto muestral.
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CUADRO 5: PROBABILIDAD DE CADA PUNTO MUESTRAL AL
LANZAR DOS DADOSCARGADOS*

Dado Dado verde
rojo
1 2 3 4 5 6

1 1/D 3/D 5/D 7/D 9/D 11/D
2 3/D 9/D 15/D 21/D 27/D 33/D
3 5/D 15/D 25/D 35/D 45/D 55/D
4 7/D 21 /D 35/D 49/D 63/D 77/D
5 9/D 27/D 45/D 63/D 81/D 99/D
6 11/D 33/D 55/D 77/D 99/D 121/D

* El valor del denominador comuin, D, es igual a 1,216.

Retomemos los sucesos Si y S: definidos anteriormente. Los
puntos muéstralos asociados a Si y sus probabilidades estan
dados por:

(i si = (1,6) + (2,5) +(3,4) +(4,3) +(5.2) +(6,1)

(ii) p(SiZe) = (11 +27 +35 +35+ 27 +1D/1,296
- 146/1.2%

La probabilidad de que ocurra el suceso Si, es decir que la
suma de los puntajes en los dos dados sea 7 con los dados
cargados, es menor que la probabilidad del mismo suceso con
los dados no cargados (216/1,2% < 1/6).

De igual manera, para encontrar la probabilidad de S se
requiere sumar las nuevas probabilidades de los 9 puntos mués-
trales asociados a este suceso:

0] 2 = (L,3) +(2,2) +(2,6) +(3,1) +(3,5) +(4,4) +
(5,3) +(6,2) +(6,6)
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(ii) p(S2/e) = (3 +9 +33 +15 +45 +49 +45 +33 +121)/1,296
= 353/1,296.

La probabilidad de que la suma de los puntajes obtenidos en
cada dado sea divisible por 4 es mayor con los dados cargados
gue con los dados no cargados (353/1,296 > 1/4)

2. EL ARBOL DE PROBABILIDADES

Una manera conveniente de representar el espacio muestral es
mediante un arbol de probabilidades. Puede construirse un
arbol de probabilidades para cualquier tipo de experimento,
aunque su interpretacion es mas directa cuando los resultados
de las distintas partes del experimento se cumplen secuencial-
mente. Sin embargo, un experimento cuyas partes ocurren si-
multdneamente puede ser considerado como si estas ocurrieran
secuencialmente. Porejemplo, en nuestro experimento de lanzar
dos dados podemos afirmar arbitrariamente que el nimero en
el dado rojo es revelado antes que el nimero en el dado verde.
Esta convencion no afectard ninguna de las probabilidades de
los sucesos basados en el experimento original.

El grafico 20 muestra la forma general de un arbol de proba-
bilidades, aunque ha sido dibujado para el experimento especi-
fico de lanzar dos dados. Un arbol de probabilidades se
construye de izquierda aderecha, desde un punto llamado nodo
0 nudo, del cual se dibuja una linea o rama por cada resultado
posible de la primera parte del experimento. Cada rama es
denotada con el resultado y con la probabilidad de dicho resul-
tado. Luego se usan los terminales de las primeras ramas como
los nodos de comienzo para otros grupos de ramas que repre-
sentan a cada posible resultado de la segunda parte del experi-
mento. Estas ramas son denotadas con dichos resultados y con
las probabilidades condicionales de cada segundo resultado dado
que ocurrié el primer resultado. El proceso continGia hasta que
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todas las secuencias posibles de resultados del experimento
hayan sido consideradas. Las probabilidades en las ramas que
salen de un nodo son condicionales a los resultados que prece-
den a dicho rodo. Los nodos terminales del arbol representan
todos los puntos muéstrales del experimento. La probabilidad
de cada nodo terminal se calcula multiplicando todas las proba-
bilidades en el conjunto de ramas que nos llevan desde el nodo
inicial hasta el nodo final, aplicando el concepto de expansion
en cadena.

El &rbol de probabilidades para el lanzamiento de los dos
dados de colores tiene 36 nodos terminales que corresponden a
los 36 puntos muéstrales en el cuadro 4. La probabilidad de los
puntos muéstrales para el caso de los dados no cargados es
calculada con base en:

p(RiZe) =1/6
p(Vj/Rie) =p(Vj/e)=1/6 3)

Entonces:
p(RiVj/e) = p(Ri/e) p(Vi/e) =1/6*1/6 = 1/36

La probabilidad de cada nodo final sera de 1/36, como se
muestra en el cuadro 4.
Para el caso de los dados cargados:

p(RiZe)  =p(i/e)
P(Vi/Ri.e) =p(Vi/e) =p(i/e) @)

donde p(l Z¢), p(2/¢),..., p(6/¢) estan definidos por la ecuacion
(1). Al calcular las probabilidades de los nodos finales del arbol
de probabilidades del grafico 20 obtendremos los mismos valo-
res que se presentan en el cuadro 5.
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Gréfico 20: Arbol de probabilidades para latirada de dos dados

106 / Variables aleatorias

v,

Puqto

muestraies
RV,
R\V2
RV3
RiVs
R\V5
RiV6
RN!
RA2
rd3
r&d

RA\5
rab

Prob biIidades[ d? los
puntos muestrales

P(RIvIe) =p(RLe)p(V1RLe)

p(RIVZe) =p(R1/e)p(V2/RL,e)
nfR-\Vye) = p(RL/e) p(V3R1,e)

(R, V"e) =p(RUe) p(V4RL )
pfRiVjle) =p(RLe) p(V5/RLe)
piR"ele) =p(RLe) p(V6IRLe)

{1 &0l b e

donde
i =123456



La utilizacion del arbol para el calculo de la probabilidad de
ocurrencia de cualquier suceso asociado a los resultados del
experimento se realiza de igual manera a como se usé con el
espacio muestra] en su forma regular. Para obtener la probabi-
lidad de ocurrencia del suceso se suman las probabilidades de
los puntos muéstrales o nodos finales correspondientes a tal
suceso. La ventaja de utilizar un arbol de probabilidades es que
permite representar en forma mas clara y conveniente proble-
mas multidimensionales; es decir, experimentos con mas de dos
partes.

Para una mejor ilustracién del uso del arbol de probabilida-
des, considérese el siguiente ejemplo: Se tiene una caja con
cuatro medias negras (N), seis medias blancas (B) y dos medias
rojas (R). El experimento consiste en extraer dos medias aleato-
riamente, secuencialmente y sin reemplazo. El grafico 21 mues-
tra el arbol de probabilidades para este ejemplo, que consta de
ocho nodos finales que representan los puntos muéstrales del
experimento. La probabilidad de cada punto muestral se calcula
multiplicando las probabilidades desde el nodo inicial hasta el
nodo final respectivo. Por ejemplo, la probabilidad de obtener
dos medias rojas, R:R2, estd dada por:

p(Ri, R2/¢) = p(Ri/Ze) p(R/Rz,e)

Con el arbol de probabilidades podemos calcular la probabi-
lidad de ocurrencia de cualquier suceso asociado con este expe-
rimento. Suponga que deseamos calcular la probabilidad de que
ambas medias sean del mismo color. Denotando a este suceso
S3 tenemos:

S3

(N,, N2 +<Bi, B + (Rj, R2)

p(S3/e) =p(Ni N2/e) +p(B, B2/e) + p(Ri R2/e)

=6/66 + 15/66 + 1/66 =22/66 = 1/3
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Grafico 21: Arbol de probabilidades para sacar dos medias de una
caja
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La probabilidad de obtener ambas medias del mismo color es

Consideremos otro suceso como S: que consiste en obtener
una media negra y una blanca. La probabilidad de 54 sera:

sS4 =(NI, B2 + (Bi, N2)

P e + Toleb =ali{”

3. VARIABLES ALEATORIAS

Una variable aleatoria es una variable cuyo comportamiento es
descrito porufia funcion de probabilidades, y puede ser definida
asignando algun namero real a cada punto del espacio muestral.
Entonces, a cada punto muestral se le asigna una probabilidad
y un namero real. Estos nameros reales constituyen los posibles
valores de la llamada variable aleatoria. Esquematicamente:

Grafico 22: La funcion de probabilidad y la variable aleatoria
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Es posible describir completamente un espacio muestral por
medio de variables aleatorias. La especificacion del espacio
muestral y de las variables aleatorias depende de los sucesos que
son considerados.

Podemos ilustrar el concepto de variable aleatoria usando
nuestro experimento de los dos dados. Sea X la variable aleatoria
que representa el producto de los puntajes en los dos dados. El
valor de esta variable para cada punto muestral se muestra en
el cuadro 6, y en la parte derecha del gréafico 23.

CUADRO 6: UNA VARIABLE ALEATORIA PARA EL
EXPERIMENTO DE DOS DADOS

(Los valores en cada celda representan el valor de la variable aleatoria
X = producto de los puntajes de los dados en el punto muestral)

Puntaje en el Puntaje en el dado verde
dado rojo .

i 2 3 4 5 6
1 i 2 3 4 5 6
2 2 4 6 8 10 12
3 3 6 9 12 15 18
4 4 8 12 16 20 24
5 5 10 15 20 25 30
6 6 12 18 24 30 36

El valor de la variable aleatoria X, producida por el experi-
mento, varia entre 1y 36, pero no todos los nimeros enteros
entre estos limites son valores véalidos para la variable X. Nota-
mos que existen valores de la variable aleatoria que pueden ser
asociados con varios puntos muéstrales. Sin embargo, cada
punto muestral puede asociarse con un solo valor.

Consideremos el experimento de extraer dos medias de una
caja. Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de
medias negras obtenidas, y Z el niumero de pares de medias, es
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Gréafico 23: Variables aleatorias asociadas al experimento de lanzar
dos dados
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Grafico 24: Variables aleatorias asociadas con el experimento de
sacar dos medias de una caja
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decir, obtener ambas medias del mismo color. El valor de estas
variables para cada punto muestral se presenta en la parte
derecha del grafico 25. La variable Y puede tomar los valores 0,
1y 2, mientras que la variable Z sélo toma los valores 0y 1. Una
vez definida una variable aleatoria, el siguiente paso consiste en
describirla en forma sucinta usando medidas de tendencia cen-
tral y dispersion.

Esperanza matematica

La esperanza matematica de una variable es un concepto simple
pero de gran importancia en la teoria de probabilidades. Se
define como la suma de los productos de la probabilidad por el
valor de la variable aleatoria asociada con cada punto del espa-
cio muestral. Si M; es el i-ésimo punto muestral, X(M;j) el valor
de la variable aleatoria en ese punto y p(Mi/e) la probabilidad
del punto muestral, entonces la esperanza matematica de la
variable aleatoria X es definida como:

E (X) =X X(Mi) p(Mi/e) (®)

La esperanza matemaética de X es también conocida como el
valor esperado de X, la media de X y el valor promedio de X
Simbdélicamente, se representa de varias formas:

EX)=X=<X> (6)

El valor de la esperanza matematica de una variable aleatoria
en un experimento que se repite muchas veces representa el
valor promedio de los valores producidos por dicho experimen-
to. Es decir, si sumamos los valores de la variable aleatoria
resultante de estos experimentos y los dividimos entre el nUme-
ro de experimentos realizados, esperamos que el valor de esta
cantidad se aproxime cada vez mas a la esperanza matematica
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de la variable aleatoria, a medida que el nUmero de experimen-
tos aumenta.

En el experimento de los dos dados la esperanza matematica
de la variable aleatoria X, definida como el producto de los
puntajes en los dados, dependera de si los dados estan cargados
0 no. Si se trata de dados no cargados, el valor esperado es
calculado multiplicando cada uno de los valores de X en el
grafico 23 por la probabilidad de cada punto muestral, 1/36. Asi:

1/36 (L +2 +3 +4 +5+6 +2 +4... +30 + 36)
1/36(441) = 12.25

E (X)

Si los dados estan cargados, entonces el valor esperado de X
debe ser calculado sumando el producto de cada valor de la
variable aleatoria del grafico 23 por la probabilidad correspon-
diente del cuadro 5:

E(X) =1(1/1,296) +2 (3/1,296) +3 (5/1,296) + ...
= 20.00

Puesto que los dados cargados estan sesgados hacia los nu-
meros mayores, producen un valor esperado de X, mayor que
el calculado cuando el experimento se realiza con dados no
cargados.

También podemos calcular el valor esperado para las varia-
bles asociadas con el experimento de extraer dos medias de una
caja. Los nueve resultados o puntos muéstrales de este experi-
mento, sus probabilidades y los valores de las variables Yy Z
asociados con dichos resultados se muestran en el cuadro 7.

Tomando como base estos datos podemos escribir en forma
sucinta los valores de las variables y las probabilidades corres-
pondientes a cada uno de estos valores, sumando las proba-
bilidades de los puntos muéstrales que generan un mismo valor
para la variable aleatoria, como se muestra en el cuadro 8.
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CUADRO 7: PUNTOS MUESTRALES Y VARIABLES
ALEATORIAS DEL EXPERIMENTO DE EXTRAER DOS MEDIAS
DE UNA CAJA

Variables aleatorias

Puntos Probabilidades
muéstrales  de los puntos Nsde medias Nade pares:
negras: Y Z
Ni N2 6/66 2 1
Ni B2 12/66 1 0
Ni R2 4/66 1 0
Bi N2 12/66 1 0
Bi B2 15/66 0 1
Bi R2 6/66 0 0
Ri N2 4/66 1 0
Ri B2 6/66 0 0
Ri R2 1/66 0 1

CUADRO 8: DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA
EL NUMERO DE MEDIAS NEGRAS (Y) Y EL NUMERO DE
PARES (Z), OBTENIDAS AL EXTRAER DOS MEDIAS DE

UNA CAJA
Y: NQde Z: N9de
medias negras p(YZe) pares p(Z/e)
0 28/66 0 44/66
1 32/66 1 22/66
2 6/66
Total 1 1

Una vez que tenemos todos los valores posibles de la variable
aleatoria con sus respectivas probabilidades, podemos calcular
mas facilmente la esperanza matematica sumando los productos
de cada valor posible de dicha variable por su probabilidad de
ocurrencia. Asi:
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E(Y)=£Y p(Y/e) =0(28/66) + 1(32/66) +2 (6/66)
= 44/66 = 2/3 medias negras

E (Z) = X Zp(Z/e) = O(44/66) + 1 (22/66)
= 1/3 pares

Estos valores son idénticos a los que se obtendrian si usamos
la ecuacion (5).

4, REPRESENTACION DE LAS VARIABLES ALEATORIAS
DISCRETAS

Si un espacio muestral tiene un nimero finito de puntos mueés-
trales, entonces cualquier variable asociada con dicho espacio
muestral s6lo puede tomar un nimero finito de valores. Adicha
variable se le llama variable aleatoria discreta. Hay varias ma-
neras de representar este tipo de variables. Como ya vimos, una
deellas es asignar un valor de la variable a cada punto muestral.
Si todas las preguntas con respecto al experimento pueden ser
expresadas en términos de los valores de la variable aleatoria,
entonces la representacion del espacio muestral a través de esta
sera conveniente y suficiente. En el caso del experimento de
extraer dos medias de una caja, se definieron las variables Yy Z,
las cuales nos permiten contestar preguntas con respecto al
numero de medias negras y el nimero de pares que se obtienen.

Las representaciones alternativas disponibles de la variable
aleatoria son las distribuciones de probabilidades. En el experimen-
to de los dados, notamos que a pesar de que hay 36 puntos
muéstrales distintos, en el cuadro 6 se observa que existen
menos de 36 valores de la variable aleatoria X. Si representamos
estos valores en el eje de las abscisas y sus respectivas probabi-
lidades en el eje de las ordenadas, obtenemos un diagrama como
el del gréafico 25 para el caso de los dados no cargados. Este
diagrama es conocido como la funcion de distribucién de pro-
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habilidades de la variable aleatoria, porque muestra como se
distribuye la probabilidad total, que es igual a uno, entre los
diferentes valores posibles de la variable aleatoria. Recordemos
gue la funcién de probabilidades se calcula sumando las proba-
bilidades de los puntos muéstrales asociados con cada valor de
la variable aleatoria. Denotamos p(X = Xo/e) como la probabili-
dad de que la variable aleatoria X tome el valor XO0.

Cualquier pregunta acerca de la probabilidad de obtener un
determinado producto de los puntajes de los dados puede ser
contestada conociendo la funcién de distribucién de probabili-
dades de esta variable aleatoria. Por ejemplo, la probabilidad de
que el producto de los puntajes de los dados se encuentre entre
22 y 32, inclusive, es la suma de las alturas de los segmentos
verticales entre dichos puntos en la funcion de distribucidn de
probabilidades del grafico 25.

p(22 < X <32/¢)

p(X =24/¢e) + p(X =25/¢e) + p(X = 30/¢)
2/36 +1/36 +2/36=5/36 @)

Grafico 25: Funcion de la distribucion de probabilidades de la
variable aleatoria x, el producto de los puntajes de dos dados
no cargados

(x=V e}

Sin embargo, si queremos hacer preguntas acerca de las pro-
babilidades de obtener diferentes valores para la simia de los
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puntajes en los dados, tendremos que regresar al espacio mues-
tral original o construir una funcién de distribucidn de proba-
bilidades para esta nueva variable.

A. Distribucién de probabilidades acumuladas

La funcion de distribucion de probabilidades no es la Unica
representacion Gtil de na variable aleatoria discreta. Cualquier
variable aleatoria puede ser representada efectivamente a través
de una distribucion de probabilidades acumulada. Denotemos
con p(X < X0/e) la probabilidad de que la variable aleatoria X
tome valores menores o iguales a Xo. La funcion p(X < Xu/e) es
conocida como la distribucion de probabilidades acumuladas de la
variable aleatoria. Para una variable aleatoria discreta, la distri-
buciéon de probabilidades acumulada se relaciona a la funcién
de distribucidn de probabilidad de la siguiente manera:

p(X<Xi/e) =Xp(X =Xile) 8)

Xix,

Si X0 est4 entre dos enteros, tomamos el valor de la distri-
buciéon acumulada al valor del entero menor. Con esta defini-
cién, p(x < X0/@) es simplemente la suma de las alturas de los
segmentos de la funcion de distribucidn de probabilidades des-
de el comienzo del diagrama hasta el valor de Xo. El gréfico 26
muestra la distribucion de probabilidad acumulada para el
producto de los puntajes de dos dados no cargados calculada
usando la funcién de distribucién de probabilidades del grafico
25. La altura de cada peldafio en la distribucién de probabili-
dades acumulada es igual a la altura del segmento en los puntos
correspondientes de la funcion de distribucion de probabilida-
des p(X = XO/e).

La probabilidad de que el producto de los puntajes obtenidos
al lanzar dos dados no cargados esté entre 22 y 32, inclusive,

118 / Variables aleatorias



puede ser calculada usando la distribucion de probabilidades
acumulada del gréfico 26:

p(22 <X <32/e) = p(X <32/e)-p(X<21/e)
35/36-30/36
5/36

Grafico 26: Distribucion de probabilidades acumulada de la variable
aleatoria X, el producto de los puntajes de dos dados no cargados

(xs x0/e>

Este resultado es igual al obtenido en la ecuacion (7).

Consideremos un problema en el que sea necesario hallar la
probabilidad de que una variable aleatoria exceda un valor
dado. Denotemos p(X > XO/e) como la probabilidad de que la
variable aleatoria X sea estrictamente mayor que el nimero Xo.
La funcion p(X > AO/€) es conocida como la distribucién de
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probabilidadacumulada complementaria de X; su valor en cualquier

punto es igual a 1 menos el valor de la distribucion de probabi-
lidad acumulada en ese punto:

p(X > Xole) = 1- p(X < Xole) 9)

La distribucion de probabilidades acumuladas complemen-

taria de X calculada usando esta ecuaciéon es mostrada en el
gréfico 27.

Gréfico 27 Distribucion de probabilidades acumulada complementaria
de x, el producto de los puntajes de dos dados no cargados

{x>x0/e}

Los tres tipos de funciones de distribuciones de la variable X,

que representa el producto de los puntajes obtenidos, se mues-
tran en el cuadro 9.

12U / Variables aleatorias



CUADRO 9 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE X,
EL PRODUCTO DE LOS PUNTAIES DE DOS DADOS NO
CARGADOS

X p(X =X0/¢) p(X<X0/¢e) p(X > Xo/e)
1 1/36 1/36 35/36
2 2/36 3/36 33/36
3 2/36 5/36 31/36
4 3/36 8/36 28/36
5 2/36 10/36 26/36
6 4/36 14/36 22/36
8 2/36 16/36 20/36
9 1/36 17/36 19/36
10 2/36 19/36 17/36
12 4/36 23736 13/36
15 2/36 25/36 11/36
16 1/36 26/36 10/36
18 2/36 28/36 8/36
20 2/36 30/36 6/36
24 2/36 32/36 4/36
25 1/36 33/36 3/36
30 2/36 35/36 1/36
36 1/36 36/36 0/36
B. Varianza

Mientras que la esperanza matematica es una medida del pro-
medio o valor central de una variable aleatoria, la varianza nos
permite tener una idea de la dispersion o variabilidad de los
posibles valores de la variable aleatoria alrededor de la esperan-
za matematica. La varianza se denota como Var (X) o a2 y se
calcula usando la siguiente expresion:

var (X) = g2= X [XO E(X)]2 p(X = XDe) 00)
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Esta ecuacién muestra que la varianza es un promedio pon-
derado de los cuadrados de las desviaciones de cada valor de la
variable aleatoria con respecto al valor esperado. Las pondera-
ciones corresponden al respectivo valor de la funcién de proba-
bilidad. La raiz cuadrada positiva de la varianza es conocida
como la desviacién estandar (0). La varianza de la variable X de
nuestro experimento con los dos dados no cargados es de 79.96,
y ladesviacion estdndar 8.9. La desviacién estdndar es una mejor
medida de dispersidn, ya que estd expresada en las mismas
unidades que la variable X.

En las proximas secciones utilizaremos la media y la desvia-
cion estandar para caracterizar cierto tipo de distribuciones.

5. LADISTRIBUCION BINOMIAL

Existen muchas aplicaciones que pueden ser descritas usando
ciertas variables aleatorias discretas. En esta y en la préxima
seccion se presentan dos distribuciones que ayudan a resolver
problemas con variables aleatorias discretas: la distribucién bi-
nomial y la distribucién de Poisson.

Definamos el experimento que consiste en lanzar tres dados
no cargados y una nueva variable X que represente el nimero
de seis (6) que obtenemos en los tres dados. El arbol de proba-
bilidades que representa este experimento se muestra en el
grafico 28. Nétese que al construir el &rbol no se detallan todos
los posibles resultados que se obtienen al lanzar un dado. Estos
se han resumido en sélo dos resultados: obtener un seis (6) y no
obtener un seis (6").

Este experimento tiene ocho puntos muéstrales con sus res-
pectivas probabilidades de ocurrencia. Existen cuatro valores
diferentes de la variable X asociados a los puntos muéstrales.
Usando la distribucidon de probabilidades de X podemos con-
testar a varias preguntas con respecto al niamero de *6" que
podemos obtener en el lanzamiento de tres dados no cargados.
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En el caso de experimentos mas complejos, como podria ser
lanzar un dado siete veces, los arboles de probabilidades resul-
taran "frondosos*, complicando su construccion y utilizacion.

Lanzar un dado o una moneda muchas veces o detectar el
numero de piezas defectuosas de un cargamento pertenecen a
una clase de experimentos que poseen las siguientes caracteris-
ticas:

1. El experimento total puede ser descrito en términos de una
secuencia de n experimentos idénticos llamados pruebas.

2. Todas las pruebas tienen espacios muéstrales dicétomos idén-
ticos; 0, en otras palabras, hay dos resultados posibles en cada
prueba. Usualmente, a uno de los resultados se le llama éxito y
al otro fracaso. En nuestro experimento de lanzar el dado tene-
mos una situacion binaria: aparecera "6* (éxito) o no aparecera
"6* (fracaso).

3. Las probabilidades de los dos resultados posibles son cons-
tantes en todas las pruebas del experimento.

4. Las pruebas son independientes, es decir que el resultado
de una prueba no afecta el de ninguna otra.

Los experimentos que satisfacen las condiciones 2, 3y 4 se
dice que son generados por un proceso de Bemoulli. Si ademas se
satisface la condicion 1 (hay n pruebas), diremos que tenemos
un experimento binomial. La variable aleatoria discreta asociada
con el experimento binomial es el niamero de éxitos en las n
pruebas. Si denotamos con X el valor de esta variable aleatoria,
entonces X puede tomar los valores de 0,1,2,..., n, dependiendo
del nimero de éxitos observados en las n pruebas. La distribu-
cion de probabilidades asociadas con esta variable aleatoria es
llamada distribucién de probabilidades binomial. En los casos en los
que la distribucién binomial es aplicable se puede usar una
formula matematica para calcular la probabilidad asociada con
cualquier valor de la variable aleatoria. Mostraremos como se
puede derivar esa formula usando nuestro experimento de lan-
zar tres dados.
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Sabemos que la probabilidad de obtener un *6* en un dado no
cargado es 1/6. ;Cual es la probabilidad de obtener exactamente
dos “6" en tres dados no cargados? ;Cual es la probabilidad de
no obtener ningln "6”en tres dados? En primer lugar vemos que
nuestro experimento es binomial: a) El experimento puede ser
descrito como una secuencia de tres pruebas idénticas, una prueba
para cada uno de los tres dados no cargados; b) Dos resultados son
posibles en cada prueba (se obtiene un "6" 0 no); c) Las probabili-
dades son las mismas para todos los dados (1/6 para obtener un
"6”, y 5/6 para no obtener un y, d) El resultado de un dado es
independiente del resultado de los otros dados. Luego la variable
X, nimero de "6" obtenidos al lanzar tres dados, satisface los
requerimientos de la distribucion de probabilidades binomial.

Ahora tratemos de determinar la probabilidad de obtener
exactamente dos “6" en los tres dados no cargados. En el grafico
28 vemos que hay tres resultados posibles en los cuales ocurren
dos *6"; (6, 6, 6'), (6, 6', 6) y (6', 6, 6). Dado que las pruebas son
independientes y las probabilidades constantes, podemos desa-
rrollar una expresion para determinar la probabilidad de cada
uno de los puntos muéstralos donde existen dos éxitos en las tres
pruebas. Tomemos, por ejemplo, el punto muestral (6,6,6,
puesto que la probabilidad de éxito es (1/6) y es constante en
todas las pruebas, siendo la probabilidad de fracaso de (5/6). La
probabilidad de este punto sera:

p(6,6,6'/¢e) = (1/6) (1/6) (5/6) = (1/6)2 (5/6)1=5/216  (11)

De igual manera podemos calcular la probabilidad para los
otros dos resultados con dos éxitos: (6,6',6) y (6',6,6). Como se
aprecia en el grafico 28, estas probabilidades son iguales a la
probabilidad del punto (6,6,6'). Entonces la probabilidad de
obtener exactamente dos “6”en tres dados sera:

p(Probabilidad de obtener dos “6”=3*(1 /6)2(5/6)1=15/216
al lanzar tres dados)
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Podemos desarrollar una expresion general para determinar la
probabilidad de X éxitos en un experimento binomial con n
pruebas. Si p representa la probabilidad de éxitoy (1 - p) la
probabilidad de fracaso en una prueba, y dado un experimento
binomial con n pruebas, la probabilidad de cada punto maestral
con exactamente X éxitos esta dada por:

px (1 - p)rix (12)

El exponente de p representa el nimero de éxitos, y el expo-
nente de (1 - p) el nUmero de fracasos.

Dado que habrd mas de un resultado del experimento con X
éxitos en las n pruebas, debemos multiplicar la expresién (12)
por el nimero de puntos muéstrales que den exactamente X
éxitos en n pruebas. Este nimero puede calcularse utilizando la
formula que permite determinar el total de maneras diferentes
en que se pueden combinar n "articulos" tomados en grupos de
tamarfio X. Esta formula es:

(13)
]

Para el experimento binomial, esta formula de las combina-
ciones nos brinda el namero de resultados del experimento con
X éxitos en n pruebas.

Entonces, la probabilidad de obtener X éxitos en n pruebas en
un experimento binomial estara dada por el producto de los
términos (12) y (13). Por tanto, la formula matematica para la
funcion de distribucion binomial es la siguiente:

donde pb(x/n, p) es la probabilidad de que ocurran X éxitos en
n pruebas posibles, dada la probabilidad de éxito p.
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Para nuestro ejemplo de los tres dados no cargados, n = 3,
X =2y p =1/6. La probabilidad de obtener exactamente dos
éxitos al lanzar tres dados usando la ecuacion (14) es:

ph(x=% = 3,p= 6= "y (I/6)2(5/6) = 15/216

Este valor es idéntico al calculado utilizando el &rbol de
probabilidades.

La ecuacion (14) muestra que si un experimento posee las
cuatro propiedades binomiales, se puede calcular la probabili-
dad de cualquier nimero particular de éxitos (X) con s6lo cono-
cer el nUmero de pruebas (n) y la probabilidad de éxito en cada
prueba (p). También se pueden calcular muy facilmente las
distribuciones de probabilidades acumuladas:

pb(X <X, /n, p)- I XI("1X), P*n-p)">  05)

La distribucion de probabilidades acumuladas complemen-
taria:

ph(X >Xo/n, p) =1-pb (X < X0/n, p) (16)

Las distribuciones de probabilidades de la variable aleatoria
X, definida como el namero de “0” obtenidos al lanzar tres dados
no cargados, se muestran en el cuadro 10. Para el calculo de estas
distribuciones se usan las ecuaciones (14), (15) y (16). =

Note que los resultados presentados en el cuadro 10 para
pb(X = X0) son los mismos que los obtenidos usando el &rbol de

probabilidades del grafico 28. En general, se puede usar el arbol
de probabilidades o la funcién de probabilidades binomial,
ecuacion (14), para determinar la probabilidad de X éxitos sien-
do esta ultima maés expedita cuando el nimero de pruebas se
incrementa.
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CUADRO 10: DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES
DE X, EL NUMERO DE “6” OBTENIDOS AL LANZAR
TRES DADOS NO CARGADOS

X pb(X = Xo) pb (X<XO0) pb(X > Xo)
0 125/216 125/216 91/216
1 75/216 200/216 16/216
2 15/216 215/216 1/216
3 1/216 216/216 0

Total 1

Caracterizacion de la distribuciéon binomial

Usando la definicidon déla media o esperanza maternatica de una
variable aleatoria, tenemos:

pb=EX) =X xp(X/ej =1 xphXx) )
Sustituyendo Pb (X) por la ecuacion (14), y simplificando:
pb=np (18)
De igual manera, podemos encontrar una formula simple
para la varianza y desviacién estandar de la distribucion bino-
mial, utilizando las ecuaciones (10) y (14):

b =X (x-u)2pb(X)

= np(l-p) (19)

d =Vnp(@L- p) (20)
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Retomando nuestro ejemplo, usaremos las formulas (18) y
(20) para calcular el valor esperado y la desviacion estandar del
numero de “6“que se obtienen al lanzar tres dados no cargados:

lib=np=3(1/6)=05

Cb=Vnp (1- p) =43 (1/6) (5/6) =0.645
6. LADISTRIBUCION DE POISSON
La funcién de distribucion de Poisson fue derivada como un
caso limite de la distribuciéon binomial cuando hay un gran

nuamero de pruebas (n) y la probabilidad de éxito (p) es muy
pequefia en cada una de ellas:

Wxen
Pp (X/P) (21)
donde p es el promedio de éxitos en un intervalo
X es el nimero de éxitos
e es igual a 2.71828, base de los logaritmos

naturales

La ecuacion (14) tiende a la ecuacion (21) cuando n se aproxi-
ma a infinito y p se aproxima a cero.

Si bien la distribucion de Poisson fue originalmente derivada
de la distribuciéon binomial, posteriormente se ha convertido
en una distribucién por derecho propio. La ecuacion (21)
provee un modelo para describir el niUmero de “ocurrencias”de
un evento (éxitos) en un intervalo especifico de tiempo o
espacio. Por ejemplo, la variable aleatoria de interés podria
ser el nUmero de accidentes en la carretera Lima-Pucusana un
domingo de verano en una hora especifica; el numero de
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piezas defectuosas que produce cierta maquina en una hora; el
namero de clientes que llegan a un supermercado en una hora,
etcétera.

Los supuestos implicitos en la distribucién de Poisson son:
a) La probabilidad de ocurrencia del evento es la misma en
dos intervalos de la misma longitud de tiempo o espacio; y,
b) La ocurrencia o no ocurrencia del evento en cualquier
intervalo es independiente de su ocurrencia en cualquier otro
intervalo.

Para usar la distribucién binomial se requiere conocer tanto
el nimero de pruebas (n) como la probabilidad de éxito (p).
Existen algunos casos en los cuales se conoce lo que sucedié en
promedio en el pasado, pero no se sabe el nUmero de pruebas
y/0 la probabilidad de éxito en una prueba. Supongamos que
deseamos averiguar la probabilidad de que ocurra un namero
X de accidentes en una hora determinada en la carretera Lima-
Pucusana, un domingo de verano. Para utilizar la distribucién
binomial necesitariamos saber el nUmero de viajes (n) realizados
en dicho intervalo y la probabilidad (p) de que suceda un
accidente en cada viaje. Sin embargo, la distribucién de Poisson
s6lo requiere conocer el numero promedio de accidentes (ji)
ocurridos en una hora, para predecir la probabilidad de x acci-
dentes (x =0,1, 2,...).

Ademas, la distribucién de Poisson es un modelo util para
describir la probabilidad de eventos raros, cuando p tiende a
cero.

Caracterizacion de la distribucion de Poisson
Al igual que en la distribucion binomial, podemos derivar las
expresiones para la media y la desviacion estandar de la distri-

bucion de Poisson usando la definicion de esperanza matemati-
ca y varianza de una variable aleatoria:
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EX) =5 xPpX)
= A%
E(X) =p (22)
Var(X) = Z(x-p)2phX)
Var(X) = p (23)
y la desviacion estandar sera:
op=Vp (24)

En la distribucién de Poisson, la media y la varianza toman
el mismo valor (p).

Cuando en una distribucion de Poisson los valores de X son
muy grandes, el calculo de las probabilidades usando la formula
(21) puede tornarse muy engorroso dado que hay que evaluar

(pX) y (e~u). Para evitar hacer estos calculos se usan tablas esta-
disticas que contienen las probabilidades de la distribucion de
Poisson para diferentes valores de p y X (ver apéndice A). En
estas tablas los diferentes valores de p van en la fila superior, y
las probabilidades para cada valor de X estan en las columnas
debajo del valor correspondiente de p, p(X/p). El siguiente
ejemplo ilustra el uso de estas tablas.

Suponga que estamos interesados en la probabilidad de que
llegue un nimero determinado de personas al consultorio den-
tal de un policlinico situado en un distrito populoso de Lima,
durante un periodo de 30 minutos el sabado por la mafiana. Si
suponemos que la probabilidad de que llegue un paciente es la
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misma en dos intervalos iguales de tiempo, y que la llegada o
no de un paciente en cualquier intervalo es independiente de la
llegada o no en cualquier otro, entonces la distribucién de
Poisson es aplicable. Ademas, la informacién histérica del poli-
clinico muestra que el nimero promedio de pacientes que llegan
en 30 minutos un sdbado en la mafiana es 10. Podemos recurrir
a las tablas y encontrar la probabilidad para diferentes valores
de X, siendo p igual a 10. Asi, si el Administrador del policlinico
quiere saber cudl es la probabilidad de que lleguen exactamente
siete pacientes en 30 minutos, debemos localizar este valor en la
fila de la tabla correspondiente a x = 7, y la columna correspon-
diente a p= 10. El valor que muestra la tabla para pp (x =7/g = 10)
es 0.0901, que indica una probabilidad de 9.01 % de que lleguen
siete pacientes en 30 minutos.

La distribucidon de Poisson como una aproximacién de la
binomial

Se puede demostrar que a medida que n se hace grande y
pequefio, la distribucion binomial se aproxima a la distribucion
de Poisson con g = np. Esta es la razén por la cual esta tltima
provee una buena aproximacion de la distribucion binomial.
Una regla préactica es que la aproximacion de Poisson serd buena
siempre que p <0.05 y n > 20. Puesto que los calculos que se
requieren para determinar los valores de la distribucion de
Poisson son mas sencillos que los requeridos para la distribucion
binomial, esta aproximacién se usa con frecuencia.

Para ilustrar el uso de la distribucién de Poisson como apro-
ximacién de la binomial, consideremos el caso de una maquina
gue produce piezas con un promedio de 1% de piezas defectuo-
sas. El Supervisor de la planta esta interesado en saber la proba-
bilidad de que ninguna pieza sea defectuosa en una muestra de
20. Usando la distribucion binomial, encontramos que:

p(x =0/n =20, p=0.01) =0.8179.
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Para poder usar la distribucién de Poisson establecemos que:

g=np=(20) (.01)=0.2
Xx=0

Las tablas de Poisson muestran que:
p(x =o/n =0.2) =0.8187

Vemos que la diferencia entre las probabilidades calculadas
con la distribucion binomial y Poisson es minima. Para valores
mayores de n'y menores de p la aproximacion sera mas exacta.

7. VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS:
LA DISTRIBUCION NORMAL

Consideremos las siguientes variables aleatorias: el peso del
arroz contenido en una bolsa de “dos kilos', la temperatura en
cierto momento del dia, el tiempo de vuelo de un avion entre
Lima y Arequipa, la vida util de un foco eléctrico de 50 watts.
Los valores que pueden tomar estas variables no estan circuns-
critos a un ndmero finito de posibilidades, sino que pueden
variar en forma continua en un intervalo dado. Estas variables
se denominan variables aleatorias continuas.

Para entender mejor la naturaleza de las variables aleatorias
continuas, consideremos el ejemplo de las bolsas de arroz de
“dos kilos” Por muy calibrada que se encuentre la maquina
e.mbolsadora de arroz, es dificil que cada bolsa pese exactamente
dos kilos. Existiran un namero infinito de valores alrededor de
los dos kilos que representan el peso verdadero de dichas bolsas.
Es imposible listar cada uno de los pesos exactos de arroz en
cada bolsa que constituyen los valores de esta variable aleatoria,
e identificar la probabilidad asociada con ellos. De hecho, para
las variables aleatorias continuas necesitamos introducir un
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nuevo método para calcular las probabilidades asociadas con
los valores posibles de la variable aleatoria.

En esta seccion s6lo se presentard la distribucion de probabili-
dades mas importante para describir una variable aleatoria
continua conocida como la distribucidn de probabilidades normal.
La distribucion normal tiene muchos usos en el anélisis estadis-
tico, ya que puede describir una serie de situaciones practicas
como las mencionadas anteriormente. Ademas, la distribucion
normal es la base de la estadistica inferencial y del analisis de
regresion, como se vera en los capitulos siguientes. La funcién
que describe la distribucion de probabilidades normal es cono-
cida como funcién de densidad, y tiene una forma muy similar a
la de una campana, como se muestra en el grafico 29.

GréJico\.29: Funcion de densidad de una distribucion normal con
media \i
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La expresion matematica que describe la curva en forma de
campana de la funcién de densidad normal es la siguiente:

crlin: (25)
donde p es la media o valor esperado de la variable
aleatoria X
es la varianza de la variable aleatoria X
o es la desviacion estandar

es igual a 3.1416
e es igual a 2.7183

En la representacion gréafica de la funcion de densidad, f(x)
muestra la altura o valor de la funcion para cada valor particular
de X. Una vez que se ha calculado la media (g) y la varianza

(0 ), la ecuacion (25) puede usarse para graficar la distribucion
normal correspondiente. Si tenemos dos distribuciones norma-
les con igual media pero con diferentes desviaciones estandar,
la curva que representa a la distribucidon con mayor desviacion
estdndar serd més “achatada”, es decir, los valores de la variable no
estaran tan concentrados alrededor de la media (ver gréafico 30).
A diferencia de la distribucion de probabilidades de una
variable aleatoria discreta, la funcion de densidad representa la
altura de la funcion en el valor particular de Xy no su probabi-
lidad de ocurrencia. Recordemos que para cada valor de una
variable aleatoria discreta, la distribucion de probabilidades nos
sefiala la probabilidad de que X tenga exactamente ese valor. Sin
embargo, dado que la variable aleatoria continua tiene un nimero
infinito de posibles valores, ya no podemos tratar de identificar la
probabilidad para cada valor especifico de X. Méas bien debemos
considerar la probabilidad sélo en términos de la posibilidad de
que la variable aleatoria continua tome un valor en un intervalo
especifico. Esto esta dado por el area bajo la curva normal f(x).
Una vez que f(x) ha sido identificada para una variable aleatoria
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continua, entonces la probabilidad de que X se encuentre entre
un valorea”y otro mayor ‘“b" puede ser determinada calculando
el area bajo la curva de f(x) en el intervalo entre “a* y ‘b \

Gréfifo 30: Funciones de densidad de do? distribuciones normales
con desviaciones estandar o0,, > o2y con la misma media fa

Debemos notar que el &rea total bajo la curva f(x) es igual a 1,
para cualquier variable aleatoria continua. Esta propiedad es
anéloga a la condicion de que la suma de las probabilidades de
unadistribucion de probabilidades discreta debe serigual a uno.
Para una distribucion de probabilidad continua también se re-
quiere que f(x) > O para todos los valores de X, para cumplir con
el primer axioma de la teoria de probabilidades.

Al igual que con las variables aleatorias discretas, las conti-
nuas pueden también caracterizarse a través de su valor espera-
do E(x) y su varianza Var(x). El calculo de estos parametros
requiere del calculo integral:
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E (x) | x f(x) dx

Var(x) J [x - E(X)]2f(x) dx

En el caso de la distribucién normal, la funcién de densidad
depende de la media (pi) y de la desviacion estandar (a). Para
encontrarla solucion de problemas que involucran variables con
una distribucidon normal, no tenemos que usar necesariamente
la funcién de densidad especificada por la ecuacion (25). Podre-
mos recurrir a tablas estadisticas que proporcionan valores de
probabilidades o areas bajo la curva f(x), para una distribucion
normal estandarizada.

A. La distribuciéon normal estandarizada

Una variable aleatoria que tiene una distribucién normal con
una media igual a cero y una desviacién estandar igual a uno,
se dice que tiene una distribucién normal estandarizada. Se usa
la letra V para denotar a esta variable normal especifica. Su
grafico tiene la misma forma que otras distribuciones normales,
con las propiedades especiales de p= 0y a = 1 (ver grafico 31).
Tomando como base estos parametros se han calculado y tabu-
lado las probabilidades para la distribucién normal estandari-
zada. Esta tabla se presenta en el apéndice B, y nos permite
determinar la probabilidad de que el valor de la variable normal
estandarizada se encuentre en un intervalo especifico, entre la
media (z = 0) y cualquier valor positivo de z; es decir, nos
permite establecer el area bajo la curva normal en dicho interva-
lo. En términos de la distribucion de probabilidades acumulada,
diremos que esta tabla nos da los valores de la probabilidad:

p(() < z < zo)

para valores no negativos de z.
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Gréafico 31: Funcion de densidad de la distribuciéon normal
estandarizada, z

La tabla de la distribucién normal estandarizada presenta los
valores de z con una aproximacién a décimos en la primera colum-
na de la izquierda. El segundo decimal de z aparece en la fila
superior. Porejemplo, para z = 1.25 encontraremos 1.2 en la colum-
na de la izquierda y 0.05 en la fila superior. Luego, el valor del &rea
debajo de la curva entre la media (z = 0.00) y z = 1.25 sera 0.3944.
En términos de la distribucion de probabilidades acumulada,
tenemos:

p(0 < z< 1.25) =0.3944

Tomemos otro ejemplo: El area o probabilidad de que z esté
en el intervalo de z =0.00 a z = 1.50 esta dada por:

p(0< z< 1.50) = 0.4332

Los valores para la distribucién de probabilidades acumula-
das para valores negativos de z pueden determinarse dado que
la funcion de densidad de la distribucién normal es simétrica
alrededor de su media. Como se ilustra en el grafico 32, el area
bajo la curva a la izquierda de - Zo es la misma que el area bajo
la curva a la derecha de Zo, es decir:

p(z <-zo) = p(z > zo)
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Grafico 32: Funcién de densidad de la distribucién normal
estandarizada, zp (z" -z0)=p (z 5.20)

Por otro lado, sabemos que el area bajo la curva a la derecha
de la media es 0.5; entonces:

p(z <-z0)=p(z>20)=05-p(0 < z< z0)

y el valor de p(0 < z < zo) estda dado en la tabla del apéndice B.
Por ejemplo, si deseamos saber la probabilidad de que z sea
menor o igual a -1.5:

p(z< -1.5) =0.5-p(0< z < 15) = 0.5 - 0.4332 = 0.0668

De igual manera podemos calcular las probabilidades para
otros intervalos de z. Por ejemplo, si deseamos la probabilidad
de que zesté entre-1.5y 1.25, es decir p(-1 .5< z < 1.25), podemos
calcularla de la siguiente manera:

p(-1.5<z< 1.25) = p(-1.5<z<0)+p(0< z<1.25)
p(0<z<15)+ p(0< z<1.25)
0.4332 +0.3944
0.0876
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B. Calculo de probabilidades para cualquier distribucién
normal

Cualquier distribucién normal puede ser convertida a la distri-
bucién normal estandarizada para facilitar el calculo de sus
probabilidades. La transformacion de una variable aleatoria
normal, X, con media p y desviacion estandar o, a la variable
normal estandarizada, z, se efectla de la siguiente manera:

Entonces z mide la desviacion de X respecto de la media, p,
en unidades de desviacién estandar.

Con esta transformacion, la funcion de densidad de la ecua-
cion (25) se convierte en:

fz)=Mrc e 12Z, con i*z=0Q=1

Para ilustrar la conversién de una variable aleatoria normal,
X, a una variable normal estandarizada, z, consideremos el
siguiente ejemplo: Un taladro debe hacer orificios de 1 pulgada
de didmetro en placas de hierro. La maquina se ajusta de modo
gue haga una perforacion de 1.02 pulgadas de didmetro con el
fin de asegurar que el orificio no tenga menos de 1 pulgada de
diametro. Si la desviacion estandar del diametro de los orificios
hechos con esta maquina es 0.01, y se supone que los diametros
de las perforaciones se distribuyen normalmente, ;cual es el
porcentaje de orificios que tendran menos de 1 pulgada de
diametro?

Tenemos una variable aleatoria con una distribucién normal
conp =1.02ya =0.01. Esta distribucién se muestra en el gréfico
33. Note que aparte de los valores de la variable aleatoria X,
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hemos incluido un segundo eje horizontal (z) para mostrar que
para cada valor de X hay un valor correspondiente de z. Asi,
cuando x = 1.02 el valor correspondiente de z es:

_ Xx-u 1.02- 1.02: i
0] 0.01

De manera similar, para X = 1.00 tenemos:

Xx-4y 1.00- 1.02

% oL ¢

¢Cual es, entonces, el porcentaje de orificios que tendran
menos de 1 pulgada de diametro? Es decir:

px<l)="2?

No tenemos tablas que nos den esta probabilidad directamen-
te. Sin embargo, notemos que en el grafico 33 el area bajo la curva
para X < 1es la misma que el area bajo la curva para z < -2.

px<1)=p(z<-2

Usando la tabla de la distribucién normal estandarizada,
encontramos que el area o probabilidad de que z sea menor que
-2 €s:

05-p(0< z<2)
0.5-0.4772 - 0.0228

P(z<-2)=p(z>2)

Concluimos que el 2.28% de los orificios que perfora la ma-
guina tendra un diametro menor que 1 pulgada.

El procedimiento descrito se aplica para cualquier problema
gue involucra variables aleatorias con una distribuciéon normal.
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Es decir, para cada valor de X hay un valor correspondiente a z
dado por la ecuacién (26). Para encontrar la probabilidad de que
X esté en un intervalo especifico, simplemente transformamos
el intervalo X a su correspondiente intervalo z, y lo buscamos
en las tablas de probabilidades de la distribucién normal
estandarizada.

Grafico 33: Funcion de densidad de la distribucion normal con
media 1.02, desviacion estandar 0.01, y su conversion ala
variable normal estandarizada, z

# Ejercicios

1 Un nuevo tratamiento para la inflamacion muscular conocida
como el “codo del tenista” ha sido desarrollado y esté& siendo probado
con tres tenistas del Club Lawn Tenis que sufren de este mal. Los
resultados del experimento son tres: el paciente no mejora, mejora
moderadamente o mejora considerablemente.

a. Represente los resultados del experimento usando un arbol de
eventos.

b. Defina una variable aleatoria que represente el nUmero de pacientes
gue no mejoran. Establezca el valor que la variable aleatoria tendra para
cada uno de los resultados del experimento.
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2. Basado en informacion generada por tratamientos similares al
presentado en el problema anterior, el doctor Grafa, tenista empeder-
nido, considera que existe una probabilidad del 0.30 de que un paciente
no mejore, y que soloexiste una probabilidad del 0.20 de que tenga una
mejora significativa, cuando se le aplica el nuevo tratamiento.

a. Establezca las distribuciones de probabilidades para la variable
definida en la parte (b) del problema anterior.

b. Dibuje los diagramas para las distribuciones establecidas.

c. ¢Cudl es la probabilidad de que ninguno de los tres pacientes tratados
mejoren?

d. ¢(Cudl es la probabilidad de que por lo menos uno tenga alguna
mejoria?

3. Anibal Pérez, un corredor de bienes raices, pone un anuncio en el
periodico EI Comercio que describe un departamento que esta tratando
de vender. De su experiencia pasada, él tiene los siguientes datos acerca
de las llamadas telefénicas recibidas en respuesta a anuncios similares
en el periddico:

NUmero de Probabilidad de este Probabilidad de una
llamadas numero de llamadas venta, dado este
ndmero de llamadas

6 6 mas 0.04 0.95
5 0.12 0.80
4 0.16 0.70
3 0.18 0.50
2 0.27 0.20
1 0.19 0.05
Ninguna 0.04 0.00

a. (Cual es el nUmero esperado de llamadas?
b. (Cual es la varianza en el nimero de llamadas?
c. ¢(Cual es la probabilidad de que Anibal venda esta propiedad median-
te este anuncio?
d. Si Anibal vende la propiedad, ;cual es la probabilidad de que tuviera
dos llamadas?

4. Debido a que no se conoce la estructura geoldgica de una cierta
montafa, el costo de construir un tanel para una carretera es una
variable aleatoria descrita de la siguiente manera:
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Costo, X Probabilidad de que

(US$) el costo sea X
80 mili. 0.2
100 mili. 0.4
120 mili. 0.3
140 mili. 01

a. ¢Cual es el valor esperado del costo del tinel?
b. ¢(Qué oferta debe presentarse si el contratista desea estar 90% seguro
de que el costo no excedera el ingreso?

5. Existen dos analgésicos en el mercado: “Asperum” y “Alivio”.
Ambos fabricantes aseguran en sus campafias de publicidad que elimi-
nan el dolor de cabeza mas rapidamente que el producto de la compe-
tencia. Una agencia independiente de estudios de mercado ha
recolectado la siguiente informacion:

Minutos transcurridos Porcentaje de dolores de
después de tomar el cabeza eliminados usando:
analgésico “Asperum” «Alivio”
10 0.60 0
15 0 0.10
20 0 0.75
25 0 0.15
30 0 0
35 0.40 0

a. ¢Cuales son las medias y varianzas del tiempo transcurrido para
eliminar el dolor de cabeza usando *Asperum" y “Alivio™?

b. ¢ Qué analgésico tiene una probabilidad mayor de aliviar un dolor de
cabeza en el lapso de 10 minutos?

c. ¢Qué analgésico tiene una probabilidad mayor de aliviar un dolor de
cabeza en el lapso de 20 minutos?

6. La demanda mensual de uno de los productos de DetuPeru varia

grandemente de un mes a otro. Con base en la informacion de los

144 / Variables aleatorias



Gltimos 24 meses, se logré estimar la distribucion de probabilidades
para la demanda mensual del producto bajo estudio.

Demanda (unidades) 20,000 30,000 40,000 50,000
Probabilidad 0.25 0.35 0.30 0.10

a. Silacompaniia establece su programa de producciéon tomando como
base el valor esperado de la demanda mensual, ¢cual deberia ser el
programa mensual de produccién para este producto?

12. Suponga que cada unidad vendida produce un ingreso de $8 y que
su costo es de $6. ;Cuanto ganard o perderd DetuPerd en un mes si su
programa de produccién se basa en su respuesta en (a) y la demanda
fuera de 20,000 unidades?

7. Un proceso industrial produce ciertas piezas que son clasificadas
bien como aceptables, bien como defectuosas. Si la probabilidad de que
el proceso produzca una pieza defectuosa es 0.10:

a. ¢Cuantas piezas defectuosas esperaria encontrar en un lote de 500
piezas?
b. ¢(Cual es la varianza del nUmero de partes defectuosas en el lote?

8. Los registros de mantenimiento revelan que solamente una de
cada cien computadoras personales (PC) de cierta marca requieren una
reparacion durante el primer afio de uso. EI Administrador de la
Universidad del Pacifico ordend la compra de diez PC de esta marca.
a. Encuentre la probabilidad de que ninguna de las diez PC requieran
una reparacion durante el primer afio de uso.

b. Encuentre la probabilidad de que dos PC requieran una reparacion
durante el primer afio de uso.
¢. Encuentre el niumero esperado de PC que requieran una reparacion
durante el primer afio de uso.

d. Encuéntrela varianza.
9. Un vendedora domicilio visita a ocho clientes potenciales al dia.

De experiencias pasadas se sabe que la probabilidad de que un cliente
potencial efectlie una compra es de 0.10.

a. ¢Cual es la probabilidad de que un vendedor realice dos ventas en
un dia?

b. ¢(Cual es la probabilidad de que realice al menos tres ventas en un
dia?

c. (Qué porcentaje de dias el vendedor no realiza ninguna venta?

d. ¢Cual es el nimero esperado de ventas al dia? En un periodo de cinco
dias, ;cuantas ventas se espera realizar?
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10. En una universidad de la capital se ha encontrado que el 20% de
los estudiantes se retiran del curso de Analisis Estadistico. En este
semestre se han matriculado 20 estudiantes.

a. (Cual es la probabilidad de que dos o menos estudiantes se retiren?
b. ¢(Cudl es la probabilidad de que se retiren exactamente cuatro?

c. ¢(Cual es la probabilidad de que se retiren mas de tres?

d. ;Cual es el nUmero esperado de retiros?

11. Una compafiia estima que la probabilidad de tener problemas
disciplinarios con sus empleados en un dia particular es de 0.08.

a. ¢(Cudl es la probabilidad de que la compafiia tenga una semana sin
problemas disciplinarios?

b. (Cudl es la probabilidad de que tenga exactamente dos dias con
problemas disciplinarios en dos semanas de trabajo?

c. ¢(Cual esla probabilidad deque al menos tenga dos dias sin problemas
disciplinarios en cuatro semanas de trabajo?

12. La pizzeria “La Romana”es una pizzeria muy exclusiva que solo
atiende a diez parejas por noche. “La Romana” es muy famosa por su
“Pizza Romana para dos”, cuya masa debe ser preparada el dia anterior.
La probabilidad de que una pareja cualquiera ordene una “Pizza Ro-
mana” es 0.40, y cada pareja ordena independientemente de otras
parejas.

a. ¢(Cuédl es el niUmero esperado de “Pizzas Romanas para dos” que se
sirven por noche? ;Cual es la varianza?

b. ¢(Cuantas “Pizzas Romanas” deben prepararse si se quiere que la
probabilidad de no tener “Pizzas Romanas” suficientes para todos los
clientes que la deseen no sea mayor que 0.10?

13. De 800 familias con cuatro hijos cada una, ;qué porcentaje se
espera que tengan:
a. 2 nifos y 2 nifas?
b. al menos un nifio?
. ninguna nifia?

d. alo méas 2 nifias?

Suponga que la probabilidad de nacimiento de un nifio es la misma
que la de una nifa.

14. Si el 30% de los estudiantes de la Escuela de Postgrado tiene
vision defectuosa, ;cual es la probabilidad de que por lo menos la mitad
de los miembros de una clase de veinte estudiantes posea vision defec-
tuosa? Utilizar la aproximacion de la distribucién de Poisson.

15. Durante las horas de mayor trafico en Lima Metropolitana,
ocurren en promedio dos accidentes por hora. En las mafianas el
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periodo de mayor trafico dura 1 hora y 30 minutos, mientras que en la
tarde tiene una duracion de 2 horas.

a. En un dia en particular, ¢cual es la probabilidad de que no haya
ningun accidente en el periodo “pico” de la mafiana?

b. ¢(Cual es la probabilidad de que sucedan dos accidentes durante el
periodo “pico” de la tarde?

¢. ¢Cual es la probabilidad de que ocurran tres o0 mas accidentes en el
periodo “pico’ de la mafiana?

16. En el periodo de matricula de la Escuela de Postgrado de la
Universidad del Pacifico, los estudiantes consultan a los profesores
acerca de la eleccién de cursos a tomar. Un profesor se dio cuenta de
gue en este periodo un promedio de diez estudiantes por hora se
acercaban a consultarle; sin embargo, el nimero exacto de estudiantes
que le consultaban era aleatorio. Use la distribucidon de Poisson para
contestar a las siguientes preguntas:

a. (Cuales la probabilidad de que exactamente diez estudiantes consul-
ten a este profesor en una hora del periodo de matricula?

b. (Cual es la probabilidad de que tres estudiantes consulten a este
profesor en un lapso de media hora?

17. Un nuevo proceso de produccién automético ha experimentado
un promedio de 2.5 interrupciones por dia. Debido a los costos asocia-
dos aunainterrupcion, el Administradoresta preocupadocon respecto
a la posibilidad de tener dos o mas interrupciones durante un dia
especifico. Suponga que el nimero de interrupciones por dia sigue una
distribucion de Poisson. ¢(Cudl es la posibilidad de tener dos o mas
interrupciones?

18. Las llegadas de los clientes a la tienda Wong de San Isidro siguen
una distribucion de Poisson. Suponga que la llegada promedio de
clientes es de tres por minuto.

a. ¢Cual es la probabilidad de que lleguen exactamente tres clientes en
un minuto?

b. ¢(Cual es la probabilidad de que lleguen al menos tres clientes en un
minuto?

19. Una compafiia produce focos de luz cuyo tiempo de vida sigue
una distribucién normal con una media de 1,200 horas y una desviacion
estandar de 250 horas. Un foco se selecciona aleatoriamente de la
produccién de la compafiia:

a. Encuentre la probabilidad de que dure menos de 1,500 horas.

b. Encuentre la probabilidad de que el foco seleccionado dure al menos
1,000 horas.

c. Encuentre la probabilidad de que dure entre 1,000 y 1,400 horas.
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d. Sin hacer los calculos necesarios, determine en cual de los siguientes
rangos es mas probable que se encuentre su duracion:

(i) 1,000 -1,200 horas
(i) 1,100 -1,300 horas
(iii) 1,200 -1,400 horas
(iv) 1,300 -1,500 horas

¢ Por qué?

20. La hora en la cual el cartero acostumbra repartir el correo en la
Universidad del Pacifico sigue una distribucién normal. La hora pro-
medio de reparto es a las 10:00 a.m., con una desviacién estandar de 15
minutos.

a. ;Cual es la probabilidad de que la correspondencia llegue después
de las 10:30 a.m ?

b. ¢Cudl es la probabilidad de que la correspondencia llegue antes de
las 0:36 a.m.?

c. (Cual es la probabilidad de que la correspondencia llegue entre las
0:48 y las 10:00 a.m.?

21. Considere la variable X como el tiempo entre llegadas de pacien-
tes a un hospital. Esta variable tiene una media de 20 minutos y una
desviacion estandar de 8 minutos. Suponga que X se distribuye normal-
mente y encuentre lo siguiente:

a. La probabilidad de que X sea mayor que 2/3 de hora.
b. Las posibilidades son de 2 contra 1 de que X caerd dentro de un
intervalo simétrico alrededor de la media. Encuentre el intervalo.

Considere ahora la media de una muestra aleatoria de 81 llegadas
(X). Hallar:

c. E(X)yox.
d. p(X< 22.00).
e. Un numero Ktal que p(20.00 - K< X < 2(100 + K) = 0>17.

22. El banco ‘Crédito Popular” esta revisando sus cobros por servi-
cios y su politica de pago de intereses en las cuentas corrientes. El banco
ha encontrado que el balance promedio diario en las cuentas personales
es de $55, con una desviacién estdndar de 15. Ademas, se encontr6 que
los balances promedio diarios se distribuyen normalmente.

a. (Qué porcentaje de las cuentas corrientes de los clientes tienen
balances promedio diarios mayores de $ 8fP

b. (Qué porcentaje de los clientes del banco tienen balances promedio
diarios menores de $ 20?
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c. El banco esta considerando pagar intereses a clientes que tengan
balances promedio diarios mayores que cierta cantidad. Si el banco no
quiere pagar intereses a mas del 15% de sus clientes, ;cual es el monto
minimo del balance promedio diario al cual esta dispuesto a pagar
intereses?

23. Servicios de Consultoria de Inversiones (SCI) nos aconseja com-
prar acciones de la Cadena de Tiendas Montebello, que se estan ven-
diendo a $ 18 por accion. SCI estima que en un afio el precio de una
accion de Montebello estara a un precio x, donde x tiene una distribu-
cion normal con una media de 20 y una varianza de 4. Usando esta
informacion, encuentre la siguientes probabilidades sobre el valor de
las acciones dentro de un afio:

a. La probabilidad de que las acciones se vendan a $ 20.

b. La probabilidad de que las acciones se vendan a mas de $ 20.

c. La probabilidad de que las acciones se vendan a menos de $ 22.
d. El valor esperado de ganancia por accion.

e. La probabilidad de que las acciones se vendan a menos de $ 18.

24. Suponga que las calificaciones de los examenes de admision a la
Universidad de Ingenieria se distribuyen normalmente, con una media
de 450 (sobre un maximo de 1,000), y una desviacién estandar de 100.
a. (Qué porcentaje de los postulantes que rindi6 el examen obtuvo una
calificacion entre 400 y 500?

b. Suponga que Juan Pérez obtuvo una nota de 630. ;Qué porcentaje de
postulantes obtuvo ur.a mejor nota que Juan? ;Qué porcentaje obtuvo
una nota peor?

c. Si lafacultad de Ingenieria Electronica no acepta postulantes con una
calificacion menor que 480, ;qué porcentaje de los postulantes que
rindieron el examen serian aceptados por esta facultad?

25. Un taller de mecanica automotriz ha encontrado que el tiempo
promedio que se requiere para reparar un automovil es una variable
aleatoria que se distribuye normalmente con una media de 50 minutos
y una desviacidn estandar de 15 minutos.

a. De un total de 360 automoviles, ;cuantas reparaciones se espera que
demoraran menos de una hora?

b. De un total de 400 automoviles, ;cuantas reparaciones se espera que
demoren entre 40 y 65 minutos?

c. ¢El 30% de los automoviles tomaran menos de cuantos minutos para
ser reparados?

26. La discoteca “Pura Chicha”tiene dos tiendas. Las ventas de cada
tienda siguen una distribucién normal. La tienda 1 tiene |i=$ 2,000 por
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diay =% 200 por dia, y la tienda 2 tiene o= $ 1,900 por dia y p = $ 400
por dia.

a. ;Qué tienda tiene el promedio de ventas mas alto?

b. ¢Cual es la probabilidad de que las ventas diarias sean mayores que
$ 2,200 para la tienda 1? ;Para la tienda 2?

c. ¢Hay alguna contradiccion entre las respuestas a las preguntas (a) y
(b)? Explique.

27. Chocolates “Primavera” vende una caja de chocolates de dos
kilos. Debido a las imperfecciones en el equipo que fabrica los chocola-
tes, el peso real de la caja de chocolates tiene una distribuciéon normal,
con un promedio de dos kilos y una desviacién estandar de 200 gramos.

a. ¢Cual es la probabilidad de que una caja de chocolates pese mas de
2 kilos 300 gramos?

b. Lasregulaciones municipales requieren que al menos el 80% de todos
los productos vendidos tenga el peso establecido. ;(Esta “Chocolates
Primavera”violando estas regulaciones?

c. (Cuél es la probabilidad de que una caja de chocolates pese menos
de 1 kilo 800 gramos?
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IV. Muestren y estimacion

2. Objetivos del mv.estreo. 2. Disefios muéstrales. 3. Distribuciones
muéstrales de los estadigrafos. 4. Estimacion de pardmetros. 5. Inter-
valos de confianza usando la distribucién. 6. Tamafio muestral.

En el capitulo | se discutieron las técnicas estadisticas que per-
miten la presentacion y el resumen de los datos referidos a una
poblacién. Vimos como estas técnicas facilitan la descripcion de
las caracteristicas de la poblacion con algunas medidas compac-
tas. En los capitulos Il y Il aprendimos la teoria de proba-
bilidades y algunas variables aleatorias importantes. Ahora po-
demos combinar nuestro conocimiento sobre el manejo de infor-
macion con la teoria de probabilidades para poder derivar
inferencias sobre la poblacidn entera en la cual tenemos interés,
tomando como base informacién parcial.

En muchos casos es imposible o innecesario tener informa-
cién de la poblacion completa. Por ejemplo, si queremos deter-
minar la vida atil media de las llantas de una marca deter-
minada, no seria practico analizar todas y cada una de las llantas
producidas. Dicha medida podria estimarse usando tal vez unas
cien llantas. Otro ejemplo muy familiar es el uso de las encuestas
para predecir el resultado de elecciones democraticas. Para
lograr esto se toma un subconjunto del electorado total y con
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base en sus opiniones y preferencias se infiere el comportamien-
to de toda la poblacion.

Este capitulo pretende explicar en términos generales los
principios basicos de la teoria de muestreo. En laprimera secciéon
se describen los objetivos del muestreo, y en la segunda se
discuten los procedimientos probabilisticos y no probabilisticos
del disefio muestral. En la seccion sobre distribuciones muéstra-
les se formulan los resultados del teorema del limite central, que
permiten establecer las distribuciones muéstrales de los estadi-
grafos: media y proporcién. En la seccion 4 se presenta la esti-
macion de los parametros de la poblacion sobre la base de los
estadigrafos calculados de los datos muéstrales. Luego se pre-
senta el concepto fundamental de intervalo de confianza, y
finalmente se discuten las consideraciones que deben tenerse en
cuenta para determinar el tamafio muestral 6ptimo.

1. OBJETIVOS DEL MUESTREO

En muchos problemas, los datos de s6lo una parte de la pobla-
cion pueden dar la informacién necesaria para tomar una deci-
sidn o probar una hipoétesis referente a toda la poblacion. La
parte se llama muestra, y el todo se llama poblacién o universo. El
objetivo del muestreo es seleccionar una muestra que sea repre-
sentativa de la poblacién. La determinacion del tamafio correcto
de la muestra, del método adecuado de seleccidon de tal manera
gue la muestra represente a la poblacion y la estimacion de las
caracteristicas de la poblaciéon tomando como base la muestra
son los temas de este capitulo.

Una caracteristica especial de la poblacién se denomina un
parametro-, su contraparte en la muestra se llama unestadigrafo o
estadistico. Luego, el objetivo principal del muestreo es inferir
acerca del parametro, que es desconocido, basdndose en el esta-
digrafo, que puede ser medido de la informacion muestral. Si
denotamos una muestra variable de interés por la letra X, enton-
ces las observaciones individuales seran Xi, Xz, X?, ..., Xn. El

152 / Muestreo y estimacion



tamafio de la poblacion se representa por N, mientras que el
tamafio muestral por n. En términos de notacién, vamos a usar
letras griegas para denotar parametros y letras latinas para los
estadigrafos:

Caracteristicas Pardmetro Estadigrafo o
estadistico
Media p X
Proporcion 7 P
Desviacién estandar a S

En resumen, vamos a tomar una muestra y a usar las leyes de
probabilidades para lograr un estimado de los parametros de la
poblacion total. Pero la pregunta clave es: ;no seria mejor estu-
diar a la poblacién total? Podemos sefialar tres ventajas de usar
una muestra para informarse respecto a una poblacién, aun
cuando sea posible tomar el censo completo de la poblacion. En
primer lugar, el tiempoy el costo son las razones mas importantes
para el muestreo; si la muestra esta bien seleccionada puede
proporcionar informacién a tiempo, con una exactitud notable
y a bajo costo si se compara con el costo de tomar un censo
completo. En segundo lugar, en algunos procesos de muestreo,
como en las pruebas industriales, los objetos de la muestra se
destruyen durante el proceso de prueba; entonces, no podria
hacerse un censo completo. Por altimo, otra razén para preferir
el muestreo es la mayor exactitud que se puede lograr en la
medicion de los datos. Un censo completo puede contener nu-
merosos errores de medicion debido a que requiere de una gran
cantidad de entrevistadores que podrian no estar adecuada-
mente capacitados para recolectar la informacion.

2. DISENOS MUESTRALES

Dado que la muestra es una parte de la poblacién que servira
para estimar sus caracteristicas, el disefio del procedimiento de
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seleccién de los elementos de la muestra es de vital importancia
Buscamos que la muestra represente realmente a la poblador
que deseamos estudiar. Existen diversos disefios y técnicas de
muestreo para lograr una buena representatividad, y su selec-
cion dependera del tipo de problema que se esté analizando.
Los diferentes disefios muéstrales pueden agruparse en dos
grandes categorias: probabilisticos y no probabilisticos. Dire-
mos que una muestra es probabilistica o aleatoria si cada elemento
de la poblacién tiene alguna probabilidad de ser elegido en la
muestra, probabilidad que debe ser conocida por el investiga-
dor. Por otro lado, una muestra no probabilistica es aquella en la
cual algunos elementos de la poblacion no tienen posibilidades
de ser seleccionados, o si la probabilidad de elegir un elemento
cualquiera no es conocida o no puede determinarse de antemano.

A. Muestras probabilisticas o aleatorias

Dado que en el disefio de las muestras probabilisticas se conoce
la probabilidad de seleccionar cada elemento de la poblacién,
entonces el investigador podra utilizar los diferentes resultados
de la teoria de probabilidades para evaluar la confiabilidad de
las conclusiones que se obtengan a partir de estas muestras. Por
esta razon, las muestras probabilisticas pueden ser objeto de
andlisis y tratamiento estadistico. En este capitulo estudiaremos
en detalle el tipo mas comUn de muestras probabilisticas: la
muestra probabilistica simple. Ademas, en el resto de esta sec-
cién mencionaremos los otros tipos de muestras.

a. Muestra aleatoria simple
En la seleccidon de una muestra aleatoria simple, cada elemento
de la poblacién tiene la misma probabilidad de ser incluido en

dicha muestra. El disefio de una muestra aleatoriasimple impli-
ca tres pasos fundamentales. En primer lugar, es necesario defi-
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nir claramente la poblacién que serad estudiada, y para ello
debemos disponer de una lista de todos los elementos de la
poblacion. Esta lista se denomina marco poblacional o referencial.
Por ejemplo, si deseamos estudiar las caracteristicas socioecono-
micas de los estudiantes de la Universidad del Pacifico, debemos
definir si el marco poblacional incluira a los estudiantes de
pregrado, a los de postgrado, o a ambos. El marco poblacional
debe contener cada unidad elemental de la poblacién y excluir
los duplicados. En segundo lugar, debemos definir la unidad
elemental de maestreo; en el ejemplo anterior, la unidad elemental
es el estudiante individual. Y finalmente, debemos establecer el
método de seleccion de los elementos que serdn incluidos en la
muestra. En nuestro ejemplo de los estudiantes de la Universi-
dad del Pacifico, podriamos obtener una muestra tomando co-
mo base a todos los estudiantes que se encuentren en la biblio-
teca el martes a las 8 de la noche. Este procedimiento no selec-
ciona una muestra aleatoria simple, pues no todos los estudian-
tes tendran la misma probabilidad de ser elegidos.

Si limitamos nuestro interés a los estudiantes de postgrado
de la Universidad del Pacifico, podemos usar la lista de los
registros déla Escuela de Postgrado para definir el marco pobla-
cional. Este consistir4 de la informacién relacionada a los 271
estudiantes matriculados. Una muestra aleatoria simple puede
obtenerse escribiendo el nombre de cada estudiante en un peda-
zo de papel, introduciéndolos en una caja y extrayendo unos
cuantos al azar. Este proceso tan elemental se toma engorroso
cuando el tamafio poblacional es grande, resultando mas con-
veniente el uso de tablas de nameros aleatorios que han sido
construidas especialmente para tales propdésitos. Estas tablas
presentan combinaciones de los diez digitos del sistema deci-
mal, los cuales tuvieron la misma probabilidad de ser seleccio-
nados. Latabla del apéndice D presenta nimeros aleatorios de
cinco digitos. A continuacion se muestran las primeras cinco
filas de dicha tabla.
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63271 59986 71744511021514180714 58683 93108 13554 79945
88547 09896 95436791150830301041 20030 63754 08459 28364
55957 57243 838650991119761 66535 40102 26646 60147 15702
46276 87453 44790671224557384358 21625 16999 13385 22782
55363 07449 34835152907661667191 12777 21861 68689 93263

En nuestro ejemplo de los estudiantes de postgrado podemos
seleccionar una muestra aleatoria simple de cuarenta elementos
utilizando la tabla de nuameros aleatorios. Primero debemos
numerar alos estudiantes del 001 al 271. Luego podemos comen-
zar a seleccionar nuestra muestra leyendo los ultimos tres digi-
tos de cada numero aleatorio de la primera fila de la tabla del
apéndice D. Pudimos arbitrariamente haber escogido los tres
primeros digitos del nUmero aleatorio y/o avanzar por la pri-
mera columna. De igual manera, si el total de estudiantes fuera
mayor de 999, tendriamos que haber escogido cuatro digitos del
numero aleatorio.

El primer nimero aleatorio de tres digitos sera 271, el cual
corresponde al altimo estudiante de nuestra lista poblacional,
que se convierte en el primer elemento de nuestra muestra.
Pasamos al segundo namero aleatorio de la primera fila y lee-
mos los tres tltimos digitos, 986. Como no hay ningun estudian-
te con ese numero, pasamos al siguiente nimero, 744; tampoco
existe ningln estudiante con ese namero. El siguiente es el 102,
y el estudiante con ese niUmero pasa a constituir el segundo
elemento de nuestra muestra. Continuamos de esta manera
hasta seleccionar a los cuarenta estudiantes para la muestra. Si
se encuentra un namero que ya fue seleccionado, simplemente
se le ignora. Asi, los primeros diez estudiantes seleccionados
para la muestran seran aquellos a quienes se asignaron los
siguientes numeros:

271,102, 141, 108,115, 041, 030, 243,147,122
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Seleccionar los elementos de una muestra aleatoria simple
puede tomar mucho tiempo. Pero la tarea de encontrar y obtener
lainformadon acerca de loselementos muéstrales puede seradn
mas dificil, en especial cuando estos elementos estan geogréafi-
camente dispersos.

Cuandola poblacién es muy grande y/o heterogénea, resulta
muy dificil y costoso conseguir la lista o marco poblacional
actualizado de todos los elementos de la poblacion. Por ejemplo,
para estudiar la distribucion del ingreso familiar en Lima Me-
tropolitana con base en una muestra aleatoria simple, necesita-
remaos, en principio, una lista o censo poblacional actualizado de
todas las familias residentes en Lima Metropolitana, que no esta
siempre disponible. Por esta razén, el muestreo aleatorio simple
no resulta ser el procedimiento mas comun en la practica. Sin
embargo, es importante prestar atencion a este disefio muestral
por dos razones. Primero, porque muchos de los disefios mués-
trales mas elaborados usan el muestreo aleatorio simple en
algun aspecto de su disefio, y por lo tanto comprender el mues-
treo aleatorio simple es esencial para entender tales disefios. En
segundo lugar, porque muchos procedimientos de muestreo no
aleatorios son disefiados para simular el muestreo aleatorio
simple en muchos aspectos.

b. Muestra aleatoria sistematica

Muchas veces se puede lograr la aleatoriedad que se obtiene con
una muestra aleatoria simple en menos tiempo y con menor
esfuerzo, usando una muestra sistematica. Si hay N elementos
en la poblacién, enumerados del 1al N, una muestra sistematica
de n elementos es una que comienza en algun elemento entre 1
y N/n escogido aleatoriamente, e incluye cada N/n-ésimo ele-
mento contado a partir del primer elemento seleccionado. Por
ejemplo, si se desea obtener una muestra que consista del 1% de
una poblacion de 10,000 elementos, entonces seleccionaremos al
azar el primer elemento entre los 100 primeros elementos de la
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poblacién, y después seleccionaremos del resto de la lista a cada
elemento que ocurra a una distancia de 100 elementos con
respecto al primero que se selecciona.

Entonces, en una muestra sistemaética s6lo se necesita selec-
cionar un namero aleatorio para comenzar, y luego se seleccio-
nan los otros elementos a iguales intervalos en la lista de la
poblacidn. Este procedimiento es més rpido y simple que el
muestreo aleatorio simple, y puede ser igual de bueno si es que
los elementos de la poblacidon estdn ordenados al azar en el
marco poblacional.

¢. Muestra aleatoria estratificada

Para seleccionar una muestra aleatoria estratificada se divide la
poblacidn en grupos o estratos y se seleccionan muestras alea-
torias simples en cada uno de ellos. El tamafio de estas muestras
es proporcional al tamafio de los estratos correspondientes. El
muestreo aleatorio estratificado se justifica cuando tenemos una
buena razén para creer que los estratos difieren significativa-
mente unos de otros respecto a la caracteristica que se esta
midiendo. Luego, la estratificacion de la poblacion dependera
del conocimiento que tenga el investigador de las diferencias en
los estratos. Por ejemplo, si queremos estudiar el consumo de
calorias de las familias de Lima Metropolitana podriamos estra-
tificar ala poblacion por distritos de residencia, bajo la hip6tesis
de que en las zonas marginales la menor capacidad adquisitiva
de las familias se traduce en un menor consumo de calorias.

La estratificacién tiene una ventaja adicional, y es que pro-
porciona informacion tanto para cada estrato separadamente
como para toda la poblacion. Pero su costo de obtencion es
mayor que e! de una muestra aleatoria simple del mismo tama-
fio, ya que la estratificacion implica el trabajo adicional de
clasificar a la poblacion en los diversos estratos.
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B. Muestras no probabilisticas

Si no tenemos una lista de todos los elementos de la poblacién,
no seraposible obtener una muestra aleatoria ya que no se sabe
cual es la probabilidad de que un elemento de la poblacion sea
incluido en la muestra. Cuando no se dispone del marco pobla-
cional, lainclusién o no de un elemento depende muchas veces
del criterio del investigador. El problema de confiaren el criterio
de una persona para seleccionar una muestra, aun cuando dicha
persona tenga un buen conocimiento del caso, es que no se
puede medir el error de muestreo, el cual si puede calcularse
cuando la muestra es tomada con base en probabilidades. Esto
quiere decir que en las muestras no probabilisticas no es posible
determinar la probabilidad de inclusién de cada elemento de la
poblacion en la muestra y que, por tanto, no hay forma de medir
el riesgo de llegar a conclusiones err6neas. Dado que la confia-
bilidad de los resultados de estas muestras no puede medirse,
las muestras no probabilisticas no se prestan para el tratamiento
y andlisis estadistico riguroso. A pesar de estas limitaciones, las
muestras no probabilisticas son empleadas como la segunda
mejor alternativa cuando no se pueden obtener muestras estric-
tamente aleatorias. Los tipos mas comunes de muestreo no
probabilistico son las muestras por cuotas, las muestras por
conveniencia y las muestras por criterio.

a. Muestras por cuotas o dirigidas

Es el tipo de muestra no probabilistica mas usada. EI método es
especialmente empleado para el disefio muestral de las encues-
tas de opinién publica. El muestreo por cuotas busca controlar
el componente subjetivo en el proceso de seleccion al especificar
exactamente el namero de individuos que el encuestador debe
seleccionaren cada una délas categorias. Por ejemplo, el encues-
tador es obligado a obtener informacion acerca de un nimero
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especifico de personas de cierta edad, sexo, nivel de ingreso,
etcétera. A pesar de que este método no es aleatorio, al fijar
cuotas en las categorias que estan més relacionadas a las varia-
bles de interés del estudio uno puede obtener resultados que en
muchos casos no serdn muy inferiores a los de una muestra
aleatoria.

La gran ventaja del muestreo por cuotas es su velocidad: no
se perderan horas tratando de localizar a las personas que fueron
seleccionadas aleatoriamente o reemplazando aaquellas que no
desean cooperar. Este muestreo es especialmente Gtil cuando los
resultados deben estar actualizados, como en el caso de las
encuestas que buscan medir el estado actual de la opinion
publica. Pero el gran problema es que el entrevistador usual-
mente es capaz de completar sus cuotas méas rapidamente yendo
alugares donde la gente esta concentrada en pequefias areas. De
hacerlo asi, introducira sesgos inesperados en la muestra. Por
ejemplo, si el entrevistador recurriera a entrevistar personas en
un paradero de 6mnibus, la muestra asi seleccionada no incluira
a personas que no usan servicios de transporte publico.

b. Muestras por conveniencia

Los elementos de la poblacion que se incluyen en una muestra
por conveniencia se eligen por su facilidad de acceso y conve-
niencia. Por ejemplo, en un programa de televisidn se propone
que se deje de construir el tren eléctrico de Lima, y se solicita la
reaccion del publico mediante llamadas por teléfono. No cabe
duda de que la gente interesada en el tema llamard, pero de
ninguna manera estas personas representaran al total de la
poblacién de Lima, aun cuando el nimero de llamadas sea
exageradamente alto. Mucha gente no estara viendo el progra-
ma, y de los que ven el programa muchos no tendrén teléfono o
simplemente no tendran interés en el tema.
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c. Muestras por criterio

Los elementos de la poblacion que se incluyen en una muestra
por criterio son seleccionados por un experto con base en su
confianza de que estos elementos son efectivamente repre-
sentativos de la mayoria de los elementos de la poblacién.
Muchas veces se usan estas muestras cuando el costo y/o tiempo
disponible hacen que no sea posible tomar una muestra aleato-
ria, y solo sea necesaria una muestra pequefa.

3. DISTRIBUCIONES MUESTRALES DE LOS
ESTADIGRAFOS

Después de haber discutido los diferentes tipos de disefio mues-
tral, revisaremos la teoria matematica que nos permite usar una
muestra aleatoria simple para estimar las caracteristicas de la
poblacion Labase fundamental de la inferencia estadistica es el
teorema del limite central. Primero discutiremos la aplicacion de
los resultados de este teorema en la estimacion de la media
poblacional (ji), y luego en la estimacién de la proporcién (n).

A. Distribucién muestral de la media

Si tomamos repetidamente muestras aleatorias de una pobla-
cion y calculamos la media de la variable X en cada muestra
(Xj), encontraremos que la mayoria de estas medias muéstrales
difieren una de otra. La distribucion de probabilidades asocia-
das a estas medias muéstrales se denomina distribucién muestral
tedrica de la media. Asi, la distribucién muestral de la media
incluye todo valor posible que la media muestral puede tomar
y las probabilidades correspondientes a cada uno de estos valo-
res. Esta distribucion muestral de la media tiene un valor espe-
rado, denotado por el simbolo gx y una desviacion estandar o
error estdndar, denotado por o*.
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Hay dos teoremas importantes que relacionan la distribucion
muestral de la media con las caracteristicas de la poblacion
original.

- Teorema 1. Si tomamos repetidamente muestras aleatorias de
tamarfio n de una poblacidn, las caracteristicas de la distribu-
cion muestral de la media estaran dadas por:

Px=E(X)=p 1)

(2.3)

0, Siri0.05N,

(2.b)

donde p y o0 son los parametros de la poblacién de donde se
tomaron las muestras de tamafio n.
La ecuacion (1) expresa que el valor esperado de la distribu-

cion de las medias muéstrales, px = E (X), es igual a la media de
la poblacion original, p. No6tese que para que esto sea cierto,
debemos tomar todas las muestras posibles de tamafio n de la
poblacién finita; si tratamos con una poblacién infinita, debe-
mos continuar tomando muestras aleatorias de tamafio n inde-
finidamente.

La ecuacion (2.a) establece que el error estdndar de la media,
ox, esta dado por la desviacién estandar de la poblacion, a,
dividido por la raiz cuadrada del tamafio de la muestra, n. Para
poblaciones finitas de tamafio N debe introducirse unfactor de
correccion por poblacion finita, f=V (N - n)/(N --1); entonces, la
formula de 9kesta dada por la ecuacion (2.b). Sin embargo, si el
tamarfio de la muestra es muy pequefio en relacion al tamafio de
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la poblacidn, fse aproxima a 1y puede eliminarse de la férmula.
Por convencién se usara la ecuaciéon (2.b) siempre y cuando
n> 0.05 N.

- Teorema 2. Teorema del limite central: A medida que el tama-
fio de la muestra se incrementa (n -» °°), la distribucion mues-
tfal de la media se aproxima a la distribucién normal,
independientemente de la distribucién de la poblacién origi-
nal de la cual se obtuvieron las muestras. La aproximacién es
suficientemente buena para n > 30.

Simbélicamente podemos resumir el teorema del limite cen-
tral de la siguiente manera:

X~ N (p, ox) (5.3)

Esta expresion nos dice que las medias muéstrales (X) se
distribuyen (~ ) normalmente (N) con una media igual a py un
error estandar igual a Ox.

De las ecuaciones (2.a) y (2.b) vemos que la dispersion de las
medias muéstrales, medida por o, esta directamente relaciona-
da a o, e inversamente relacionada a VVn. Asi, al incrementar el
tamano de la muestra en cuatro veces, se incrementa la exactitud
de X como una estimacion de produciendo ova la mitad. Notese
también que <X es siempre més pequefio que a. La razén para
esto es que las medias muéstrales, como promedios de las ob-
servaciones de las muestras, presentan menos variabilidad o
dispersion que los valores poblacionales. Aun mas: a medida
que se incrementa el tamafio de la muestra, mayores seran las
reducciones de los valores de Cixcon relacién al valor de o.

Debemos resaltar que cuanto mas pequefia sea efie, mas exacta

serd la media muestral X como una estimacién de la media
poblacional p. Por estd razén Ox se denomina usualmente error
estandar de la media.
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Dado el teorema del limite central, el estadigrafo z, definido
por:

X—p 4)
%ifi

se aproxima a la distribucién normal estandarizada a medida
que X se incrementa. Luego, podemos calcular la probabilidad
de que la media X de una muestra aleatoria se encuentre en un
intervalo especifico localizando los valores correspondientes de
la variable transformada z en la tabla del apéndice B, como se
explicé en la seccion 7 del capitulo 1II.

Consideremos el siguiente ejemplo para ilustrar el uso del
teorema del limite central. Suponga que la distribucion de pro-
babilidades de ingresos familiares mensuales en la ciudad de
Arequipa es asimétrica positiva (p > Mo), con un valor esperado
de $ 500 y una desviacion estandar de $ 700. Si se toma una
muestra aleatoria de cien familias, ;cual es la distribucién mues-
tral de los ingresos familiares promedio de muestras de tamafio
n = 100?

De acuerdo con el teorema del limite central, X tendrd una
distribucion normal de probabilidades con:

E (X) = p = $500

. q_ _ 700 _
m"‘"\t] “\Am - $70

Con estos parametros podemos determinar la probabilidad
de que X se encuentre dentro de cualquier intervalo. Por ejem-
plo, que el ingreso promedio muestral sea mayor que $600,
menor que $ 300, 6 que se encuentre entre $400 y $700. Esto sera
posible calculando los valores correspondientes de z y determi-
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nando las probabilidades acumuladas en las tablas de la distri-
bucion estandarizada. Asi:

p (X >600) =P [z > (600 - 500P70] = p (z > 1.43) = 0.076

La probabilidad de que el promedio de ingresos familiares
mensuales de una muestra de cien familias sea mayor que $ 600

es de 7.6%.
B. Distribucion muestral de la proporcion (p)

De manera similar, los resultados del teorema del limite central
se aplican al muestreo para estimar una proporcion poblacional.
Primero, definimos la distribucién muestral tedrica de la proporcion
(p) como la distribucidon de probabilidades de la proporcién de
éxitos en n pruebas independientes (i.e., p = x/n, donde x es el
nuamero de éxitos) de una poblacién con una probabilidad de
éxito de 7. Luego, esta distribucion muestral de la proporcién
tiene una media o valor esperado, pP, y una desviacion estandar
o error estandar de la proporcion, op.

- Teorema V. Si tomamos repetidamente muestras aleatorias de
tamarfio n de una poblacién con una probabilidad de éxito de

Tt las caracteristicas de la distribucién muestral de la propor-
cidn estaran dadas por:

(p=E(p)=7 ®)

(6.2)

0, si n>0.05 N:

(6.b)
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Analogamente, tenemos el teorema del limite central aplica-
do ala proporcion.

- Teorema 2'. A medida que el tamafio de la muestra se incre-
menta (n —» °°), la distribucién muestral de la proporcion se
aproxima a la distribucién normal.

p~N(kcp (M

Para ilustrar los resultados de estos teoremas supongamos
que el 30% de la poblacion de Lima estd de acuerdo con la
propuesta de construir un tren eléctrico. ;Cudl es la distribucion
muestral de la proporcion de gente que favorece la propuesta en
una muestraaleatoria de cien personas? ¢ Cual es la probabilidad
de que mas del 50% de las personas incluidas en la muestra esté
de acuerdo con la propuesta?

Ladistribucion muestral de la proporcion de personas a favor
de la construccion del tren eléctrico, p, sera una distribucion de
probabilidades normal, ya que n > 30 con;

pp=E (p) =ji =0.30

T _~jk(l~rc) -~ j(O-Sl)O(g-Y) _Quus

La probabilidad de que p sea mayor que 0.50 estara dada por:

p (p>050) =p (z> 220029300y prizsggp)

=0.500 - 0.499 =0.001
La probabilidad de que mas del 50% de las personas incluidas

en una muestra de cien estén de acuerdo con la propuesta de
construir el tren eléctrico es 0.001.
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4. ESTIMACION DE PARAMETROS

Una muestra aleatoria de treinta alumnos de pregrado de la
Universidad del Pacifico obtuvo 13 como promedio de notas
durante el ultimo ciclo de estudio. ;Qué nos dice este resultado
con respecto a la nota promedio del total de los 1,326 alumnos
de pregrado? Dos conclusiones extremas e igualmente falsas se
podrian derivar de esta informacién. Una es la conclusién ino-
cente segun la cual la nota promedio de todos los alumnos es
exactamente 13. Esta conclusién se basa en el supuesto de que
lo que es cierto para la muestra es cierto para la poblacién. En el
otro extremo tenemos la posicidn escéptica, que arguye que no
podemos concluir nada de los datos, dado que una muestra de
treinta es insignificante comparada con los restantes 1,296 estu-
diantes que no fueron incluidos en la muestra.

Ambas conclusiones, una basada en una fe ciega en las mues-
tras y la otra en un escepticismo total, son invalidas. La fe no es
justificada; el escepticismo no es necesario. De la seccion anterior
sabemos que las medias muéstrales estan sujetas a variaciones
probabilisticas, y que ninguna de ellas puede aceptarse como la
media poblacional. Sin embargo, también se sefial6 que tal
variacién puede ser medida, permitiéndonos formular asevera-
ciones acerca de la poblacion con un cierto grado de confianza.
Esto nos lleva a introducir el concepto de intervalo de confianza.

Es posible obtener una estimacion puntual o una estimacién
por intervalo de un pardmetro de la poblacién. Como dijimos
anteriormente, por razones de costo, tiempo y viabilidad los
pardmetros de la poblacién son frecuentemente estimados sobre
la base de estadigrafos muéstrales. El estadigrafo muestra! usa-
do para estimar un parametro de la poblacién se llama estimador,
y un valor observado especifico se denomina estimaciéon. Cuando
la estimacion de un pardmetro de la poblacién estd dada sola-
mente por un ndmero, se denomina estimaciéon puntual. Por

ejemplo, la media muestral X es un estimador de la media de la
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poblacion, p, y un valor simple de X es una estimacion puntual
de p. Del mismo modo, la proporcién de la muestra, p, se puede
usar como estimador para la proporcion de la poblacién, n, y un
valor simple de p es una estimacion puntual de n.

Una estimacion puntual es no-sesgada si en muestras aleato-
rias repetidas de la poblacion el valor esperado del estadigrafo
correspondiente es igual al pardmetro de la poblacién que se

estima. Por ejemplo, X es una estimacion puntual no-sesgada de
p porgue, como lo muestra la ecuacion (1) de este capitulo,

E (X) = p. De igual manera, la proporcion de la muestra, p, es
una estimacion no-sesgada de n.

Una estimacion por intervalo de un parametro de la poblacién
consiste en definir un rango de valores dentro del cual espera-
mos se encuentre dicho parametro con una probabilidad prees-
tablecida llamada nivel de confianza. Este rango de valores se
conoce como intervalo de confianza, y esta usualmente centrado
alrededor de la estimacion puntual no-sesgada. Si suponemos
gue la desviacion estdndar de la poblacion (o) es conocida y
disponemos de una muestra aleatoria con mas de treinta ele-
mentos, podemos encontrar el intervalo dentro del cual se en-
contrard la media poblacional (p)con un nivel de confianza del
95%.

P (X- 1.96 X< p <X + 1.96 Ox= 0.95) ®)

donde 1.96 es el valor de la variable normal estandarizada
asociado aeste nivel de confianza, como se muestra en el grafico
34.

La ecuacidén (8) establece que en un muestreo aleatorio repe-
titivo esperamos que el 95% de los intervalos construidos alre-
dedor de las medias muéstrales, X, incluya a la media pobla-
cional. Luego, podemos afirmar que existe una probabilidad del
9%5%> de que un intervalo de confianza especifico, basado en una
muestra aleatoria simple, incluya el valor de la media poblacio-
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nal. Los dos valores que definen el intervalo de confianza
(X £ 1.96 cT¥) se denominan limiles de confianza. Dado que una
estimacién por intervalo también expresa el grado de exactitud
o confianza que tenemos en la estimacion, se la prefiere a la
estimacién puntual.

Grafico 34: Distribucion normal gaé%getermmar el valor de z
necesario para una confianza del 95%

Debemos sefialar que el concepto de intervalo de confianza
esta relacionado al resultado del teorema del limite central, que

establece queX ~ N(p, av). Este teorema nos permite definir que:

p(p-196 Ox<X <p+1.96 Cx) =0.95 9)

es decir, que la probabilidad de que una media muestral se
encuentre en el intervalo [p- 1.960* p + 196G es del
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95%. Por otro lado, la ecuacion (8) nos define el siguiente inter-
valo:

[X - 1.96 a/VA7 X + 1.96 a/\VrT] (10)

que tiene una amplitud de 2 * (1.96 ax), exactamente como el
intervalo de la ecuacién (9). La Unica diferencia es que la ecua-
cion (8) centra el intervalo en tomo de X, y no en tomo de p,
como establece el teorema del limite central. Como la probabi-
lidad de obtener un valor de X en el intervalo p + 1.96 ax es de
0.95, se deduce que el 95% de todos los intervalos generados por
la ecuacién (10) incluira p.

Podemos concluir diciendo que una vez obtenida la muestra
y calculado el intervalo dado por la ecuaciéon (10), hay una
confianza del 95% de que la media poblacional esté contenida
en este intervalo.

Para ilustrar el concepto del intervalo de confianza, conside-
remos el siguiente ejemplo: Se tomd una muestra aleatoria de
121 estudiantes de los 1,326 alumnos de pregrado y se encontro
gue la calificacion promedio era 13. De estudios previos se sabe
gue ladesviacién estdndar de las notas de la poblacién estudian-
til es 5.2. El intervalo de confianza al 95% para la calificacion
promedio de la poblacion total de estudiantes es;

[X £ 1.96 ax]

Puesto que n >0.05 N, reemplazamos el valor de ax:
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[13 + 1.96 (0.47) (0.95)]
[13 + 0.88]

Luego, diremos que la calificacion promedio de los estudian-
tes de pregrado, p, estard entre 12.12 y 13.88, con un nivel de
confianza del 95%.

A. Intervalo de confianza para la proporcion

De manera similar, se puede construir un intervalo de confianza
para la proporcion de la poblacion. Usando las ecuaciones (5) a
(7), y dado que el tamafio de la muestra aleatoria es igual o
mayor que 30, podemos encontrar el intervalo de confianza del
95% para la proporcion de la poblacién, n, como:

Jp- 1.96 ap p + 1.96 op] (209

Otros intervalos usados con frecuencia son aquellos con ni-
veles de confianza del 90 y 99%, correspondientes a los valores
de zde 1.64 y 2.58, respectivamente (ver la tabla del apéndice B).

B. Intervalo de confianza cuando a es desconocido

El intervalo de confianza definido por la ecuacién (10) se calcula
tomando como base un valor conocido de 0. En muchos casos,
en los que la poblacién no ha sido estudiada anteriormente, no
se conocer este pardmetro. Sin embargo, serd posible estimarlo
con base en la desviaciéon estandar, s, de los elementos de una
muestra de tamafio suficientemente grande. El estimador no-
sesgado de o, para muestras de treinta 0 mas elementos, esta
definido por:

(11)
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Este estimador se usara para calcular el error estdndar de la
media:
02

entonces, el intervalo de confianza del 95% sera:

[X+1.91 sA/A7x + 1.96s/Vii] 03)

De manera similar, el intervalo de confianza para la propor-
cion definido por la ecuacién (10') requiere conocer el error
estandar de p, (op), cuyo valor se calcula como Vn(l - n). Puesto
que n es desconocido, podemos usar la proporcidon muestral p
como un estimador den, siempre que se tenga una muestra de
tamario suficientemente grande (n > 30).

Es decir, cuando n es grande, el intervalo de confianza del
95% para la proporcién de la poblacién, n, se puede definir
como:

[p- 1.96 sp p+ 1.96 sp] (14)
donde sp=x/e Xlﬁzp} (15)

5. INTERVALOS DE CONFIANZA USANDO LA
DISTRIBUCION T

Cuando la poblacién bajo estudio tiene una distribucién normal
(o aproximadamente normal) pero no se conoce la desviacion
estandar de la poblacién, y el tamafo de la muestra es menor
que 30, no podemos recurrir al teorema del limite central; es
decir, no podemos usar la distribucién normal para determinar
intervalos de confianza para la media de la poblacién. En estos
casos utilizaremos la distribucion t de Student.
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Al igual que la distribucidon normal estandarizada, la distri-
bucién t tiene forma de campana y es simétrica alrededor de la
media cero, pero es mas “achatada” que la distribucién normal
estandarizada debido a su mayor dispersién. Es decir, la varia-
cion de las medias muéstrales de muestras pequefias es mayor
que aquella de muestras grandes. Esta dispersion sera mayor
porque, si tomamos una muestra pequefa (n < 30), se podria
seleccionar un elemento que se encuentre en uno de los extre-
mos, cola superior o inferior, y habra poca probabilidad de que
este valor sea compensado por otro elemento de la muestra que
se ubique en el otro extremo de la distribucion poblacional.
Consecuentemente, la media muestral calculada podria estar
distante de la media poblacional.

Mientras que la distribucién normal estandar es una sola, la
distribucién t es diferente para cada tamafio de muestra. El
estadistico t se define como:

X-u 06)
(n-1) s/VvA"

La tabla del apéndice C muestra los valores de t para diferen-
tes porcentajes de areabajo lacurva de ladistribucion de Student
y diferentes grados de libertad (gl). Los grados de libertad estan
especificados en la primera columna. El area total bajo la curva
es igual a 1. Los valores de la primera fila (0.10, 0.05, 0.025,...)
miden la proporcion del area bajo la curva a la derecha del valor
de t. Asi, por ejemplo, para el area sombreada que representa el
0.05 del area total bajo la curva, el valor de t para 20 grados de
libertad es 1.725. Los grados de libertad se refieren al nGmero de
valores que pueden tomarse libremente. Por ejemplo, si traba-
jamos con una muestra de dos elementos y sabemos que la
media muestral para estos dos valores es 20, s6lo podemos
asignar libremente el valor de uno de estos dos elementos.
Supongamos que asignamos libremente un valor de 24 a uno de
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esos elementos; el otro debe ser necesariamente igual a 16
para obtener una media de 20. Entonces decimos que tenemos
(n - 1) = 2-1 =1 grado de libertad. Igualmente, n = 15 significa
gue podemos asignar libremente valores a catorce de estos
guince elementos si queremos estimar la media poblacional, y
asi tendremos (n-1) = 14 grados de libertad. En conclusion, para
poder usar la distribucién tde Studentlos grados de libertad se
definen como el tamafio de la muestra menos uno [gl = (n -1)].

El intervalo de confianza del 95% para la media poblacional
usando la distribucioén t, estd dado por:

[X-ttn-D ~ X +t(n-i)™=l @17

donde ttr+i) se refiere al valor de t de la distribucion de Student,
tal que el 2.5% del area total bajo la curva esté ubicado en cada
una de las dos colas, a la derecha de ty a la izquierda de -t con
(n-1) grados de libertad. Utilizamos sWrTcomo el estimador de
la desviacién estandar de las medias muéstrales, Sx, en lugar de
o/VIT, ya que no se conoce a.

Debemos sefalar que a medida que n aumenta, la distribu-
cidn t se aproxima a la distribucién normal estandar:

t(n- 1) —z, cuando n —°°

Como regla préactica, podemos decir que cuando n > 30, las
distribuciones ty z son aproximadamente iguales.

6. TAMANO MUESTRAL
El concepto de intervalo de confianza nos permite contestar una
de las preguntas més comunes entre quienes emplean el mues-

treo para estimar las caracteristicas de una poblacion: ¢cuél debe
ser el tamafio de la muestra? Si observamos las ecuaciones (10)
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y (14), que definen los intervalos de confianza, podemos ver
cuan importante es el tamafio muestral para reducir laamplitud
de estos intervalos. Un mayor tamafio muestral proporciona un
intervalo de confianza de menor amplitud, y la respuesta natu-
ral a la pregunta respecto al tamafio muestral es que entre mas
grande sea la muestra, mejor. Pero esta no es una respuesta
préactica si el muestreo es costoso y/o toma tiempo, o si al tomar
la muestra se destruye el producto que se esta probando. Para
determinar el tamafio muestral debemos contestar a otra pre-
gunta: Dado el costo del muestreo, ¢cual es la magnitud maxima
del ‘error permisible” que estamos dispuestos a aceptar?

En el caso de la estimacién de la media poblacional, el valor

de 1.96 * (0/VA) se suma y se resta de X para determinar los
limites del intervalo de confianza del 95%. En otras palabras,
podemos decir que la diferencia entre la media poblacional, p,
y la media muestral, X, es menor o igual a 1.96 * (o/VrT) con una
probabilidad del 95%. Esta diferencia sera el error tolerable:

E =1.96 (0/VrT) (18)

En otras palabras, E equivale a la mitad de la amplitud del
intervalo de confianza.

Para determinar el tamafio muestral 6ptimo debemos estable-
cer el tamafio del error permisible, E, que estamos dispuestos a
aceptar, considerando que mantener un E muy pequefio puede
conducirnos a un tamafio muestral muy grande. Despejando n
de la ecuacion (18), tenemos:

(19)

y en general, para diferentes niveles de confianza, el tamafio
Optimo de n estara dado por:
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7202 (20)

Es decir, el tamafio muestral depende del grado de confianza
deseado reflejado por el valor de z, de la variabilidad de la

poblacién de la cual se obtiene la muestra (02) y del error
permisible (E). Observando la ecuacion (20) podemos decir que
el tamafio muestral debe aumentarse si: a) se fija un error per-
misible menor; b) el grado de confianza (z) deseado aumenta; o,
c) sila variabilidad de la poblacién aumenta.

La ecuacion (20), que define el tamafio muestral 6ptimo,

supone que el valor de 02 es conocido. En muchos casos en los
gque no conocemos p, tampoco conoceremos a. Una alternativa
podria ser utilizar el conocimiento que se tiene de la varianza de
poblaciones similares a la de nuestro interés. Una segunda
alternativa es tomar una muestra piloto de tamafio no. Con los
datos de esta pequefia muestra preliminar podemos calcular la
desviacion estandar de lamuestra, s,y usarla distribucién tpara
estimar el tamafio muestral 6ptimo:

Sobre la base de este valor de n, determinamos cuantos
elementos méas debemos seleccionar de la poblacién, (n - no),
para obtener el tamafio muestral 6ptimo.

Ahora, supongamos que deseamos determinar el tamafo
muestral éptimo para estimar la proporcién con un nivel de
confianza del 95%. Al igual que en la estimacién de p,
necesitamos decidir el tamafio del error permisible,
E=1.96 * Va(1l- 7t)/Vi), que estamos dispuestos a aceptar. En-
tonces el tamafio muestral 6ptimo estara dado por:
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L (196)2711-71) (22)
E2

y engeneral, sino fijamos el nivel de confianza en 95%, el tamafio
Optimo de la muestra sera:

z2k (L- n) (23)

Para usar esta formula necesitamos el valor de n, pero es
precisamente este parametro el que tratamos de estimar median-
te la muestra. Hay varias posibilidades para obtener un estima-
do preliminar de n. Al igual que el caso de o, una primera
alternativa es usar informacion de una variable similar para la
cual se conocen. Una segunda posibilidad es tomar una muestra
piloto de tamafio n0, y usar la proporcion muestral, p, como un
estimado de n. Usando la distribucion t para estimar el tamafio
muestral 6ptimo, tenemos:

L= 12P0 - P) (24)

E2

Luego completamos la muestra tomando (n - n0) elementos
adicionales de la poblacién, para obtener el tamafio muestral
6ptimo.

Un tercer método consiste en suponer que n es 0.5. Este
método, aparentemente simplista, es el mas conservador, pues
exige el valor maximo de n, para valores fijados de zy E. Luego,
en ausencia de toda informacion acerca del posible valor de n,
podemos asignarle el valor de 0.5 con la seguridad de que el
tamafio muestral asi obtenido sera suficiente para satisfacer los
requisitos establecidos respecto al nivel de confianza y al error
permisible, independientemente del valor exacto de n. Final-
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mente, debemos sefialar que el valor de n, definido por la
ecuacion (23), no es muy sensible a variaciones del valor de n
alrededor de 0.5, siempre que n esté entre 0.3y 0.7. Consecuen-
temente, los errores en un estimador original de n no tendran
grandes efectos en el tamafio de n.

Para ilustrar este Gltimo método consideremos el siguiente
ejemplo: Se quiere estimar, con un nivel de confianza del 90%,
la proporcion de ciudadanos de Lima Metropolitana que vota-
rian por el candidato del Partido Liberal con un error permisible
de 0.05. ;Cual es el tamafio 6ptimo de la muestra requerida?

Para usar la ecuacion (23) necesitamos un estimado de n, la
proporcion poblacional que favorece al candidato del Partido
Liberal. Como no conocemos n, podemos suponer que es igual
a 0.5, lo que nos asegura que no subestimamos el tamafio de la
muestra. Entonces:

n= 0,64/(0.5) (0.5) = 269
(0.05)2

Una muestra de 269 personas nos permitira obtener un esti-
mador no-sesgado de la proporcidn de ciudadanos que votarian
por el candidato del Partido Liberal.

# Ejercicios

1. Defina y discuta los siguientes conceptos:
a. Intervalo de confianza.
b. Muestras aleatorias y no aleatorias.
c. Distribucion muestral de la media.

d. Error tolerable.
2. La tienda Wong calcul6 el valor promedio de las compras de 49

clientes que adquirieron sus articulos usando tarjeta de crédito. La
media resulto $ 60.50, y la desviacion estandar $ 20.10.

Encuentre un intervalo de confianza del 98% para el valor promedio
de compras de todos los clientes que usan tarjetas de crédito.
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3. Se extrajo una muestra aleatoria de 100 familias en la ciudad de
Chiclayo para determinar suconsumo mensual de electricidad; se anot6
el consumo de electricidad durante el mes de setiembre. El total del
consumo de electricidad de las cien familias fue 36,000 kilovatios/hora.

(Ex =36,000 y JTx2 = 16'000,000)

a. Estime el consumo mensual promedio de electricidad para las fami-
lias de Chiclayo.

b. Calcule el error estandar de este estadigrafo.

c. Construya el intervalo de confianza del 95% para el consumo mensual
promedio de las familias de Chiclayo.

4. El barrio de Juan Pérez esta constituido por 900 familias. Se tomo
una muestra de 100 familias y se encontr6 que 54 de ellas ven regular-
mente el noticiario “24 Horas” por televisién. Calcule un intervalo de
confianza del 95% para el total de familias que sintonizan regularmente
“24 Horas”. Use el factor de correccién para poblaciones finitas, ya que
n/N =0.11.

5. Los estudios de factibilidad de proyectos requieren de una medida
de demanda para determinar la rentabilidad de dicho proyecto. En un
estudio para determinar la factibilidad de aumentar la programacion
en el canal de televisién del Estado entre las 11:00 p.m. y las 2:00 a.m.,
un investigador tom6 una muestra aleatoria de 120 viviendas con
televisor. Encontréoque51 deestos hogares tenian el televisor encendido
en dichas horas por lo menos dos veces a la semana. Encuentre un
intervalo de confianza del 92% para la proporcién de hogares con
televisor cuyos miembros ven television entre las 11:00 p.m. y las 2:00
a.m. por lo menos dos veces a la semana.

6. Se extrajo una muestra de 330 empleados del total de los 20,000
trabajadores de “Gas Per(”. Se encontré que 139 de los trabajadores en
la muestra poseian automavil. Con base en los datos de la muestra,
estime el porcentaje de los trabajadores de esa empresa que poseen
automavil, y establezca un intervalo de confianza de 95%j para su
estimado del porcentaje del universo.

7. El Departamento de Investigacién de Mercado de una compafiia
fabricante de detergentes realiz6 una encuesta para averiguar qué
proporcién de las amas de casa prefiere su marca “Magia Gris”. Cin-
cuenta de 72 amas de casa prefieren “Magia Gris”. Si las 72 amas decasa
representan una muestra aleatoria de la poblacién de todos los compra-
dores potenciales, estime la proporcién del total de amas de casa que
prefieren “Magia Gris”. Use un intervalo de confianza del 92%,.
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8. La cadena de tiendas “Todos” tiene 58 establecimientos en la
ciudad de Lima. El Gerente reline los datos de ventas diarias de cinco
tiendas escogidas al azar: 18, 24, 22, 26 y 16 miles de ddlares respecti-
vamente.

a. Calcule las ventas medias diarias y la correspondiente desviacién
estdndar para la muestra.

b. Estime la desviacién estandar de la poblacion.

c. El Gerente quiere tener un estimado del verdadero promedio de
ventas diarias de todas las tiendas usando un intervalo de confianza del
98%.

9. Se extrae una muestra aleatoria de diez bolsas de leche en polvo
de un lote que fue envasado porufia cierta maquina. Se encontraron los
siguientes pesos netos: 173,180,185,187,171,184,175, 186,180 y 179.
a. Estime la media de los pesos de las bolsas envasadas por esta
maquina.

b. Establezca un intervalo de confianza del 95%. para el peso promedio
de las bolsas envasadas por esta maquina.

10. Una empresa que vende artefactos electrodomésticos extrajo una
muestra al azar de 10 de sus 98 vendedores para determinar el valor de
las ventas semanales efectuadas por cada uno de ellos. Los resultados
fueron los siguientes: 2,100,2,200,1,600, 2,100,2,400, 2,100,2,300,2,200,
1,900 y 1,800 dolares respectivamente.

a. Estime la media de las ventas semanales por vendedor para esta
compafiia.

b. Calcule el error estdndar de este estadigrafo.

c. El Gerente de la empresa desea obtener un estimado del promedio
de las ventas semanales de todos sus vendedores con un nivel de-
confianza del 97%.

11. Se le ha pedido que calcule el porcentaje de familias que planea
viajara provincias en las proximas Fiestas Patrias. Usted no tiene idea
de cual pudiera ser ese porcentaje. Ademas, se le pide que usted esté
razonablemente seguro de que su estimado no diferira del valor verda-
dero en mas de 6%. Calcule el tamafio necesario para una muestra que
tenga esta precision.

12. Al medir el tiempo de reaccidn, un psicélogo estima que la
desviacion estandar de esta medida es de 0.05 segundos. ;Qué tamafio
de muestra debe tomar para tener el 95% de confianza de que el error del
estimado del tiempo de reaccion promedio no exceda 0.01 segundos?

13. Un administrador universitario desea estimar la proporcion de
estudiantes matriculados en programasdeposgradoen administracion
de empresas en la ciudad de Lima que tienen estudios de pregrado en
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contabilidad dentro de £ 0.05 con 00% de confianza. ;Qué tamafio de
muestra debe estudiar como minimo, si no hay una base para estimar
el valor aproximado de la proporcién antes de tomar la muestra?

14. Un equipo de investigacion médica se siente seguro del desarro-
llo de un suero, el cual curara a cerca del 80% délos pacientes que sufren
de cierta enfermedad. ;Cuan grande debe ser la muestra para que el
grupo pueda estar seguro en un 98% de que la proporcién muestral de
los pacientes que se curan esté dentro de mas o menos 0.04 de la
proporcion de todos los casos que el suero curara?

15. La tienda “Articulos Eléctricos” desea utilizar una muestra alea-
toria para determinar la vida promedio de los focos que ha recibido en
un embarque que consta de 20,000 focos y usted ha sido comisionado
para determinar el tamafio de la muestra. La empresa desea tener un
nivel de confianza de 98% en la precision del estimado y que este no
fluctle en mas de diez horas, por encima o por debajo del verdadero
valor de vida promedio de los focos. Se sabe, ademaés, con base en una
muestra que se extrajo de un embarque previo, que la desviacién
estandar de la poblacion es de 77 horas en la vida de los focos.

16. El Director de una escuela de postgrado que tiene 1,000 estudian-
tes en total desea estimar el porcentaje de estudiantes que preferirian
gueel método de ensefianza fuera a través de“estudio de casos”en lugar
del método tradicional de “clases magistrales”. Calcule el tamafio mues-
tral necesario para esta estimacion, si se requiere un nivel de confianza
de 98% y un error tolerable no mayor que + 5%, ;Qué pasa si se reduce
el nivel de confianza a 95%?

17. El Contador de la tienda “SECO™ ha observado que el total de
cuentas pendientes por tarjetas de crédito de la propia firma haaumen-
tado a un nivel alarmante. Para formular una politica de descuento por
pago oportuno, se necesita conocer el tamafio o magnitud de las cuentas
retrasadas.

Suponga que se desea estimar la cantidad total en doélares de las
cuentas pendientes que tengan por lo menos noventa dias de atraso.
¢Cuél debe ser el tamafio de la muestra si se fija el error tolerable en
$ 10,000, con un nivel de significacion de 0.10? Suponga que hay 1,500
cuentas distintas con noventa o mas dias de atraso, y que se piensa que
la varianza de estas cuentas es inferior a 5,000.

18. La cafeteria de la universidad quiere estimar el grosor promedio
del queso que rebana una maquina. Se sabe, por experiencia pasada,
que la desviacién estandares de 0.05 cm. ;(Cuantas rebanadas se deben
chequear para tener un nivel de confianza del 95% de que el grosor
promedio esté entre = 0.013 cm?
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V. Prueba de hipotesis

1. Tipos de errores en la prueba de hipotesis. 2. El teorema del limite
central y la prueba de hip6tesis. 3. Procedimientos para prueba de
hipdtesis. 4. Medida del error de tipo Il. 5. Prueba de hipétesis para la
diferencia entre dos medias o dos proporciones.

En el capitulo anterior se aplico la teoria de probabilidades para
estimar ciertas caracteristicas de la poblacion tomando como
base la informacién de una muestra. Se establecieron estimado-
res puntuales y por intervalo para la media y proporcién de la
poblacion. En la discusién se sefialé que los estimados estaban
sujetos a error, pero que se podian establecer los limites de un
intervalo dentro del cual se esperaba encontrar los valores de los
parametros, con cierto nivel de confianza.

En este capitulo continuamos con este mismo tipo de andlisis
estadistico, pero ahora utilizamos la informacién muestral para
probar hipétesis sobre las caracteristicas de la poblacién. De
hecho, la prueba de hip6tesis sobre pardmetros de la poblacion es
el otro aspecto fundamental de la estadistica inferencial. En
principio, planteamos una hipétesis o supuesto sobre el valor de
un parametro poblacional, el cual es contrastado con el valor del
estadigrafo correspondiente calculado con base en una muestra
aleatoria. Esta comparacion permite aceptar o rechazar la hipo-
tesis original sobre el valor del parametro. Trataremos de con-
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| estar a preguntas como: ;Aceptamos o rechazamos un embar-
gue de bienes? (Han cambiado las preferencias electorales en
Lima? ;Aumentaron las ventas como consecuencia de lacampa-
fia publicitaria? ;Qué afirmacion podemos hacer acerca de la
ivida util media de nuestro producto?

En la primera seccion se analizan los dos tipos de errores que
se pueden cometer en el proceso de una prueba de hipoétesis, y
su relacion con el concepto de nivel de significacién y nivel de
confianza de la prueba. La aplicacién del teorema del limite
central en la prueba de hipdtesis se presenta en la seccién 2. El
procedimiento cientifico para la prueba de hipotesis se detalla
en la seccion 3, ilustrandolo con la prueba de hipétesis con
respecto a valores de la media de la poblaciéon y la proporcion.
La seccidn 4 describe la manera de calcular el error de aceptar
una hipétesis falsa. Finalmente, la seccién 5 discute la prueba de
hipotesis acerca de la diferencia entre dos medias poblacionales
y entre dos proporciones.

1. TIPOS DE ERRORES EN LA PRUEBA DE HIPOTESIS

En el proceso de probar una hipotesis, el primer paso consiste
en hacer una suposicion acerca de las caracteristicas desconoci-
das de la poblacién. Luego se toma una muestra aleatoria de esa
poblacidony, basandonos en la caracteristica muestral correspon-
diente, aceptamos o rechazamos la suposicion o hipétesis de que
la poblacion tenga la caracteristica descrita, con un grado parti-
cular de confianza. Consideremos el siguiente ejemplo: Hemos
ordenado un cargamento de 1,000 sacos de azucar de 50 Kilos
cada uno. Al recibir el producto debemos examinar el peso de
los sacos para aseguramos de que tengan el peso correcto. Para
esto tomamos una muestra aleatoria de 30 sacos y calculamos su
peso promedio, que resulta ser47.5 kilos. Con base en esta media
muestral debemos confirmar o refutar la afirmacion del provee-
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dorde que el peso promedio de los sacos de azUcar es de 50 kilos;
consecuentemente, aceptaremos o rechazaremos el cargamento.

Al usar una muestra para aceptar o rechazar una hipotesis
podemos cometer dos tipos de errores. Primero, podriamos
rechazar unahipotesis que es verdadera, cometiendo el [lamado error
de tipo I. En el ejemplo del cargamento de sacos de azUcar, es
posible que el promedio de los 1,000 sacos sea en efecto 50 kilos,
pero que se haya seleccionado una muestra que contiene mu-
chos sacos con menos del peso estipulado, y por tanto la media
muestral es de 47.5 kilos. Si hubiéramos fijado la regla de recha-
zar todo cargamento que produzca una media muestral menor
a 48 kilos, estariamos rechazando un cargamento con el peso
apropiado. Este error también es conocido como el riesgo del
productor, debido a que el comprador decide rechazar el carga-
mento y el productor debe aceptar la mercaderia devuelta a
pesar de que el cargamento cumple con los requerimientos
estipulados.

Existe otra manera de cometer un error en el contraste de
hipotesis; esto ocurre cuando se acepta una hipdtesis falsa y se
comete el llamado error de tipo Il. En el ejemplo de los sacos de
azucar, suponga que tomamos una muestra y encontramos que
la media muestral estd muy préxima a 50 kilos, lo que nos lleva
a aceptar el cargamento. Sin embargo, al embolsar el azlcar en
paquetes de dos kilos, nos damos cuenta de que el peso de la
mayoria de los sacos estaba por debajo de 50 kilos. A este error
también se le llama riesgo del consumidor, ya que este acepta un
envio que no cumple con las especificaciones requeridas. La
distincion entre estos dos tipos de errores se muestra en el
cuadro 11.

En el proceso de contraste de hip6tesis podemos establecer la
probabilidad de cometer tanto el error de tipo | como el error de
tipo Il. La probabilidad de cometer el error de tipo | es usual-
mente denotada por la letra griega alfa (a), mientras que la
probabilidad de cometer el error de tipo Il estd representada por

184 / Prueba de hipotesis



error de tipo | se hace més pequeria, la probabilidad de cometer
B error de tipo 1 se incrementa. La Gnica manera de reducir
tanto a como pes incrementando el tamafio muestral, como
veremos en la seccion 4.

En letra griega beta ((1). Cuando la probabilidad de cometer el

iiCUADRO11: TIPOS DE ERRORES EN LA PRUEBA DE HIPOTESIS

Realidad (Estado de la naturaleza)

Decision Hipotesis verdadera Hipotesis falsa
Aceptar hipotesis No hay emir Error de tipo Il
Rechazar hipo6tesis Error de tipo | No hay error

A la probabilidad de cometer el error de tipo |, rechazar una
hipotesis cierta, se le denomina nivel de significacion o significan-
cia. Los niveles de significacion (a) utilizados con frecuencia son
de 5% y 1%, aunque también se usan otros valores dependien-
do del tipo de problema bajo analisis. El complemento de a,
(1 - a), se denomina nivel de confianza de la prueba, y por tanto
se refiere a la probabilidad de que aceptemos una hipotesis
verdadera. Por ejemplo, si utilizamos el nivel de significacion al
5%, entonces el nivel de confianza sera del 95%. Lo que determi-
na el valor de a es el nivel de riesgo que se desea correr en un
problema especifico con respecto a cometer el error de rechazar
una hipotesis que sea cierta.

2. EL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL Y LA PRUEBA DE
HIPOTESIS

En el capitulo anterior estudiamos el teorema del limite central,
que establece que la distribucion muestral de la media se apro-
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xima a la distribucion normal cuando las muestras son suficien-
temente grandes (n > 30), con una media igual a la media
poblacional p, y una desviacion estdndar definida por:

0, sin>0.05N, ladesviacion estandar sera:

(I.b)

Usando estos resultados podemos calcular la probabilidad de

gue la media, X, de una muestra aleatoria de tamafio n, se ubique
en un intervalo especifico. Primero calculamos los valores de la
variable normal estandarizada, z, asociados a los limites del
intervalo usando la transformacion conocida:

2)

Una vez calculados los valores de z, utilizamos la tabla del
apéndice B para determinar la probabilidad de que la media
muestral calculada se encuentre enel intervalo definido.

El interrogante que debemos resolver ahora es: ;se puede
explicar la diferencia entre el valor de la media muestral y el
valor hipotético para la media poblacional, como una variacion
causada por el muestreo? ;O en efecto existe una diferencia
significativa entre ellas? El término significativo se utiliza en el
sentido de que exista algun factor que produzca la diferencia
observada, en adicién a las variaciones causadas por las fluctua-
ciones aleatorias que ocasiona la extraccion de una muestra
aleatoria de la poblacion. La respuesta al interrogante planteado
se basa en la comparacion del valor calculado de z con el valor
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de z de la tabla que separa a aquella parte de la curva normal
cuya area es igual al nivel de significacién establecido.

En el problema de los sacos de azucar de 50 kilos, suponga-
mos que se conoce la desviacion estdndar poblacional, o =5
kilos, y decidimos tomar una muestra de 36 sacos; entonces, la
desviacion estandar de las medias muéstrales de 36 sacos sera
Gx =5/V36~=0.83 kilos. De acuerdo con el teorema del limite
central, ladistribucion de las medias muéstrales de 36 sacos sera:

X ~ N (50, 0.83)

En el grafico 35 se representa esta distribucion normal. Sabe-
mos que el 687r del area total bajo la distribucion normal se
encuentra en el rango [g - Ox, g + Oxl; es decir, que el 68% de las
medias muéstrales de 36 sacos debe ubicarse en el rango [49.17,
50.83]. De igual manera, podemos afirmar que el %% de las
medias muéstrales se encontrard entre 48.37 y 51.62 kilos; es
decir, en el intervalo [g-1.96 o*, g + 1.96 c4].

Supongamos que el peso promedio de los 36 sacos de la
muestra seleccionada anteriormente es 48 kilos. La pregunta a
contestar es si la diferencia entre esta media muestral y la media
poblacional hipotética es significativa y si, por tanto, se debe
rechazar el cargamento. Debemos establecer el nivel de signifi-
caciéon (a) antes de tomar la muestra y hacer el analisis, pues
siempre existe el peligro de que el valor de z y su probabilidad
ejerzan alguna influencia en la elecciéon del nivel de a para
rechazar la hipétesis; esto quiere decir que la eleccion del valor
de a a usarse en el proceso de contraste de hipdtesis debe ser
independiente de los resultados del analisis de la muestra.

Usando la tabla de la distribucion normal estandarizada po-
demos establecer la probabilidad de que la media de una mues-
tra de 36 sacos extraida de una poblacién que tiene una media
de 50 kilos, y una desviacion estandar de 5, sea igual o menor a

48 kilos. El grafico 35 muestra que X = 48 esta en la cola izquierda,;
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se encuentra a 2.4 errores estandar de (i. De la tabla z podemos
determinar que:

p (X< 48) = P (z< 2.4) = 0.5 - 0.4918 = 0.0082

Existe una probabilidad muy pequefia, 0.82%, de que el car-
gamento de 1,000 sacos tenga un peso promedio de 50 kilos por

saco. Entonces, debemos rechazar el envio y devolver el pro-
ducto.

Grafico 35: Distribucion de los medios muéstrales de 36 sacos de
azlcar

— 1 T > 2

196 -1 0 1 1%

Si fijamos a =5%, la pregunta es: ;dénde ubicamos el &rea del
5%? ¢(En una o en ambas colas de la distribucion? La respuesta
depende del punto de vista del decisor. Si el decisor es el
recepcionista de sacos del depésito de una cadena de tiendas de
comercializacion, el area del 5% se ubicara en la cola izquierda,
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pues él sdlo estard interesado en que el peso promedio del
cargamento no sea menor de 50 kilos. Si el peso promedio de los
sacos es mayor que 50 kilos, mejor para él. Pero si el decisor es
el Jefe de Comercializacién de la compafiia productora de azu-
car, el area del 5% se distribuira en dos partes iguales en ambas
colas, 2.5% en cada una. Esta divisién se debe a que no sera
conveniente embolsar sacos con muy poco peso, pues se expone
a que los clientes devuelvan los pedidos; ni con mucho peso,
pues implicaria pérdidas para la compainiia.

Una vez definido el nivel de significacion (a) y sudistribucién
en unao dos colas, queda determinada laregién de rechazoo critica
para el proceso de contraste de hipoétesis. Si el valor de una

media muestral, X, cae en el area de rechazo, no estaremos
seguros de que la poblacion de la cual proviene la muestra tenga
una media de 50 kilos, y por tanto rechazamos el cargamento.

Pero si X cae en la region de aceptacion, (1 - a), aceptaremos la
hipétesis de que el cargamento tiene una media poblacional de
50 kilos.

3. PROCEDIMIENTOS PARA PRUEBA DE HIPOTESIS

En el proceso de probar una hipotesis acerca de un parametro
de la poblacién con base en la evidencia que proporciona una
muestra, calculamos el estadigrafo respectivo de la muestra y
decidimos si este valor es razonable para aceptar la hip6tesis
planteada. Por ejemplo, se desea probar la hipotesis segun la
cual la mitad de los estudiantes de pregrado de la Universidad
del Pacifico son hombres y se toma una muestra aleatoria de 40
estudiantes. Si 22 estudiantes de la muestra son hombres, po-
driamos, intuitivamente, aceptar la hipotesis planteada, ya que
22/40 =0.55 es un resultado muy préximo al valor hipotético de
0.50. Si, por otro lado, 30 de los 40 estudiantes de la muestra
fueran hombres, probablemente rechazariamos la hipotesis ori-
ginal de que la proporcion de hombres en la poblacién estudian-
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til de pregrado es 0.50, aun a pesar de que este Ultimo resultado
puede ser posible, de acuerdo con el teorema del limite central.
En esta seccion discutiremos el procedimiento para la prueba de
hipotesis acerca de los diferentes parametros de la poblacion;
asimismo, ilustraremos su aplicacién con las pruebas de hipote-.
sis con respecto a la media y a la proporcion de la poblacion.

Los pasos formales del procedimiento de prueba de hipdtesis
son:

(i) Suponer que el parametro de la poblacion es igual a un
valor hipotético. Este valor representa la hipotesis en la cual
centramos nuestra atencion, conocida como la hip6tesis nula, y
designada por Ho. La hipétesis alternativa, representada por Hi,
es la afirmacién de que el valor del parametro poblacional es
diferente de aquel especificado en Ho.

(ii) Establecer el nivel de significacion, a, o riesgo de cometer el
error de tipo | que estamos dispuestos a aceptar en esta prueba;
definir el tipode distribucion apropiada de acuerdo con el tamafio
muestral; y decidir si se realizara una prueba de una o dos colas,
dependiendo de la especificacion de la hipotesis nula.

(iii) Establecer la regla de decision, una vez definidas la region
de aceptacion y la region critica o de rechazo usando la distri-
bucién apropiada, Zo t.

(iv) Tomar una muestra aleatoria de la poblacion y calcular
el estadigrafo respectivo (X o p). Si el valor del estadigrafo se
ubica en la region de aceptacién, se acepta Ho; de lo contrario,
se rechaza Ho en favor de Hi.

Debemos establecer algunas recomendaciones que faciliten
la aplicacién de este procedimiento en una forma claray precisa.
En primer lugar, todos los posibles valores del parametro pobla-
cional deben estar incluidos o en la hip6tesis nula o en la
hipotesis alternativa. En el ejemplo de los estudiantes de pregra-
do, definiendon como laproporcién de hombres en la poblacién
estudiantil, podemos establecer las hipétesis de la siguiente
manera:

190 / Prueba de hipotesis



Ho:n = 05 3
Hi:n £05

Por otro lado, si quisiéramos probar la hipotesis de que
existen mas hombres que mujeres entre los estudiantes de pre-
grado, las hipotesis deben establecerse de la siguiente manera:

Ho:7A<05
Hi :n>0.5 @

En ambos casos, todos los valores posibles de n estan siendo
cubiertos entre Hoy Hi. Ademas, es recomendable que la igual-
dad del parametro al valor hipotético esté incluida en Ho.

En segundo lugar, la decisidon de usar una prueba de una o dos
colas debe basarse en la especificacion de la hip6tesis nula. Asi,
si Ho define una igualdad estricta como en la relacién (3), debe-
mos usar una prueba de dos colas, y la regién de rechazo estara
repartida igualmente en las dos colas de ladistribucion. En cambio,
si Ho no esta definida por una igualdad estricta, como en la
relacion (4), debemos usar una prueba de una cola, y la region
de rechazo se ubicaré en uno de los extremos de la distribucidn.
Si Ho : 7t< 0.5, laregion de rechazo estara en la cola superior.

En tercer lugar, la region de rechazo se define en términos de z
o t, pero en algunos casos sera recomendable expresarla en térmi-
nos de las unidades de medida de la media o proporcidon muestral.

En lo que queda de esta seccion ilustraremos la aplicacion del
procedimiento de prueba de hip6tesis con respecto a la media y
proporcion de la poblacién.

A. Prueba de hipotesis sobre la media de la poblacion
Ejemplo 1: Muestra grande, prueba de dos colas
Supongamos que el decisor en el ejemplo de los sacos de azUcar

de 50 kilos es el Jefe del Departamento de Comercializacién de
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la compafiia azucarera. El desea estar seguro de que los sacos de
azucar que la compafiia envia a sus clientes pesan realmente 50
kilos. Se tomé una muestra aleatoria de 36 sacos de azUcary se
encontré que el promedio del peso de esta muestra es 51.5 kilos,
con una desviacién estandar muestral s =5 Kilos. Si el decisor esta
dispuesto a aceptar un nivel de significacion del 5%, entonces
podré aplicar el procedimiento de prueba de hip6tesis como sigue:

(i)
(i)

(iii)

(iv)

Ho : p=50
Hi:p* 50

Nivel de significacién: a= 5%.

Se usard la distribucim z, puesto que n > 30, y por lo tanto
la distribucion muestral de la media es normal de acuerdo
con el teorema del limite central. Ademas, podemos usar
la desviacion estdndar muestral, s, como estimacion de a.
Se tiene una prueba de dos colas; la region de rechazo
estd en ambos extremos de la distribucién, puesto que
la hipotesis nula es de una igualdad estricta. Es decir, la
regién-de aceptacion de Ho, al nivel de significacion del
5%, esta dentro de + 1.96 bajo la curva normal
estandarizada (véase el grafico 36).

Regla de decision. La regién de aceptacion de Ho, al nivel
de significacion del 5%, esta limitada por los valores de z
equivalentesa+1.96. Consecuentemente, rechazaremos Ho si
z>1.96 6 z<-1.96, afirmando que el peso promedio de los
sacos es diferente de 50 kilos.

De los datos de la muestra sabemos que X=51.5 kilos.
Necesitamos encontrar el valor de z correspondiente a esta

media muestral, X:

z=XNii=Xzli

Y s/\Vi"
_ 51.5-50 _ (5)
5/V36 18
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Grafico 36: Regiones de aceptacién y rechazo en la prueba de
hipotesis de sacos de 50 kilos con Ho: p =50

Region de rechazo Region de aceptacion—le*—Region de rechazo

Dado que este valor calculado de z, 1.8, cae dentro del area
de aceptacion, la compariia acepta Ho, es decir, acepta que el
peso promedio de los sacos de azUicar que envia a sus clientes es
de 50 kilos, con un nivel de confianza del 95%.

Una manera alternativa de establecer la regla de decision es
usar launidad de medida de la variable; en este caso seran kilos.
Asi, queremos hallar la media muestral asociada al nivel de
significacion a = 5%, con dos colas, la que denotaremos como

Xa/2 Anteriormente hemos determinado el valor critico de
Zx/2 = 1-96; entonces, despejando la ecuacion (5) encontramos

los valores criticos de X:

Xas2= p+ Zas2a Sx= 50+ 1.96 (5/V36) = 51.63 kilos.
Xa/2= p- zas2 ss= 50- 1.96 (5/736)" - 48.37 kilos.
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Estos valores criticos de Xu2 nos permiten establecer la regla
de decision en launidad de medida de la variable bajo analisis; es
decir, kilos:

Si X >51.63 6 X <48.37, rechazamos Ho.
Si 48.37 < X <51.63, aceptamos Ho.

Dado que el peso promedio de los 36 sacos de la muestra es
51.5, valor que cae dentro del area de aceptacion de la hipoétesis
nula, concluimos que la informaciéon muestral no evidencia que
la media poblacional, el peso promedio de todos los sacos de
azucar que son enviados a los clientes, sea diferente a 50 Kilos.

Ejemplo 2: Muestra grande, prueba de ima cola

En el ejemplo de los sacos de aztcar de50 kilos, supdngase ahora
que el decisor es el Jefe de Almacén de una cadena de supermer-
cados, y desea determinar con un nivel deconfianza del 95% que
los sacos de azucar que compra no pesen menos de 50 kilos. Para
esto toma una muestra aleatoria de n =40 sacos y se halla que la
media muestral es de 48 kilos y la desviacion muestral, s, es igual
a 5 kilos. Puesto que el Jefe de Almacén estara satisfecho si los
sacos de azUcar pesan en promedio 50 kilos o mas, establecera
las siguientes hipotesis:

(i) Ho:p>50kilos
Hi : p< 50 kilos
(i) Nivel de significacion a =5%. Se usard la distribucién z dado
gue n>30; y sera una prueba de una cola, dado que la region
de rechazo se encuentra en el extremo inferior de la distribu-
cion (véase el gréafico 37). El valor critico de z serd: za = -1.645.
(iii) Regla de decision
Si z < -1.645, rechazamos Ho.
Si z >-1.645, aceptamos Ho.
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Grafico 37: Regiones de aceptacion y rechazo en la prueba de
hipdtesis de sacos de 50 kilos con HO;p > 50

Region de rechazo — Region de aceptacion

(iv) Dado que la media de la muestra de 40 sacos es 48 kilos,
con una desviacion estandar de 5 kilos, calculamos el valor
de z correspondiente;

7 XNt =X N =48-50= =2 =

Ss s/Vii  5/V40 0.79

Puesto que este valor de z cae dentro de la regién de rechazo
(z= -2.563 < -1.645), debemos rechazar Ho, concluyendo, con un
nivel de confianza del 95%, que el promedio de todos los sacos
de azlcar recibidos es menor que 50 kilos. Esto llevara al Jefe de
Almacén a rechazar el cargamento.

Al igual que en el ejemplo anterior, podemos establecer la
regla de decision fijando los valores criticos en kilos. Ahora
queremos hallar Xa, asociada a a= 5%, pero con una sola cola.
Dado z« = -1.645, entonces:
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Xa=p—zasx=50-1.645 (0.79) =48.7 kilos

La regla de decision sera, entonces:
Si X< 48.7 kilos, rechazamos Ho en favor de Hi.
Si X>48.7 kilos, aceptamos Ho.

Ejemplo 3: Muestra pequefia

Al igual que en el caso de muestras grandes, cuando se tiene una
muestra pequefna, donde n<30, podemos realizar pruebas de
hipotesis con una o dos colas, dependiendo del problema espe-
cifico. La Unica diferencia es que en lugar de usar la distribucion
normal estandarizada se usara la distribuciéon t de Student,
siempre y cuando la poblacion de la que se extrae la muestra
tenga una distribucion normal o aproximadamente normal.

Como ejemplo, suponga que una firma quiere saber, con un
nivel de confianza del 99%, si puede garantizar que las baterias
que producen duran mas de 24 meses. Por experiencia, se sabe
que la vida util de las baterias tiene una distribucién aproxima-
damente normal. La firma tomd una muestra aleatoria de 22
baterias y las entreg6 a choferes de taxi para su uso. Encontré
que lavida Gtil media de esta muestra de baterias fue de 25 meses
con una desviacién estandar de 3.8 meses. Puesto que es mas
conveniente incluir la igualdad en ia hipotesis nula, y dado que
el decisor desea probar que g>24 meses, debemos especificar
nuestras hipotesis de la siguiente manera:

(i) HO:p<24
Hi: p> 24

(ii) Nivel de significacion: a= 1%. Prueba de una cola; se usara
la distribucidn t con (n -1) = 21 grados de libertad, dado
que la distribucion de la poblacion es aproximadamente
normal, n< 30, y no se conoce o.

(iii) Regla de decision. El valor critico de t con 21 grados de
libertad y un nivel de significacion del%es:t(21.1%) =2.518,

196 / Prueba de hipotesis



de la tabla en el apéndice C. Entonces, la regla de decisién
esta dada por:
Si t> 2.518, rechazamos Ho en favor de Hi.
Sit < 2.518, aceptamos Ho-

(iv) El valor de tcalculado para los estadigrafos de la muestra
sera:

X-n_ 25-24 _ 1 _
s/VAi 38/V22 081 '

Como este valor de t es menor que el valor del t critico,
aceptamos Ho con un nivel de confianza de 99%. Es decir, la
compafia no puede afirmar que sus baterias duran mas de 24
meses, a pesar de que la media muestral fue de 25 meses.

B. Prueba de hipotesis sobre la proporcién de la poblacion

La prueba de hipotesis sobre proporciones se usa cuando que-
remos determinar si la proporcion de los elementos en una
poblacion que tiene cierta caracteristica es mayor, igual o menor
que algun valor especifico. La l6gica del procedimiento es idén-
tica a la establecida para la prueba de hipoétesis de la media.
Suponemos inicialmente que la hipoétesis nula es cierta, determi-
namos la distribucién muestral del estadigrafo (p) bajo el su-
puesto de que Hoes cierta, escogemos un nivel de significacion
que determina unaregion critica de rechazo de Ho, y finalmente
tomamos la muestra. En lugar de utilizar los resultados de los
teoremas 1 y 2, usaremos los teoremas V y 2' del capitulo
anterior. Para el caso de la proporcién, el valor de Z se calcula
como:

z_P-rc (6)
aP
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donde n Proporcién hipotética para el universo,
p Proporcién en la muestra.
Cp  Elerror estandar de la proporcién, dado por:

(7.2)

0, sin>0.05 N

(7.b)

Ejemplo 4: Prueba de hipétesis sobre proporciones

Un vocero del gobierno que esta disertando sobre la politica
cambiaria asegura que mas del 50% de los exportadores estan
satisfechos con el tipo de cambio establecido en el Gltimo mes.
Un profesor de la universidad, defensor de la promocién de
exportaciones como medio para lograr el crecimiento econémi-
co del pais, no cree en la afirmacién gubernamental. Toma una
muestra aleatoria de 50 personas que figuran en la lista de
exportadores y halla que 27 de ellos estan satisfechos con la
politica cambiaria del altimo mes. ;Sustentan los datos muéstra-
les la afirmacién gubernamental al nivel de significacion del 5%7?
La hipotesis original del profesor universitario es que no mas
del 50% de los exportadores estan satisfechos con el tipo de
cambio. Entonces estableceremos las siguientes hipotesis:

(i) Ho:n<0.50
Hi:n>0.50

(ii) a =0.05. Usaremos latabla z, ya que se trata de una muestra
grande (n>30); y serd una prueba de una sola cola. Luego,
el valor critico de za estad dado por za=I.645.
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(iii) Regla de decision:
Si z > z«=1.645, rechazamos Ho.
Si z< za=1.645, aceptamos Ho.

(iv) Calculamos el valor de z correspondiente al estadigrafo
p =27/50 =0.54.

p-7t_ 054- 050 _ 004 _
°P V(0.5) (0.5)/50 °-071

Puesto que este valor es menor que el valor critico, es decir,
se encuentra en la region de aceptacién, aceptamos Ho. Esto
significa que no hay base estadistica suficiente para la afirma-
cion gubernamental de que mas del 50% de los exportadores se
encuentran satisfechos con la politica cambiaria del gobierno, al
nivel de significacién del 5%.

Debemos sefialar que un error comun en la prueba de pro-
porciones es el uso del valor muestral p en lugar del valor
hipotético de n en la determinacion del error estandar de p.
Recuerde que el error estdndar p esta dado por : Vic(1 - n)/n,
donde n es el valor hipotético en Ho. Si fijamos la regla de
decisidn antes de calcular el estadigrafo, p, evitaremos este error.

4. MEDIDA DEL ERROR DETIPO 11

Ademas del error de tipo I discutido en laseccion anterior, existe
un error de tipo Il, que consiste en aceptar una hipétesis falsa.
En un mundo de certidumbres siempre podriamos evitar come-
ter ambos tipos de errores, pero en el mundo real la evidencia
muestral no es completamente confiable, y estamos sujetos a
error. Una manera de enfrentar esta situacion es decidiendo cudl
es la probabilidad de error que estamos dispuestos a aceptar en
la prueba de hipotesis. Naturalmente, nos gustaria que la pro-
babilidad de incurrir enambos tipos de error sea la mas pequefia
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posible. Pero para reducir ambos tipos de error se requiere
seleccionar muestras méas grandes, y es posible que estemos
limitados tanto por recursos econémicos como por disponibili-
dad de tiempo. Para un tamafio muestral especifico, nos encon-
traremos en la posicion de reducir la probabilidad de un tipo de
error Unicamente a costa de aumentar la probabilidad del otro
error.

En la seccion anterior nos concentramos en desarrollar un
procedimiento para probar una hipétesis a un nivel de signifi-
cacion dado. Es decir, establecimos reglas de decision en las
cuales la probabilidad de cometer el error de tipo I-rechazar la
hipotesis nula cuando era cierta- estaba determinada por un
valor preestablecido de a. Como se sefial6 en la seccion 1, una
regla de decision asi establecida implicara necesariamente algu-
na probabilidad de cometer el error de tipo Il, es decir, aceptar
una hipétesis nula cuando esta es falsa. En esta seccidn conside-
ramos la manera de calcular la probabilidad de cometer el error
de tipo Il, p.

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de n ele-
mentos de una poblacién con media g, desconocida, y desvia-
cion estandar a, conocida, y queremos establecer las siguientes
hipotesis:

Ho:g>go
Hi:g<go

La regla de decision para aceptar o rechazar Ho depende del
nivel de significacion, del tamafio muestral y del tipo de prueba.
Si suponemos que n>30, usaremos la distribucién normal estan-
darizada. Puesto que se trata de una prueba de una sola cola, la
regla de decision sera:

. X-go
<
Rechazar Ho si 0 VT za
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Por lo tanto, la probabilidad de rechazar la hipétesis nula
cuando esta es cierta es igual al nivel de significacion:

X - go
vag, <Z« a

Ahora estamos interesados en determinar la probabilidad de
aceptar esta hipotesis nula cuando es falsa. Si la hipétesis nula
es en efecto falsa, quiere decir que existe otra poblacion alterna
con una media poblacional realmente més pequefia que go- A
esta media alterna la denotaremos como ga. Supongamos que
esta poblacion alterna tenga una desviacidon estandar, aa; la
variable aleatoria zp también tendra una variable normal estan-
darizada alrededor de \ia, definida por:

. X-ha
P Ce\i"

Este hecho nos permite calcular la probabilidad de cometer
el error de tipo I, p, al aceptar Ho cuando la poblacion de la cual
fue extraida la muestra es realmente una poblacién alterna con
media g»

P = p (Aceptar la hip6tesis nula cuando es falsa)

f X-M. \
P @/ V\n>2%

donde zpmide la distancia que existe entre X y la media alterna,
ga enunidades de desviacidn estandar. Esta probabilidad puede
calcularse usando las tablas de la distribucién normal estanda-
rizada, una vez que ga cra, n y z« son especificadas. Esto quiere
decir que para calcular p es imprescindible especificar una po-
blacién alterna con su respectiva media y desviacion estandar.
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Para ilustrar el cilculo de B, consideremos el ejemplo 2 de la
seccién anterior, en el que sometimos a prueba la hipdtesis nula
segiin la cual el peso promedic de los sacos de azicar del

~cargamento recibido no era menor de 50 kilos:

Ho: p 2 po = 50 kilos
Hi: p <50 kilos

Dado que el tamafio de la muestra aleatoria es de 40 sacos,
usamos la desviacién estindar muestral, 8, como estimado de
o. La-prueba se llevd a cabo con un nivel de significacién del 5%
y se encontrd el valor critico de zg = - 1.645. Se establecid la regla
de decisidon como:

Xa - U0
c/Nn

Rechazar Hy si <zg=-1.645

0, a]terﬁaﬁvamente, en términos de las unidades de medida de
la media muestral, despejando Xe: '

Rechazar Ho si Xz < 50 - 1.645 (5/v40) = 48.7 kilos

Es decir, el valor critico de la media muestral es 48.7 kilos.
Ahora podemos determinar la probabilidad de que nuestra
" regla de decisi6én nos lleve a aceptar la hipétesis nula cuando e
peso promedio verdadero de los sacos del cargamento sea e
realidad a, 47 y no 50 kilos.

_ XaAl-la
B=p( S/ > Zp)

(487 —47 .
ﬁ—p[W>ZBJ:p(2.15>ZE,)
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De la tabla de la distribuciéon normal estandarizada ten-
dremos:

B=p 215> z3)=10.016

Luego, concluimos quela probabilidad de aceptar la hipdtesis
nula, cuando el peso medio verdadero de los sacos del carga-
mento es 47 kilos, es de 1.6%.

El grafico 38 ilustra estos cdlculos. Ademas, podemos obser-
war que si se reduce la probabilidad de cometer el error de tipo

! (), se aumenta el drea de aceptacién (Xq se mucve a la iz-
guierda} y, en consecuencia, aumenta la probabilidad de come-
et el error de tipo O (B). Asi, si fijamos o = 1%, entonces los

walores crticos de z y X serdn:
Zg=-2.33
Xo=50 - 2.33 (0.79) = 48.1 kilos
Entonce.s:

481 - 47

B= p(X>48.])= p(z> W):p(2>1.39)
=0.5- 04]7/—003234

Es decir que si o = 1%, hay una probabilidad mayor de
zometer el error de tipo I (B = 8.23%) que cuando o se fij6 en 5%.
Si queremos mantener la probabilidad de cometer el error de
tipo H en 1.6% y disminuir la probabilidad de cometer el error
de tipo I de 5% a 1%, podemos establecer las regiones criticas
para cada una de las dos curvas: la hipotética con Hp = 50 kilos

v la alterna con Ua = 47 kilos, definiendo X como el punto donde
2=0.01y p =0.016. :
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De la curva de la poblacion hipotética, con a =0.01, tenemos:

_ _ X-po_ X-50
za= -2.33= 5 S

de donde:
X= 50-2.33 (5IVii) 8)
De manera similar, de la curva de la poblacion alterna con

p=0.016, tenemos:

- . - X-pa_ X-47
zp= -2.13 sIVIT  5/Vii~

de donde:

X =47 +2.13 (5/Vn) )

Puesto que el valor de X es el mismo en las ecuaciones (8) y
(9), tenemos:

50-2.33 (5/Vfi) = 47 +2.13 (5IVii)

Resolviendo para n, se obtiene un valor de n = 55.25.

Por lo tanto, si se incrementa el tamafio muestral de 36 a 55
sacos, sera posible controlar las probabilidades de cometer los
erroresde tipo ly llen 1%y 1.6%, respectivamente. Esto ha sido
posible porque al aumentar el tamafio muestral la variacion en
la distribucion de las medias muéstrales disminuye, dado que la
desviacion de las medias es 0/V A

5. PRUEBA DE HIPOTESIS PARA LA DIFERENCIA ENTRE
DOS MEDIAS O DOS PROPORCIONES

En muchas situaciones de toma de decisiones, como en los
controles de calidad, es importante determinar si las medias o
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proporciones de dos poblaciones son o no iguales. Para hacer
esto tomamos una muestra aleatoria de cada poblacion, en
forma independiente, y calculamos sus medias. Silos valores de
las medias muéstrales difieren, podriamos concluir que las
muestras provienen de dos poblaciones con parametros diferen-
tes, o, alternativamente, que provienen de poblaciones que tie-
nen pardmetros igualesy que la diferencia entre los estadigrafos
soOlo se debe al azar. Luego, solo si la diferencia entre las medias
muéstrales o proporciones se puede atribuir al azar aceptamos
la hipotesis de que las dos poblaciones tienen iguales medias
(Ho : pi = (X2) o proporciones (Ho : #i = 712}

Estas pruebas son Utiles para contestar preguntas como: ;Hay
diferencia en la duracién de dos.marcas diferentes de un pro-
ducto dado? ;Hay diferencia en las preferencias politicas entre
los ciudadanos de Limay Arequipa? ;Son los salarios diferentes
en dos empresas dadas?

A. Prueba para la diferencia entre dos medias

Para elaborar una prueba con respecto a la diferencia entre
medias poblacionales, lo primero que hacemos es aplicar el
resultado del teorema del limite central para este caso: Si toma-
mos muestras independientes de las dos poblaciones, de tamafio
suficientemente grande (tanto m como n2 > 30), entonces la
distribucion muestral de la diferencia entre las medias muéstra-
les (Xi - X2) es normal oaproximadamente normal, definida por
los siguientes parametros:

E (Xi-X2) =m-p2 C)]

y una desviacion estandar o error estandar igual a:
(10)
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dondegiyai son lamediay desviacion estdndar de la poblacién
de la cual se extrae el primer conjunto de muestras de tamarfio
m; Ji2y 02 son la media y desviacién estdndar de la poblacién de
la cual se extrae el segundo conjunto de muestras de tamafio m.
Podemos resumir estos resultados en la siguiente expresion:

(Xi- X2 ~ N Ol - (12 a¥ - xa)

Si no conocemos ai y 02, y los tamafios muéstrales son
mayores que 30, usaremos las desviaciones muéstrales (si y &)
como una buena aproximacion de las desviaciones estandar
poblacionales, y el error estandar de las diferencias sera igual a:

01)

En el caso en que tanto m como n2 sean menores de 30; que
ai y 02 sean desconocidas; y que podamos suponer que las
muestras provienen de poblaciones que tienen distribucion nor-
mal, entonces la distribucién muestral de la diferencia entre las
medias tendra una distribucién t con (ni + n2- 2) grados de
libertad. Si suponemos que las desviaciones estandar poblacio-
nales son iguales pero desconocidas, usamos si y & para estimar
el error estandar de la diferencia entre medias de la siguiente
manera:

02)

Donde:

2 (ni-1)si2+n2-1)s22 (13)
S .
ni+n2- 2
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es decir, Fesun promedio ponderado de sizy S? Las pondera-
ciones son (m -1) y (nz2 -1), con el fin de obtener estimaciones
no-sesgadas para Ci2y O:2.

Ahora ya podemos aplicar el procedimiento de contraste de
hipdtesis presentado en la seccién 3.

Ejemplo 5

Una importante compafiia de transporte publico de Lima
Metropolitana debe decidir entre dos marcas de llantas para su
parque automotor, con un nivel de confianza del 95%. Para
tomarla decisidn seleccion6 una muestra aleatoria de 100 llantas
de cada marca y encontré que la marca 1 tiene una vida util de
98,000 kildmetrosen promedio, Xi, con una desviacion estandar,
si, de 8,000 kilémetros. Por otro lado, los estadigrafos calculados
para la marca 2 son X» = 101,000 kilémetros y S = 12,000
kildbmetros. ; Qué marca de llantas deberia adquirir la compafiia
de transporte si la diferencia de precios es minima?

Aplicando el procedimiento de prueba de hipétesis, tenemos:

(i) HO6:ni=g2
Hi:g; /792
o, alternativamente:

Ho:gi- g2=0
Hi:gi-p2*0

(i) a=5%. Usaremos la tabla z, pues tanto ni como m son
mayores de 30; es una prueba de dos colas, con la region
de aceptacioén en el intervalo limitado por  =+1.96.

(iii) Regla de decision:
Siz>1.9606z<-1.96, rechazamos Ho.

(iv) Usando los datos muéstrales podemos calcular el valor de
z, para lo cual primero calculamos la desviacion estandar
de la diferencia entre las medias muéstrales:
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= 1,442 km

S(x, - xd S(x, - X)

98,000- 101,000 _ -3,000 _
1,442 ~ 1442 ~

Este valor calculado de z cae dentro de la regién de rechazo
de Ho (z =-2.08 < Zg2=-1-96), y la compafiia de transporte debe
aceptar Hi : pi * Y&, al nivel de significacion del 5%.

Hemos determinado que existe una diferencia significativa
entre la vida atil media de ambas marcas. Sin embargo, no
hemos contestado nuestra pregunta inicial de qué marca de
llantas se debe adquirir. Realizamos una nueva prueba de hip6-
tesis suponiendo que la vida util media de las llantas de marca
2 es mayor que la de la marca 1.

Hx pi >ya
Hi: m<ya

Usando el mismo a, la tabla z, y dado que es una prueba de
una sola cola, el valor critico de z« estara dado por -1.645.

De los datos muéstrales calculamos que z = -2.08, que es
menor que el z critico, por lo que rechazamos Hoy concluimos
gue la vida util promedio de las llantas de la marca 2 es mayor
gue aquella de lamarca 1. Por lo tanto, lacompafiia de transporte
debe abastecerse de la marca 2.

Para resaltar la importancia de la eleccién del nivel de signi-
ficacion en el proceso de prueba de hipotesis, supongamos que
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el decisor de la compafifa opta por un nivel de significacion dei
1% en'lugar del 5%. Gi:

Ho:p=pz
Hy:rpr#p2

el valor critico de z serd igual a zs, = +2.58, y la regla de decision
sera: o

Rechazar He sj z >"2.58‘ O z<-258.

Elz calculado(z = -2.08), al nivel de significacion del 1%, caer
dentro delaregion de aceptacion de Hp. Esto indicaria que no
hay diferencia significativa entre ty y-42 al nivel de significacion
del 1%, asi que la compafia de transporte podria-adquirir cuak-
quiera de las dos marcas.

B. Prueba para la diferencia entre dos proporciones

La prueba dehipétesis para la diferencia entre dos proporciones
se realiza cuando queremos determinar si las proporciones da
dos poblaciones son o no iguales. La 16gica del procedimient:
es idéntica a la establecida para la diferencia de las medias.
Tomamos una muestra aleatoria de cada poblacion y calculames;
las proporciones muestrales; si la diferencia entre estas propor-
ciones se puede atribuir al azar, aceptamos la hipdtesis-de qus
las dos poblaciones tienen iguales proporciones.

El teorema del limite central para el caso dela diferencia entre
proporciones establece que si tomamos muestras suficientemer-
te-grandes (n1, n2 = 30), entonces la distribucién muestral de iz
diferencia entre las proporciones es normal:

(pr—p2) ~ Nl(nl“ﬁ?.l,s(p;:—m)) . (141
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donde:

\/ 711 L)
S(pr - p2) = p(l-P)[‘aﬂL—J .

nz

Para calcular el error estdndar de la diferencia entre propor-
ciones, S(p; - py, Necesitamos un estimado. de la proporcion total
de éxitos para las dos muesiras combinadas, al que llamaremos p:

_nipit+nzp; (16)

T on{+ny

donde p1 es la proporcién de éxitos en la muestra 1, y pz es la
proporcién en la muestra 2. Es decir, p es un promedic ponde-
rado de p1y p2.

Eiemiplo 6

i/na compaifiia quiere determinar con un nivel de significacién
gel 5% si la proporddn de empleados del Departamento de
Produccion que llega tarde, i, es mayor que dicha proporcion
zn el Departamento de Administracién, mz. La compafiia toma
ena muestra aleatoria de cada uno de estos departamentos y
pncuentra que pr = .08 yp:= 0.05 para n; =40 y nz = 30. '
Puesto que la compafifa quiere probar si mj > mp, planteare-
mos las siguientes hipdtesis:

d) Ho:mi<me
Hi:mi>m

0, alternativamente:
Ho:imi—m<0

H1:TI:1—‘JI2>O
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(ii) a =5%. Usamos la tabla z, ya que m, m >30; es una prueba
de una cola, con la region de rechazo en el limite superior
de la distribucion. Luego, el z critico serd za = + 1.645.

(iii) Regla de decision:
Si z > 1.645, rechazamos Ho.

(iv) De los datos muéstrales, tenemos:

400 (0.08) + 200 (0.05) 10
P= 400 + 200 = 600= 0-017

1

- = 0.0112
V400 + 200
y

ety (9.017) (0.983)

Entonces:

pi ~P2 0.08 - 0.05
sie, - P 0.0112 268

Puesto que z =2.68 > za= 1.645, rechazamos Hoy concluimos,
al nivel de significacion del 5%, que la proporcion de tardanzas
en el Departamento de Produccion es mayor que la del Depar-
tamento de Administracion.

® Ejercicios

1. Defina y discuta los siguientes conceptos:
a. Error de tipo | y error de tipo Il.
b. Hipdtesis nula e hipotesis alternativa.
c. Pruebas de una y dos colas.
d. Regla de decision del procedimiento de prueba de hipotesis.
e. Parametrosa y p.
2.Un productor nacional de refrigeradoras sostiene que su producto
tiene en promedio una vida de 30 meses sin desperfectos. En una
muestra de 85 refrigeradoras, la vida promedio antes de necesitar una
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reparacion fue de 28.3 meses, con una desviacion estandar de 5 meses.
¢Proporciona esta muestra suficiente evidencia para refutar la afirma-
cién del fabricante? Use un nivel de significacion de 0.05.

3. La vida promedio de una muestra de 100 tubos fluorescentes
producidos por una compafia fue de 1,570 horas con una desviacion
estandar de 120 horas. El Gerente de la compafiia afirma que sus tubos
fluorescentes duran por lo menos 1,600 horas. Usando el nivel de
significacion de 0.05, ;esta usted de acuerdo con la afirmacion del
Gerente?

4. Un fabricante esta considerando la compra de un nuevo equipo
para elaborar herramientas y ha especificado que el equipo no debe
requerir, en promedio, més de 10 minutos de preparacién porcada hora
de operacién. El encargado del Departamento de Compras visita una
compariia donde se halla instalado el equipo y comprueba que 40 horas
de operacion seleccionadas al azar incluyen 7 horas y 30 minutos de
preparacion con una desviacién estdndar de 3 minutos. Basandose en
estos resultados para la muestra, ;puede rechazarse la suposicion de
gue el equipo posee las especificaciones sobre tiempo de preparacion
al nivel de significacién del 1%?

5. Se ha creado un nuevo tipo de cuenta “Iffy” para aquellas personas
gue tienen un historial de crédito malo y que no son elegibles para otro
tipo de cuenta en el banco. Un cliente que posee una cuenta “Iffy” debe
pagar una multa de 5% mensual sobre los montos atrasados por més
de un mes. Si no se cancelan los créditos pendientes en tres meses,
se suspende la cuenta. El encargado de las cuentas “Iffy” sostiene que
el balance promedio no pagado es usualmente igual o menor a $ 200.
Una muestra de veinte cuentas impagas revela que el balance pro-
medio es de $ 210 con una desviacion estandar de $ 25.

a. (Es justificada la afirmacién del encargado de las cuentas “Iffy’? Use
un nivel de significacion de 0.05.
b. Si se tomara una muestra de 200 cuentas y se obtuviera una media
de $ 210 y una desviacion estandar de $ 25, ¢cual seria su conclusion?
6.Se piensa que los valores que se muestran acontinuacién proceden
de una poblacion con media igual a 20. Pruebe esta hipétesis utilizando
un nivel de significacion del 0.05%. Los valores son: 16,14,24,18,22
y 20.

7. Los accionistas de una cadena de tiendas por departamentos estan
dispuestos a establecer una nueva sucursal en un cierto distrito si el
ingreso familiar promedio en esa area es de por lo menos $ 1,000
mensuales. Se realiza una encuesta en 400 hogares seleccionados al azar,
encontrando que el ingreso familiar mensual promedio es $ 986, con
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una desviacion estandar de $ 124. Utilice un nivel de significacion de
0.01 para determinar si los datos de la muestra justifican que se esta-
blezca una nueva sucursal en ese lugar.

8. Considere al productor de focos “Brillante”. La campaiia publici-
taria afirma que el producto tiene una “vida de 100 horas o méas”. La
vida de lasbombillas tiene una distribucién normal con una desviacion
estandar de 5 horas. Un lote de produccién consiste de 7,000 a 8,000
focos.

a. Construya una regla de decisidn para una muestra aleatoria de 25
focos, al nivel de significacion del 10%.

b. Calcule la probabilidad de aceptar la hip6tesis nula utilizando la
regla de decision de la parte (a) cuando la “media verdadera de la
poblacion”es de 99 horas con la misma desviacion estandar especi-
ficada en (a).

9. Cierto fabricante de refrescos alega que su producto es superior al
de sucompetidor porque en una muestra de 100 personas que probaron
ambos refrescos con los ojos vendados, el 52% prefirié su producto.
¢Justifica este resultado muestral la afirmacion del fabricante? Utilice
un nivel de significacién de 0.05.

10. Durante veinte dias se registraron las temperaturas de operacion
de dos hornos de secado para pintura. Las medias y las varianzas de
las dos muestras son:

Media Varianza
Horno A 82 41
Horno B 84 86

¢Proporcionan estos datos evidencia suficiente para indicar que
existe una diferencia en la temperatura promedio de secado para los
dos hornos? Use un nivel de significacion de 0.05.

11. El laboratorio farmacéutico “El Inca”, que fabrica “Inmejorable”,
unas pastillas para eliminar el dolor de cabeza, afirma que su producto
produce alivio mas rapido que el de la competencia. Para fundamentar
su argumento tomé dos muestras de personas con dolor de cabeza a
quienes se les administro los analgésicos en cuestion. Se obtuvieron los
siguientes resultados:
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Producto de la

“Inmejorable”  competencia
Tiempo promedio que demora el
producto en comenzar a tener
efecto 12 minutos 14 minutos
Desviacién estandar de la muestra 4 minutos 3 minutos
Tamarfio de la muestra 100 100

¢Es esta evidencia consistente con la afirmacién del laboratorio?
Utilice un nivel de significacién de 0.05.

12. Una empresa que fabrica e instala calentadores solares para
viviendas estad considerando iniciar operaciones en Chaclacayo. La
compafia estima que le sera conveniente iniciar operaciones en ese
lugar si el 50% 6 mas del total de viviendas estan habitadas por sus
duefios. Una encuesta de 31 hogares de Chaclacayo indica que el 58%
de las viviendas son alquiladas. Con un nivel de significacion de 0.05,
;deberia la empresa iniciar operaciones en Chaclacayo?

13. Una compainiia de publicidad sostiene que el 40% de los automo-
vilistas que cruzan cierta interseccion ven el anuncio alli ubicado y
recuerdan su mensaje. Se toma una muestra al azar, formada por 640
automovilistas que pasaron por dicho lugar, de los cuales 224 recorda-
ron el anuncio. ¢Es posible rechazar la afirmacién de la compafia de
publicidad? Utilice un nivel de significacién de 0.01 con una prueba de
una cola.

14. Se lanza un dado 240 veces y se obtiene el niamero “6” cincuenta
veces. (Se justifica la afirmacién de que el dado tiende a favorecer al
seis, con un nivel de significacion del 5%?

15. La experiencia de la tienda “Pretty” indica que el 70% de sus
clientes son mujeres. “Pretty" inicia una nueva politica de mantenerse
abierta los domingosy toma una muestra aleatoria de 896 de sus clientes
dominicales, encontrando que el 66% de ellos son mujeres. Determine,
a un nivel de significacion de 0.05, si este hallazgo indica que la
proporcion de mujeres entre los clientes dominicales difiere de la
proporcién de los otros dias.

16. Un vendedor de “Electrolux” encontr6 que sus ventas por
cliente eran de $ 350 con una desviacion estandar de $ 80. Después
de un aumento significativo en avisos promocionales en el mes de
octubre, tom6 una muestra aleatoria de 40 facturas y se encontré que
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el valor de venta promedio por cliente fue de $ 370 con la misma
desviaciéon estandar de $ 80. Determine la efectividad de la campafa
de publicidad sobre el promedio de ventas con un nivel de signifi-
cacion de 0.05.

17. El Jefe de la Oficina de Personal de una gran cerveceria realizd
un estudio para calcular los afios de servicio de los 10,000 empleados
de la compafiia como parte de una investigacion para determinar si era
deseable establecer un nuevo plan de retiro. El estudio encontré que el
promedio (media aritmética) de los afos de servicio era de 12.5 afios,
con una desviacion estdndar de 4 afios. Cinco afios mas tarde se tomo
una muestra aleatoria de 324 empleados y se encontré que el promedio
de afios de servicio en la muestra era de 13.8 afios.

Determine, con un nivel de significacion de 0.01, si la informacion
en la muestra indica que ha aumentado el nimero promedio de afios
de servicio de los empleados de la cerveceria. Suponga que la desvia-
cién estdndar permanece constante.

18. Cierta maquina que llena sacos de alimentos balanceados para
animales menores esta calibrada para embolsar 45 kilos de alimento en
cada saco. Se tomo6 una muestra aleatoria de cinco sacos y se peso su
contenido en kilos: 44.2,46.3, 45.1, 47.2 y 45.8 respectivamente. Utilice
un nivel de significacion de 0.05 para analizar si la maquina esta bien
calibrada.

19. Los 84 estudiantes que solicitaron admisiéon en la Escuela de

Postgrado de la Universidad del Pacifico en este ciclo obtuvieron un
puntaje promedio de 67 en el examen de admisién, con una desviacion
estandar de 21. En el ciclo anterior, los 68 estudiantes que solicitaron
admision obtuvieron una calificacién promedio de 70, con una desvia-
cion estandar de 35.
a. ¢Se puede afirmar que los postulantes de este ciclo tienen un rendi-
miento inferioralos del ciclo anteriora un nivel de significacion de 0.01?
b. ¢(Cuadl es la regién de aceptacion para la prueba en términos de los
resultados del examen de admision?

20. La compaifia manufacturera de amortiguadores asegura a sus
distribuidores que no encontraran mas del 6% de amortiguadores
defectuosos en cada envio. Un distribuidor decide poner a prueba
esta afirmacién usando un 0.05 de probabilidad de rechazar la
afirmacién si esta es cierta, dado que el productor sélo aceptaria una
tasa de devolucion del 5% de mercaderia ‘buena”. El distribuidor
escogi6 125 amortiguadores aleatoriamente, y encontré 11 defectuo-
s0s. ¢A qué conclusién se puede llegar respecto a la afirmacion del
productor?
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21. “Los Perforadores”, contratistas que realizan trabajos de perfora-
cion de pozos petroleros, tienen una especial preocupacion por utilizar
sellos de calidad. Para aumentar el margen de seguridad, estos sellos
se utilizan en grupos sucesivos de tres, pues el 20% de ellos fallan antes
de su tiempo de reemplazo de 100 horas.

La firma adquirié recientemente un lote de 5,000 sellos de un
nuevo fabricante y probé 225. Cincuenta y dos fallaron antes de su
tiempo de reemplazo. (Pueden “Los Perforadores” concluir que los
nuevos sellos son inferiores a los que habian estado usando? Justifique
su respuesta.

22. Una compaiiia local que importa llantas ha recibido una serie de
guejas acerca de la duracion de las mismas. La empresa decidié tomar
una muestra de 64 llantas del ultimo embarque y someterlas a prueba.
Dado que la prueba es destructiva, la empresa no quiso tomar una
muestra muy grande. De acuerdo con los fabricantes, la duracién
promedio de las llantas deberia ser por lo menos 40,000 kilé6metros, con
una desviacién estandar conocida de 400.

La compafiia encontré que la duracién promedio de las llantas de la
muestra es de 38,000 kilometros. ¢Deberia devolver el cargamento o
aceptarlo? Use un nivel de significacién de 0.05, dado que los abas-
tecedores no aceptarian mas del 5% de devoluciones de buena mer-
caderia.

23. Una compafiia manufacturera que produce dos tipos de llantas,
una que contiene fajas de acero y la otra que usa particulas de plutonio,
decidio realizar una prueba. Se distribuyeron llantas a una muestra de
chéferes interprovinciales, midiendo el desgaste cada cierto tiempo.
Confiando en los comentarios de los usuarios y en la medicién del
desgaste de las llantas, se elabor6 la siguiente tabla:

Tipode Vida media Desviacion NUmero de
llanta (km) estandar usuarios
Acero 43,000 3,500 n

Plutonio 40,800 2,100 12

Con un nivel de significacion del 5%, ;concluiria que hay una
diferencia entre los dos tipos de llantas? Si la hubiere, ;qué tipo de llanta
se debe producir, si es més barato fabricar las llantas de acero?
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24. Cierta empresa esta considerando introducir un nuevo plan de
retiro si el promedio de los afios de servicio de sus empleados es de
alrededor de 12 afios, pero estima que el nuevo plan seria demasiado
costoso si el promedio de afios de servicio excede los 14 afios. De un
estudio previo se determind que la desviacion estadndar de los afios de
servicio es de 4 afios. Disefie un experimento que permita a lacompariia
tomar una decisién cona =0.01 y B=0.05.
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V1. Analisis de regresion y correlaciéon

1. Diagramas de dispersion. 2. Ecuacién de regresion-Método de
minimos cuadrados ordinarios. 3. Medida del error estandar de esti-
macion. 4. Uso del error estandar de estimacion. 5. Coeficiente de
determinacién y coeficiente de correlacion. 6. Prueba de significacién
del coeficiente de determinacién. 7. Prueba de significacion del coefi-
ciente de regresion. 8. Condiciones para el uso del método de minimos
cuadrados ordinarios. 9. Analisis de correlacién lineal. 10. Analisis
de regresién maltiple. 11. El analisis de regresion y la computadora.
12. Los supuestos del método de minimos cuadrados ordinarios y
métodos alternativos de estimacion. 13. Limitaciones del analisis de
regresion.

Este capitulo se dedicara al estudio del analisis de asociacion o
relacién que pudiera existirentre dos o mas variables. Podremos
examinar, por ejemplo, la relacion entre los niveles de importa-
ciones de insumosy la produccién industrial; entre las notas que
obtienen los alumnos en el curso de Analisis Estadistico y en el
curso de Matematicas; entre la temperatura promedio, la preci-
pitacion de lluvia y la produccion de papas en una region
determinada.

Los dos métodos que se discutiran son el analisis de regresion
y el andlisis de correlacion. Estos métodos difieren en su enfoque
fundamental. El andlisis de regresién considera una o mas va-
riables como dadas, y examina el efecto de estas en una variable
aleatoria dependiente. El analisis de correlaciéon considera a
todas las variables como aleatorias, y examina la interrelacion
gue existe entre ellas.

El analisis de regresion tiene como objetivo predecir el valor
de una variable tomando como base a otras que la explican,
medir el grado de relacion entre estas variables y probar hipo6-
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tesis para establecer si la relaciéon es o no significativa. Para
lograr estos propositos se utiliza el diagrama de dispersion que
se explica en la seccion 1, y la estimacion de una ecuacion lineal
porelmétodo de minimos cuadrados que se discute en la seccion
2. En la seccidon 3 se establece la utilidad de esta ecuacion para
estimar valores de la variable independiente y medir la confia-
bilidad de tales estimados a traves del calculo del error estandar
de estimacion. Con base en este error estandar de estimacion,
gue mide el grado de relacion entre las variables, se construyen
intervalos de confianza, como se muestra en la seccién 4. Los
coeficientes de determinacion y correlacion se calculan en la
seccidn 5. Para terminar con el andlisis de regresion simple, en
las secciones 6 y 7 se introduce el uso de la prueba t para
determinar si la relacion entre las variables y el coeficiente de
regresion es estadisticamente significativa. En la seccion 8 se
explicitan las condiciones que deben cumplirse para poder usar
el método de minimos cuadrados ordinarios en la estimacion de
una ecuacion lineal.

En la seccién 9 se discuten las medidas de interdependencia
de dos variables definidas por el analisis de correlacion. Luego,
en las secciones 10 y 11 se amplia y generaliza el analisis de
regresion, para considerar los efectos de mas de una variable
independiente en una variable dependiente; asi como ciertas
relaciones no lineales (seccién 12). Finalmente, en la seccidn 13
se establecen algunas limitaciones del analisis de regresion.

1. DIAGRAMAS DE DISPERSION

Consideremos el siguiente ejemplo: La compafiia minera "La
Hermosa” desea establecer la relacion que existe entre su nivel
de producciéon de minerales en toneladas métricas y el nimero
de horas/hombre empleadas en dicha produccién. Se plantea la
hipétesis de que a medida que aumentan las horas empleadas,
aumenta la produccion. Antes de emplear las técnicas matema-
ticas del analisis de regresion para aceptar o rechazar esta hip6-
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tesis, trataremos de representar los datos disponibles para las
dos variables en un diagrama para verificar si existe tal relacion.
El Departamento de Produccién de la mina proporcioné infor-
macion sobre las variables de interés para el periodo enero-se-
tiembre del afio pasado. Estos datos se muestran en el cuadro 12.

CUADRO 12: COMPANiA MINERA “LA HERMOSA™:
NIVELES DE PRODUCCION DE MINERAL Y NUMERO
DE HORAS/HOMBRE EMPLEADAS

Mes Miles de Mineral producido
horas/hombre (Miles de toneladas)

Enero 1,170 35.4

Febrero 1,150 331

Marzo 1,343 48.0

Abril 757 185

Mayo 1,180 36.4

Junio 1,117 36.0

Julio 1,180 41

Agosto 933 28.1

Setiembre 1,195 39.7

De la observacion de estos datos podemos afirmar que, en
general, el nivel de produccién aumenta a medida que el nUmero
de horas/hombre empleadas para su produccién se incrementa.
La relacién podria ser descrita como lineal. Cada mil horas/hom-
bre adidonales tenderan a aumentar la produccion de minerales
en una cantidad constante. Sin embargo, esta relacion lineal descri-
be solamente una tendencia general; no dice exactamente cuanto
se producira con base en el nimero de horas/hombre empleadas.

Larepresentacion de los datos en un plano cartesiano se llama
diagrama de dispersion. Por convencion, la variable conocida o
independiente se grafica en el eje de las abscisas (X), y la variable
dependiente, a ser estimada, en el eje de las ordenadas (Y). Por
lo tanto, cada punto de esta grafica representa dos caracteristicas
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de la misma unidad de analisis. Esta representacién grafica de
los datos es informativa, pues nos permite tener una idea sobre
el grado (intensidad) y la naturaleza (forma) de la relacion entre
las dos variables. PPor inspeccion podemos establecer si'la refacion
es lineal o no-lineal, positiva o negativa, o si simplemente no existe
una relacidn aparenté, Para obtener la maxima informacion posible
de un diagrama de dispersion se deber tener especial cuidado en
elegir tanto las unidades de medida de las variables en estudio,
como las escalas que se utilizaran para graficarlas.

Fl diagrama de dispersion para ¢l caso de la mina “La Her-.
mosa’ se muestra en el grafico 39. Observando el diagrama,
podemos establecer lo siguiente:

1. Existe una relacion lineal entre el nivel de mineral produ-
cido’en un mes y el niimero de horas/hombre empleadas en.
dicho periodo. Es posible trazar una linea recta que se “ajuste” a
tos puntos graficados en el diagrama de dispersion.

2! Es obvio que la relacién no es deterministica; vale decir,
cualquiera sea la linea recta que se trace, Jamayoria de los puntos
estardn por encima o por debajo de dicha Iinea.

El punto 2 expresa que la relacion entre las dos variables ne
quedara totalmente explicada por una ecuacidn lineal, sino que
en cada mes habra factores peculiares que haran que se produz-
ca un poce mis o menos de lo esperado si sélo se considera el
nimero de horas/hombre empleadas.

El diagrama de dispersién no s6lo es 1til en el analisis ds
regresidn, sino también en el analisis de correlacién, para indicas
el grado de asociacién entre dos variables, como veremos en lz
seccion 9. En este Gltimo caso, no se trata de una variable
dependiente y otra independiente, pues las dos son considera
das aleatorias. En el andlisis de regresidn se supone que k
variable explicativa o independiente toma valores fijos en mues-
tras repetidas. Es decir, que los valores de X han sido medidoy
sin error, mientras quelos valores de Y aseciados a los diferentes
valores de X s{ son aleatorios.
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2. ECUACION DE REGRESION-METODO DE MINIMOS
CUADRADOS ORDINARIOS (MCO)

En el caso de la mina “La Hermosa”, se desea saber cuanto se
producira en un mes si se cuenta con un determinado ndmero
de horas/hombre. Como observamos en el diagrama de disper-
sion, existe una relacion lineal entre ambas variables, y nuestro
problema es ahora trazar una linea recta que se “ajuste”lo mejor
posible a los puntos de dicho diagrama. Esta linea de regresion,
que representa la relacién promedio entre las dos variables, sera
el instrumento que nos permitira estimar el valor de la variable
dependiente (niveles de produccién) tomando como base el
valor de la variable independiente (horas/hombre).

Necesitamos establecer un método para estimar o ajustar una
linea de los datos observados. Ademaés, debemos seleccionar
criterios para medir la bondad de ajuste, estableciendo una medi-
da de lo bien o0 mal que la linea de regresién logra describir la
relacion entre las variables.

Podriamos ajustar una linea, “al 0jo”, trazando una recta que
consideremos sea la que mejor se ajusta. Otra persona podria
trazar otra linea afirmando que se ajusta tan bien o mejor que la
nuestra. No hay manera de decidir cudl es la linea que mejor se
ajusta hasta que estemos de acuerdo en un criterio que defina lo
gue constituye un buen ajuste.

Otro método simplista podria especificar que la linea de

ajuste pase por el punto (X, Y), siendo X e Y los valores de las
medias de las variables. Pero como se puede observar en el
grafico 40, existen una infinidad de lineas que pasan por
(X,Y).

A través del analisis de regresion buscamos que la linea de
ajuste se aproxime lo mas posible a todos los puntos del diagra-
ma de dispersion. Algunos puntos estaran por encima de la
linea, mientras que otros estaran por debajo. Sin embargo, esta
linea debe ser no-sesgada, en el sentido de que no tienda a
sobreestimar los puntos mas que a subestimarlos. Como primer
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criterio de ajuste se podria especificar que la suma de las desvia-
ciones de cada punto a lalinea, llamada error total, sea minimo.
La linea de regresion tendra la forma:

=a+bXj
donde es el valor estimado de Y| para X;.
a es el intercepto en el eje Y.
b es la pendiente de la linea, conocida como el

coeficiente de regresion.

El grafico 41 muestra el ajuste de la linea Y a los puntos de
nuestro ejemplo. La desviacion o error es medida verticalmente
del punto a la recta; es decir, la diferencia entre el valor actual,
Y,y el valor estimado basandose en X, Luego, el error total
serd la suma de todos los errores:

1(Yi-~o @

donde Y;j es el valor observado Y, asociado con X;.
es el valor estimado para Xj usando la linea
de regresion

Si especificamos que la linea de mejor ajuste es la que mini-
miza la suma de estos errores, y si esta linea pasa por el punto

determinado por el valor de las medias de X e Y, (X, Y ), los
errores negativos y positivos se cancelaran por definicion de la
media. Ademas, como vimos anteriormente, podremos trazar

una infinidad de lineas que pasan por (X,Y), y todas ellas
tendran un error total igual a cero.

Podemos eliminar el problema de las cancelaciones de las
desviaciones positivas y negativas usando la suma de los valores
absolutos de las desviaciones. Es decir, minimizando:

X1V -] )
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Un mejor criterio para determinar el mejor ajuste para una
relacion lineal es el que minimiza la suma de errores al cua-
drado:

X(Yi-")2 ©)

Este criterio es mas conveniente, puesto que ademas de eli-
minar el problema de lacompensacion de los errores, permite la
manipulacion matematica necesaria para estimar la linea de
regresion. EI método que se deriva de este criterio se conoce
como el método de minénos cuadrados (MC).

Como se indicé anteriormente, la linea de regresion que
permite predecir el valor de Y, V, con base en los valores de X,
se expresa como:

=a + bX; (4)

En el anexo que aparece al final de este capitulo se presenta
la derivacién matemaética para determinar los valoresdeay b
gue minimizan la suma de los errores al cuadrado. Estos valores
estan dados por las siguientes ecuaciones:

Z(X,-X)(Yi-Y) 5

X (X,-X)2
a=Y- bX (6)
Aplicando estas formulas al caso de la mina "La Hermosa”,

obtendremos la siguiente linea de regresion:

$ =-15.000 +0.044X @
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Interpretacion de la ecuacién lineal de regresion

Podemos graficar la linea de regresion estimada en el diagrama
de dispersién original. Cuando X vale cero, la ecuacién nos
permite obtener el valor asociado ~ $ = -15.000); cuando X
toma el valor mayor del rango de los datos, 1,343, el valor
estimado de ™ es 44.09. Si graficamos estos dos puntos en el
diagrama de dispersion y los conectamos con una linea recta,
obtenemos la representacion grafica de la ecuacion de regresion
estimada basandose en los nueve puntos observados.

Los valores deay b son estadigrafos, puesto que se los calcula
tomando como base la informacién muestral. El valor de aes el
intercepto en Y, es decir, el valor de Y cuando X es cero. En
términos de nuestro ejemplo, significaria que si el nimero de
horas/hombre empleadas es cero, la ecuacion de regresion esti-
ma un nivel de produccién de -15,000 toneladas. Es obvio que,
en este caso, esta interpretacion es incorrecta. Esto se debe a que
los datos observados de X fluctan entre 757 y 1,195 miles de
horas/hombre. En general, la interpretacion de las ecuaciones
de regresion lineal debe limitarse a puntos entre el rango de
valores utilizados para su estimacion. El valor numérico dea en
nuestro ejemplo no es relevante y solo tiene una interpretacién
matematica (es el valor de Y cuando X es cero).

El valor del coeficiente de regresion b, igual a 0.044, significa
gue cada unidad adicional de X incrementa el valor de Y en
0.044. En el rango de nuestros datos (757< X < 1,195), podemos
decir que, por cada mil horas/hombre adicionales empleadas,
predecimos o esperamos 0.044 mil toneladas adicionales de
produccién de minerales.

En el cuadro 13 se presentan tanto los valores observados de
XeY como los valores estimados de Y, usando la ecuacion de
regresion. Ademas, se calculan las desviaciones de los valores
estimados con respecto a los valores observados, (Y - /). Estas
diferencias son conocidas como los errores de estimacion, y su
suma es igual a cero, lo que indica que la linea de regresion es
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no-sesgada (sus sobreestimaciones son exactamente compensa-
das por sus subestimaciones). Finalmente, el cuadro 13 muestra
los errores al cuadrado que nos permitiran calcular el error
estandar de estimacion en la proxima seccion.

CUADRO 13: CALCULO DEt Y SUMA DE ERRORES AL
CUADRADO

X -15.000 +0.044X Y (Y-?)  (Y--?)2
1,170 36.48 35.4 -1.08 117
1,150 35.60 331 -2.50 6.25
1,343 44.09 43.0 3.90 15.21

757 18.31 185 0.20 0.04
1,180 36.92 36.4 -0.50 0.25
1,117 34.15 36.0 185 342
1,180 36.90 A1 -2.80 7.84

933 26.05 281 2.05 4.20
1,195 37.60 39.7 2.10 441

3. MEDIDA DEL ERROR ESTANDAR DE ESTIMACION

Es deseable disponer de una medida de dispersion de las obser-
vaciones individuales con respecto a la linea de regresion, para
expresar lo bien o mal que la linea se ajusta a los puntos obser-
vados. La medida de dispersion alrededor de la ecuacion esti-
mada se llama error estdndar de estimacion (EEE), se representa
por Sy.xy se calcula mediante:

alx (Yi- V 8
Yx*“V n-2
Como otras medidas de desviacién estandar, el EEE mide la

dispersion promedio* entre los valores observados (Yi) y los
estimados (Yi). De la misma manera, Sx, el error estdndar de la

media, mide la dispersion de las medias muéstrales alrededor de
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la media poblacional en el anélisis univariable del capitulo IV.
Mientras Sx es una medida de la precision de la media muestral,
Sy.x también es una medida del grado de precisiéon con que la
linea de regresion describe la relacion entre X e Y. Si las diferen-
ciasentrelos valores observados y estimados de Y son pequefias,
Sy.x seratambién pequefio, lo que indica que lalineade regresion
es una buena descripcion de la relacion entre X e Y. En el caso
extremo, cuando Sy.x =0, los valores observados y estimados de
Y coinciden y la linea de regresidn sera una descripcion perfecta
de larelacion, lo que significa que existe una relacion exacta.

En la ecuacion (8), la suma de los cuadrados de los errores es
dividida entre (n - 2) para obtener un estimador no-sesgado de
la variacion alrededor de la linea de regresion “verdadera” de la
poblacion (ay.x). Se pierde un grado de libertad por cada para-
metro estimado, dado que para calcular Syx previamente se
debe calcular que depende de los parametros estimados. En
este caso de regresion simple estimamosay b y, por lo tanto,
perdemos dos grados de libertad. En general, en la regresion
multiple perderemos tantos grados de libertad como parame-
tros estimemos. Asi, si tenemos tres variables independientes,
estimaremos el intercepto y tres coeficientes de regresion per-
diendo cuatro grados de libertad. En tal caso, el denominador
de la ecuacion (8) sera (n - 4).

Usando la ecuacién (8) y lacolimna 5 del cuadro 13 podemos
calcular el EEE para el ejemplo de la mina “La Hermosa™

Este valor esta expresado en las mismas unidades que Y, es
decir, en miles de toneladas. Si cambiamos las unidades de
medida de la variable dependiente, el valor numérico del EEE
también cambiard. Es por esto que el EEE no es considerado
como la medida mas conveniente del grado de relacién entre
variables. Ademas, el EEE mide cuan pobre es nuestra estima-
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4, USO DEL ERROR ESTANDAR DE ESTIMACION PARA
PREDICCION

El andlisis de regresidn tiene tres funciones basicas, que estin
interrelacionadas. Primero, probar hipétesis sobre la relacién
que existe entre la variable dependiente y las variables que se
supone la explican. Segundo, hacer estimaciones numéricas de
los coeficientes de las relaciones formiladas. Finalmente, el
andlisis de regresion permite predecir valores de la variable
dependiente, con el fin de tomar acciones o prevenciones para
enfrentar adecuadamente estos valores.

Denotemos Xp al valor de la variable independiente para el
periodo de prediccién (p). Sustituyendo este valoren laecuacion
de regresidn, obtenemos un estimado puntual de la variable
depéndiente, Yp:

QP:EH—bXp . )

Como se vio en el capitulo 1V, es preferible establecer un
intervalo de confianza para hacer las estimaciones respectivas.
Para esto, primero debemos definir la distribucién delos errores
de prediccion, la diferencia entre Yp y el valor real Y, y luego
establecer un intervalo de prediccién de Y,

Se $uede demostrar que la varianza del error de pred1cc1on

{¥p—Yp), de un valor particular de Y cuando X = Xp, esigual a:
Xp = XY’
g — 1+ HP__._.
P = S T U S X (10)

v el error estindar de prediccion seré: '

A2
— M_
Spx=Syx \flJrn T 06 - X (11
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A medida que el nimero de observaciones, n, se incrementa,
el segundo y tercer términos dentro de la raiz cuadrada se hacen
mas pequefios, y el error estdndar de prediccién también decre-
ce, acercdndose a Sy.x. De igual manera, mientras mas se acerque
el valor de Xp a la media, X, mas pequefio sera el valor de Sp.x;

y, al contrario, mientras mas alejado esté el valor de Xp de X,
mayor sera el valor de Sp.x.

Utilizando el error estandar de prediccion, podemos cons-
truir un intervalo de confianza de (1 - a) alrededor de la predic-
cion puntual,

~p T 142spx (12)

El intervalo de predicciéon tendra una mayor amplitud cuan-
do el valor de X utilizado para efectuar la proyeccion esté lejos
de la media muestral X; y ser& menos amplio a medida que el
tamafio muestral usado para la estimacion sea mayor.

En nuestro ejemplo de la mina “La Hermosa”, podemos pre-
decir el nivel de produccion para cierto niamero de horas/hom-
bre empleadas. Si se planea usar 1,200 miles de horas/hombre
el préximo mes (Xp = 1,200), obtendremos primero una predic-
cion puntual del nivel de produccion promedio usando la ecua-
cion de regresion (7):

% =-15.000 +0.044 (1,200)
= 37.8 miles de toneladas
Luego, podemos establecer un intervalo de confianza del 95%

para el nivel de produccion esperado usando las expresiones
(11) y 02):
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Ypt t<*SyxV 1 + -+ — P
% % n I(Xi-X)2

37.8 % (2.365) (2.569) V i +\

37.8 + 6.496

Podemos afirmar, entonces, con un nivel de confianza del
95%, que si el préximo mes se utilizan 1,200 miles de ho-
ras/hombre, la produccion estara entre 31.3 y 44,200 toneladas
de mineral.

5. COEFICIENTE DE DETERMINACION Y COEFICIENTE
DE CORRELACION

Cuanto mas cerca estén los valores observados de la linea de
regresion -es decir, cuanto mas pequefos sean los residuos o
errores-, mayor sera la variacion de la variable dependiente que
es explicada por la ecuacion de regresion estimada. En esta
seccion estableceremos una medida de lo buena que es nuestra
ecuacion de regresién para predecir los valores de Y.

Podemos expresar la variacién total en Y como la suma de la
variacion explicada por laecuaciéon de regresion, mas la residual
0 no explicada. Para visualizarlo, tomemos cualquier punto de
nuestro diagrama de dispersion (grafico 41) y expresemos la
desviacion de dicha observacion respecto de su media muestral,

(Yi- Y), como la suma de dos partes:
Yi-V=(i- N+ {fy-Y) 03)
Llevando a cabo operaciones algebraicas, se demuestra que

se cumple la siguiente relacion entre la suma de cuadrados de
las diferencias de la ecuacién (13):
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I (Vi-Y)2 =1 (V y) +2(Yi-V (14)
Variacion Variacion Variacion
total explicada residual

Si denotamos la variacién total como la suma de cuadrados
total (SCT), la variacién explicada como la suma de cuadrados
de regresion (SCR) y la variacién residual como la suma de
cuadrados de errores (SCE), tendremos:

SCT = SCR + SCE (15)

Esta particion de la suma de cuadrados ayuda en la interpre-
tacion de la contribucidon hecha por X para la explicaciéon de Y.
Asi, dividiendo ambos lados de la ecuaciéon (15) por SCT, se
obtiene:

SCR SCE (16)
SCT + SCT

El coeficiente dedetermimcioti, R2, se define como la proporcion
de la variacion total de Y, “explicada* por laregresion de Y en X:

2=SCR=, SCE_ _ E(Yi-V
scT scT (Y i-Y )2 (17)
Esta medida nos indica cuan buena es la linea de regresién
para explicar o predecir la variable dependiente, dado que mide
la razon entre la variacion explicada (SCR) y la variacion total
(SCT).
En nuestro ejemplo particular de la mina “La Hermosa*,
tenemos:
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2 1& -Y)2
L(Yi-Y)2

0.91

Por lo tanto, podemos concluir que el 91% de la variacion en
la produccion de minerales de los Gltimos nueve meses esta
relacionada, o explicada, por la variacion en las horas’/hombre

empleadas.

Dado que hemos calculado R2 basandonos en informacién
muestral, este es un estadigrafo; pero es un estimador sesgado
del parametro f (rho cuadrado). El parametro f se obtendria
si se calculase el coeficiente de determinacién con todos los
puntos de la poblacién. El valor esperado de R es mayor que
j2 .Para corregir este sesgo, reemplazamos las sumas de cuadra-
dos en la ecuacién (17) por Syx2y Sy2 Esto nos da:

Tai-ax2 1 1(Yi-VI(n-2) (18)
v I(Yi-¥)2(n-1)

R2 es un estimador no-sesgado de J , y se le conoce como el

coeficiente de determinacidnajustado por los grados de libertad. Los
estadigrafos SyxX2y Sy2 son estimadores no-sesgados de ayxXy
CY2 respectivamente.

En nuestro ejemplo, tenemos:

R2=0.89

. 2 .
Si comparamos este valor con el de R , vemos el sesgo posi-

tivo de R en la estimacion de f . En la muestra de nueve obser-

vaciones, el niumero de horas/hombre empleadas explicael 91%
de la variacién en los niveles de produccidon de minerales. Pero
no podemos usar ese valor para estimar la proporciéon de la
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variacion de la produccion que es expiicada por el mimero de
horas/hombre crnpleadas para toda la * poblaaon 0 universo.

El estimado correcto de esta proporcién es R*=0.89. Conside-
rando este ajuste, diremos que el 89% de la variacién total de la
produccién de minerales es explicada por el niimero de ho-
ras/hombre empleadas para su produccion.

Consideremos ahora los posibles valores numéricos que pue-
de tomar el coeficiente de determinacién. Si existe una relacién
exacta entre X e Y, entonces los valores observados y los valores
estimados son idénticos —por tanto, 3 (Yi — Qi)2 ={-, yla varia-
cion explicada es igual a Ia variacion total. En términos de las
ecuaciones (17) y (18), tendremos R%= 1 -0 = 1, y R -1,
respectivamente. Este es el valor mas alto que el coeficiente de
determinacién puede tomar, indicando una correlacion perfecta
entre las dos variables ya que toda la variacion de Y esta expli-
cada por la variacién de X. En el otro extremo, si X e Y no estan
relacionadas, la variacion explicada es cero, y por lo tanto R®=0.
En consecuencia, el rango de variacién del coeficiente de deter-
minacion esti'entre Oy 1. ' -

El coeficiente de correlacion, r, es la raiz cuadrada de R?. Enton-
. ces su valor numérico esta entre -1 y 1. La virtud principal de esta

~ medida es que su signo indica la direccién de la relacion: r es
positivo cuando X e Y estan relacionados directamente, y es nega-
tivo cuando X e Y estdn relacionados inversamente. Entonces, ¢
signo de r es realmente el signo de la pendiente de la ecuacion
- de regresion; es decir, el Slgno del coeficiente de regresion b.

En nuestro ejemplo, R? = 0.91, y, por tanto, r =v0.91 = 0.95,
positivo, ya que X e Y estan relacionadas directamente, como g
indica el signo de b= 0.04

Un comentarlo final respecto a la mterpretaaon de r y R
Tanto r como R miden el grado de relacién lineal entre X e ¥
ambos toman el valor 1 cuando la correlacién es perfecta'y el
valor cero cuando no hay ninguna correlacion. A excepci6n de
estos casos extremos, R” es el mas significativo, porque es el quig
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mide la proporcién de la variacién en Y explicada por la varia-
<ibnen X.

6. PRUEBA DE SIQNIFICACION DEL COEFICIENTE DE
DETERMINACION

Obsérvese que el coeficiente de correlacién muestral 7 es un
‘zstimador del coeficiente de correlacién poblacional. Como vi-
mos en el capitule anterior, es posible que un estadigrafo (1)
difiera del parametro poblacional J ). En nuestro ejemplo obtu-
vimos un R* = 0.91; es decir, que el 91% de la variacién de Y es
axplicada por X. La pregunta relevante es: ;existe realmente una
relacion entre el nivel de produccién y las horas/hombre em-

gjleadas, 0 este valor de R? se debe iinicamente a los errores
muestrales? Dado que nuestra preocupacion principal es esta-
blecer si existe 0 no correlacion entre X e Y, podremos usar el
procedimiento de contraste de hipttesis desarrollado en el capi-

ulo V. Tendremos una hipétesis nula dej 0, que expresa que

mo existe relacion entre X e Y. Siguiendo el procedimiento de
prueba de hipétesis, tendremos

) Ho:[=0

Hiy: J #
{li} Usando un nivel de SIgmﬁcacmn (00) de 0.05 para una prucha

de dos cofas (dadalaigualdad estrigta en HD) el valor critico
- de t con siete grados de libertad serd + 2.365. Note que
perdemos dos grados de libertad porque hay dos
pardmetros en la ecuacion de regresxon

1ifi) La regla de decision sera:
Rechazar Ho si [t] > 2.365. La distribucion muestra] der
se ha aproximado a una distribucién t de Student, dado
que | varfa entre -1 y +1, con una media igual al parametro
-de la poblacién J, y una desviacidn estindar estimada
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Sr=V(1- R2)/(n 2). Note que 1- R2es la proporcién que
no podemos explicar con la ecuacion de regresion.
Matematicamente:

r~t(J,Sr 09)

Luego, el valor calculado de t sera:

r-f (20)
t=~sT

dado que nuestra hipotesis nulaesJ =0,

L r (21)
V(@1 —R2)/(n- 2)

2
En nuestro ejemplo, tenemos: r =0.95 y R =0.91; entonces:

t=__ 095
1 M- 0.91)77 838

Dado que el tcalculado es mayor que el tcritico (8.38 > 2.365),
no podemos aceptar la hip6tesis nula, concluyendo que el coe-
ficiente de correlacion es significativamente diferente de cero, y
por tanto hay una relacién entre los niveles de produccion de
minerales y las horas/hombre empleadas para su produccion.

7. PRUEBA DE SIGNIFICACION DEL COEFICIENTE DE
REGRESION (b)

El coeficiente de regresion, b, que es la pendiente de la ecuacién

de regresion, mide el cambio esperado en Y ante un cambio
unitario en X. Este estadigrafo es un estimador del coeficiente
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de regresion poblacional, . Si X no proporcionara informacion
para predecir Y, esto implicaria que P = 0. Entonces podemos
someter a prueba la hipotesis de que P Ocontra laalternativa
de P =0; es decir, que X ayuda a explicara.

Dado que hemos supuesto que todos los posibles valores de
Y para un determinado valor de X se distribuyen normalmente
con una media igual a ™ y una desviacion estandar igual a Sy.x,
se puede probar que los coeficientes de regresion tienen una
distribucidon normal con los siguientes parametros:

E(b)y=p;, alR=c2X(X-X)2 (22)
Es decir:
b ~ N (p, O (23)

Para desarrollar el procedimiento de contraste de hip6tesis
calculamos el estadistico z, que tiene una distribucion normal
estandarizada para muestras repetitivas:

,=b-p (24)

Como usualmente no se conoce 0, debemos primero estimar-
la, y, subsecuentemente, calcularabpor Syxen la ecuacion (22).
Asi, obtenemos:

Svx (25)
5b= = ---T
(X- X)2

Y sustituyendo Sh por cben la ecuacién (24), el estadistico z
se convierte en el estadistico t

b- P (26)
Sb
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Este estadistico tiene una distribucion t de Student con (n-2§
grados de libertad, que son los mismos asociados a Sy x.
Sideseamos probarla hipdtesis de que  esigual a algtin valor
preestablecido, utilizaremos el procedimiente estandar de con-
traste de hipotesis antes explicado Usualmente se desea probar
-si el coeficiente de regresion es significativamente diferente de
cero {f # (), y entonces, siguiendo el procedimiento de prueba
de hipétesis, tendremos:

(i) Ho:p=0
Hi:f#0
(i) Usando un o = 0.05 para una prueba de dos colas, el valor
critico de t, con siete grados de libertad, sera + 2.365.
(iii) La regla de decision sera:
7 Rechazar Hs si [t] > 2.365
Donde: t=b/Sp de acuerdo con la ecuacion (28), con f = 0.
_En nuestro ejemplo de la mina “La Hermosa®, tenemos:

b=10.044,5,x=2569y T (X - X) = 476; entonces:

_ 004 oo
2.;569/«!% '

Comot=831>2, 365, rechazamos la hxpote51s nulay conclu-
mos que el coeficiente de regresién es significativamente dife
rente de cero, y por tanto hay evidencia que indica que las
‘horas/hombre empleadas proporcionan informacion relevants
paralas predicciones de los niveles de produccién de minerales

8. CONDICIONES PARA EL USO DEL METODO DE
MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS

Para estimar el modelo de regresion lineal, ecuacion (4), usands
el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO), se estable
cieron los siguientes supuestos:
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El diagrama de dispersion puede también ser usado para
indicar el grado de asociacion o correlacion entre dos variables.
El grafico 42 muestra diferentes tipos de relacion entre dos
variables.

Cuando se establece que la relacion entre dos variables es
lineal, la medida de correlacion cominmente usada es el llama-
do coeficiente de correlacion simple o de Pearson entre X e Y, y se le
denota porr.

1(X-X) (Y-Y)
VX (X-X)2£(Y~Y)2 (28)

Podemos comprobar, con esta formula, que el concepto de
correlacion es simétrico; es posible intercambiar las X con las Y
sin cambiar la formula. Es decir, la correlacion entre X e Y es la
misma que la correlacion entre Y y X. En contraste, la regresion
de Y en X no es equivalente a la regresién de Xen'Y.

El estadigrafo r se calcula con base en los datos muéstrales.
Este es el estimado del verdadero coeficiente de correlacion

poblacional, J, definido por:

(29)

Si se define:

X(Xj-px) (Yi-ny)

cov (X,Y) = N

ox—V X (X,-PxY)VN ; Oy= VX(Yi-py)/N
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entonces podemos reescribir la ecuacién (29) como:

f_cov(X,Y) (30)
axay

donde N es el tamafio poblacional.
pX es la media poblacional de X!
py eslamedia poblacional de Y.
cov (X,Y) es la covarianza poblacional entre X e Y.
ax es la desviacion estandar poblacional de X.
oy esladesviacion estandar poblacional de Y.

Ello quiere decir que el coeficiente de correlacion es el
cociente entre la covarianza de X e Y y el producto de las

desviaciones estdndar de X e Y. El signo deJ depende del signo

de la cov(X,Y). Por inspeccién podemos establecer el signo de
la covarianza de X e Y. Cuando exista una relacion positiva
entre X e Y, los valores altos de X estardn asociados con valores
altos de Y (ver gréafico 42). Cuando tanto los valores de X como
los de Y estan por encima de sus medias respectivas, las diferen-
cias (Xj- pxX) e (Yj- py)seran positivas, y el producto (Xj- px)
(Yi—py) serd también positivo. De igual manera, espera-
mos que valores bajos de X estén asociados con valores
bajos de Y. Cuando los valores de X e Y estan por debajo de sus
medias respectivas, las diferencias (Xi- px) e (Yi—py) seran
negativas, pero su producto (Xj- px) (Yi- py) sera otra vez
positivo. Por lo tanto, si la relacion es positiva el numerador
de la ecuacién (29) sera positivo, al ser la sumatoria de pro-

ductos donde los elementos positivos predominan, y J sera

positivo.
Por otro lado, si larelacion es negativa esperamos que valores
altos de X estén asociados con valores bajos de Y, y viceversa,
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de tal manera que las diferencias (Xj — |ix) e (Y- gy) seran
generalmente de signo contrario (ver grafico 42 (b)). Luego, el
producto (Xj-gx) (Yi-gy) sera negativo, y ambos términos
predominaran en la sumatoria, haciendo que el numerador de
la ecuacion (29) sea negativo, por lo que el coeficiente de corre-
laciéon r también sera negativo.

Si las variables aleatorias X e Y son independientes (ver
gréafico 42 (d)), entonces la cov (X,Y) tenderaa cero, al igual quelJ.

En este caso, si tomamos una muestra aleatoria del universo de
pares (X, Y), el estadigrafo r tendra un valor esperado de cero.

Si se quiere probar que J es cero o, alternativamente, que J es

significativamente diferente de cero, es necesario determinar la
distribucion muestral del estadigrafo r para definir el estadistico
adecuado (t o z). Podemos usar el procedimiento de prueba de
hipotesis de la seccién 6, dado que el valor numérico del coefi-
ciente de correlacion de Pearson coincide con el valor del coefi-
ciente de correlacion del analisis de regresion en el caso en que
solo existe una variable independiente.

Si calculamos el coeficiente de correlacion lineal de Pearson
para los datos del cuadro 12, encontramos que r = 0.948, igual
ai coeficiente de correlacion del analisis de regresion simple
salvo por los errores de redondeo en los calculos. Como se dijo
anteriormente, la diferencia entre el analisis de correlacion y
el analisis de regresiéon simple es la manera como son tratadas
las variables incluidas en el anélisis. El coeficiente de correla-
cion es una medida de como varian ambas variables y es, por
tanto, un enfoque simétrico. El andlisis de regresion tiene un
enfoque diferente: considera a una de las variables como
conocida, llamandola variable independiente. Desarrolla una
ecuacion para predecir los valores de la otra variable, la
variable dependiente, tomando como base los valores de la
primera. Entonces, el analisis de regresion es asimétrico: la
ecuacioén de regresion que predice los valores de Y con base
en los valores de X es totalmente diferente de la ecuacién de
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regresion que predice los valores de X con base en los valores de
Y, aun cuando las ecuacionessean estimadas usando los mismos
datos.

10. ANALISIS DE REGRESION MULTIPLE

Las técnicas del andlisis de regresion simple y del anélisis
de correlacion discutidas en las secciones anteriores consi-
deran soOlo dos variables: X e Y. Pero la complejidad de la
mayoria de los problemas del mundo real requiere que se
considere méas de dos variables en el analisis de dichos pro-
blemas. El coeficiente de correlacién lineal de Pearson es una
medida de como varian dosvariables conjuntamente, estable-
ciendo su correlacion “bruta” Con este concepto no es posible
medir cuanto de esta relacion es asociada con una tercera o
cuarta variable que podria estar también relacionada a las dos
primeras. Las variables X e Y podrian variar conjuntamente,
pero también Z podria variar con ellas. Algunas veces nos
gustaria mantener a Z constante, y observar el efecto que tiene
X en 'Y que no es atribuible a Z; es decir, la relacion “neta”entre
X eY. El andlisis de regresion multiple permite cuantificar estas
relaciones netas.

Si R resulta muy pequefioen el anélisis de regresion simple,
la ecuacién de regresion estimada sera de utilidad cuestionable.
Una mayor explicacion de las variaciones de la variable depen-
diente (i.e., un mayor R2) quiza podria lograrse construyendo
una ecuacion de regresion para Y basada no sélo en una variable
sino en un conjunto de variables independientes (Xi, X2..., XK).
Asi, definimos una ecuacién de regresion lineal maltiple que
tiene la forma general:

$= a+biXn-b2X2+ ... + bkXk (31)
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Esta ecuacion de regresion lineal multiple predice el valor de
la variable dependiente con base en la informacion de dos 0 méas
variables independientes (Xi, X2..., Xk). Laecuacién (31) eslineal,
dado que sus términos s6lo contienen constantes y variables
independientes elevadas a la primera potencia; no incluye rai-
ces cuadradas, cuadrados, productos cruzados de variables,
etcétera.

En el caso de que k sea 1, se tiene la ecuacion de regresion
simple, y la ecuacion se grafica como una linea recta. Cuando
k =2, existen dos variables independientes e se puede graficar
como un plano. Cuando se definen tres o mas variables, K > 3,
la representacién gréfica de la ecuacion es imposible, pero a la
ecuacion estimada Y se le conoce como un hiperplano lineal.

La estimacion de a, bi, bi,... es compleja y estd fuera de los
alcances de este libro. Nos limitaremos a decir que estos coefi-
cientes se obtienen a través de minimizar la suma de los errores
de estimacién al cuadrado, al igual que en la regresion simple.
Matematicamente:

Minf Mi- i2=Min(Yi- a- b,XH b2X2a- ... - bRrki)2

Al minimizar esta funcién se obtiene un sistema de (k + 1)
ecuaciones en (k + 1) incégnitas cuya solucion se facilita tremen-
damente con laayuda de un programa de computadora. En esta
seccion discutiremos la interpretacion de los resultados que nos
ofrece uno de estos paquetes.

El valor” en el lado izquierdo de la ecuacion (31) es el valor
estimado de Y. El primer término en el lado derecho de dicha
ecuacion es la constante a, que indica el valor de Y cuando todas
las variables independientes son cero. La interpretacion signifi-
cativa del valor de “a” en el contexto del analisis depende de si
los datos relacionados a las variables independientes X pueden
tomar el valor de cero, todas a la vez. En caso contrario, la
interpretacion del valor de “a” es irrelevante.
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El segundo término, bi Xi, expresa que por cada unidad de
incremento de Xi, mientras X2..Xk permanecen constantes, el
valor de Y aumentara en bi. Lo mismo ocurre con el resto de
términos de la ecuacién de regresion multiple.

Los coeficientes bi, b2...ok son conocidos como los coeficientes
de regresion parcial, dado que nos expresan el cambio en Y debido
aun cambio unitario en unade las X, mientras las otras variables
independientes permanecen constantes. Es decir, que los coefi-
cientes de regresiéon miden el efecto neto entre una variable
independiente y la variable dependiente.

Ademas de los supuestos establecidos en el modelo de regre-
sion simple, hay un supuesto adicional en el modelo de regre-
sién multiple: la no existencia de una relacion lineal exacta entre
las variables independientes Xi, X2..Xk. De no cumplirse este
supuesto, no se podra resolver el sistema de ecuaciones para
estimar los coeficientes de regresion parcial, y, por tanto, ningan
otro estadigrafo.

Por otro lado, se dan casos en los que dos 0 mas variables
independientes de la ecuacion de regresion mualtiple estan
altamente correlacionadas, haciendo dificil o imposible aislar
sus efectos individuales sobre la variable dependiente. Esto se
conoce como el problema de multicolinealidad. En casos en los
que la multicolinealidad esta bien definida, los coeficientes esti-
mados (bi) pueden resultar estadisticamente insignificantes, o,
incluso, tener un signo contrario al esperado. En otros casos la
deteccion de la multicolinealidad no es tan obvia. Los coefi-
cientes de correlacién simples entre las variables inde-
pendientes se usan como una medida de multicolinealidad.
Se debe notar que puede presentarse multicolinealidad aun si
los coeficientes de correlacidon simple son relativamente bajos
{i.e,r<05).

La multicolinealidad puede corregirse o reducirse ampliando
el tamafo de la muestra, omitiendo una de las variables alta-
mente colineales, o transformando la relacién funcional.
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Para establecer si un coeficiente de regresidn parcial es esta-
disticamente insignificante, necesitamos especificar procedi-
mientos de prueba de hipotesis, como lo hicimos en la seccién 7
para el modelo de regresién simple. Bajo la hip6tesis nula de que
el pardmetro poblacional sea igual a cero, Pi = 0, y dado un
nivel de significacion, se podra establecer el valor critico de *t*
con [n - (k + 1)] grados de libertad. La decision de aceptar o
rechazar la hip6tesis nula se tomara comparando el valor critico
de tcon el valor calculado de t:

b (32)
Shi

Estas pruebas suponen que los datos muéstrales son observa-
ciones independientes de una poblacion que tiene la relacion:

E (Y/Xi, X2, ... Xn)=a + piXi + ... + pkXk (33)

Ademas, se presume que los valores de Y se distribuyen
normalmente alrededor de la ecuacion de regresion, y que la
desviacion estandar (Sy.xi, X2..xk) es constante para todos los
valores de Xi, X2..Xk (homoscedasticidad), como en el modelo
de regresion simple.

11. EL ANALISIS DE REGRESION Y LA COMPUTADORA

En este capitulo se han discutido las técnicas del analisis de
regresion. Para ilustrar el analisis de regresion simple se presen-
t6 el caso de la mina “La Hermosa” considerando una muestra
pequefia de nueve observaciones para simplificar los calculos.
Sin embargo, al usar esta muestra pequefia sacrificamos la
precision de las estimaciones de la ecuacion de regresion. Por
otro lado, en la discusion del anélisis de regresion multiple no
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se presentd ningun ejemplo, para evitar hacer calculos tediosos.
La exposicion completa hubiera implicado la manipulacién de
matrices.

En general, en el proceso de toma de decisiones nos enfren-
tamos a problemas complejos que involucran a més de una
variable independiente. Asimismo, los modelos de regresion
que explican el comportamiento y relacion entre estas variables
requieren de un ndmero significativo de observaciones para
estimar adecuadamente los estadigrafos correspondientes. Para
ayudamos a estimar estos modelos mas complejos se han desa-
rrollado programas de computadora que facilitan enormemente
los calculos numéricos. Ademas, algunos programas también
permiten estimar regresiones curvilineas para describir relacio-
nes no lineales.

Los programas estadisticos para microcomputadora de ma-
yor uso en nuestro medio son: TSP (Time Series Package), Stat-
pac, Microstat y RATS (Regression Analysis Time Series).

Consideremos el siguiente ejemplo para ilustrar los resulta-
dos que nos ofrece el TSP. "Manufacturas Metéalicas Eléctricas
S.A.”ha visto descender en los Ultimos meses las ventas de sus
transformadores para fluorescentes "Ajax*. El Gerente Comer-
cial consider6 que la retracciéon de las ventas podria ser explica-
da por una serie de variables independientes: el precio de "Ajax”
enddlares (PAJDOL), el precio relativo de”™Ajax* versus precios
del bien sustituto (PAJSUS), el precio relativo de "Ajax" versus
el precio promedio de la competencia (PCOMP), el producto
bruto interno del sector construccion (PBI), el sueldo real pro-
medio per cépita a nivel nacional (SUELD1) y el consumo de
energia eléctrica en Lima Metropolitana (GWH). Las ultimas
tres variables macroeconémicas se incluyen como indicativas
del nivel de actividad econémica. Las observaciones de los
ultimos 54 meses para estas variables se presentan en el
cuadro 14.
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CUADRO 14: SERIES DE TIEMPO DE LAS VARIABLES DEL
PROBLEMA DE "AJAX”

Obs. VAJAX

1 12,760.00
2 10,120.00
3 14,060.00
4 17,340.00
5 13,620.00
6 9,400,00
7 24,460.00
8 8,140.00
9 7,720.00
10 13,730.00
1 14,020.00
12 23,440.00
13 27,702.00
14 2,420.00
15 36,542.00
16 37,924.00
17 57,970.00
18 32,333.00
19 37,680.00
20 14,220.00
21 41,954.00
22 30,910.00
23 38,850.00
24 23,265.00
25 52,950.00
26 59,018.00
27 69,304.00
28 81,523.00
29 66,721.00
30 55,038.00
31 41,390.00
32 47,620.00
33 54,438.00
34 39,194.00
35 101,016.00

2.892805
2.936339
3.060427
3.286624
3.212465
3.223805
3.364985
2.611399
2.590520
2.590520
2.597938
2.605399
2.600917
2.603904
2.723624
2.723624
2.723624
2.723624
2.715838
2.685133
2.871094
2.778078
2.699371
2.539487
3.266856
3.391581
3.355820
3.412895
2.934288
2.648443
1.972119
1.700638
1.537115
1.545333
1.878358

5.344547 1.015464
6.006511 1.029767
7.007596 1.041532
8.399348 0.982857
9.229517 1.015522
6.680563 1.022872
6.822078 1.007105
7.057725 1.007105
8.966199 1.007105
8.966199 1.007105
8.966199 1.007105
8.113039 1.007105
7.054433 1.007105
6.526619 1.007105
7.648953 1.054618
7.057950 1.001265
7.057950 1.001265
7.057950 1.001265
7.057950 1.001265
7.057950 1.001265
7.644874 1.084528
7.644874 1.084528
7.644874 1.084528
7.644874 1.084528
8.575496 1.460582
8.170991 1.217323
8.330189 0.912543
9.425708 1.032554
9.425708 1.032554
8.566988 1.032554
7.634193 1.032554
7.634193 1.032554
7.414657 1.032554
8,577243 1.197778
9.793774 1.625759

PAJIDOL PAIJSUS PC'OMP PBI

16.60000
14.40000
15.60000
14.70000
14.20000
13.10000
14.80000
12.30000
13.60000
16.00000
16.10000
16.90000
17.50000
16.UX100
14.81X100
17.00000
17.10000
17.30000
18.60000
19.30000
19.90000
20.60000
20.20000
22.80000
21.50000
18.30000
21.80000
20.60000
19.50000
21.30000
20.90000
23.30000
22.90000
23.90000
21.20000

19.19534
19.19540
19.07419
18.30157
20.47290
17.62635
18.27670
17.43227
19.82591
19.91156
20.21211
21.75841
21.12756
15.37176
22.63997
22.64557
22.40593
23.75346
23.98116
23.58270
23.82505
26.02639
26.07642
25.95599
25.16360
24.50491
24.39918
26.66622
25.52248
24.94568
27.21308
26.75036
26.33408
25.72193
31.00936

SUELD1 GWH

172.6000
173.4000
168.0000
170.2000
170.4000
175.1000
171.2000
169.9000
180.5000
177.6000
177.3000
175.5000
174.5000
171.8000
171.3000
168.2000
175.3000
180.3000
181.9000
186.2000
196.4000
193.4000
203.4000
197.3000
200.5000
194.7000
197.0000
208.0000
198.1000
199.3000
200.0000
210.3000
209.8000
221.4000
225.2000
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(vienedéla pagina anterior)

36 53,700.00 1.382967 9.793774 1.102787 21.30000 28.79847 206.5000
37 80,059.00 1.854105 9.604144 1.459804 20.50000 26.07893 212.8000
38 68,786.00 1.726863 9.604144 1.459804 22.70000 25.38896 212.3000
39 67,300.00 2.077170 8.921393 1.658356 25.50000 25.53737 201.8000
40 43,150.00 2.437647 15.111830 2.026846 22.20000 23.88988 229.1000
41 62_,624.00 2.233293 9.521573 2.026846 21.60000 23.22402 223.3000
42 50,436.00 2.171781 9.521573 2.026846 21.60000 22.61408 210.4000
43 20,414.00 2.832871 15.115400 2.533570 19.80000 24.05287 218.2000
44 70,669.00 2.123942 15.115400 2.533570 20.30000 22.07240 224.7000
45 5,615.00 7.454031 15.579410 0.931387 20.10000 16.72450 226.4000
46 9,635.00 4.992863 14.003860 1.111300 18.40000 13.49993 225.7000
47 19,455.00 3.686318 8.309022 1.111300 17.90000 16.94352 230.0000
48 15,294.00 1.792127 8.396826 1.389059 15.70000 14.02946 212.2000
49 10,550.00 3.344213 9.761396 1.282472 16.10000 13.15361 190.2000
50 10,453.00 4.301230 9.761396 1.282472 13.20000 11.46279

51 21,405.00 3.634314 7.838748 1.282472 14.70000 11.00149 171.0000
52 12,250.00 3.605736 10.780510 1.763764 13.80000 9.322459 170.8000
53 19,537.00 2.997474 7.927668 2.083726 15.20000 8.908254 185.3000
54 22,486.00 3.796083 6.959040 2.492515 15.90000 9.190202 184.5000

55 25,586.00 4.519633 5.722995 1.869670 NA NA  182.3000

56 NA NA 5413012 1.110611 NA NA NA

donde

VAJAX  Ventade transformadores “Ajax”

PAJDOL Precio de transformadores "Ajax" en doélares.

PAJSUS  Precio relativo de transformadores “Ajax” versus precio del bien
sustituto.

PCOMP  Precio relativo de transformadores “Ajax” versus precio promedio
de la competencia.

PBI Producto bruto interno del sector construccién, en intis de 1979
(Fuente: BCR).

SUELD1 Sueldo promedio per capitaa nivel nacional, en intis de 1979 (Fuente:
BCR).

GWH Consumo de energia eléctrica en Lima Metropolitana, en gigio
watt/hora.

Nota: Lainformacién es mensual, desde enero de 1985 hasta junio de 1989.
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Se plante6 el modelo de regresion multiple incluyendo todas
las variables explicativas consideradas por el Gerente Comer-
cial. Usando el TSP se obtuvieron los resultados que se muestran
en el cuadro 15. Del anélisis de estos resultados vemos que a
pesar de obtener un nivel de explicacion relativamente alto

(R2 = 0.64, R2=0.59), algunas variables no resultan relevantes
para explicar las ventas de "Ajax”, dado que sus estadisticos t
(T-Stat) son mas pequefios que los t criticos. Tomemos, por
ejemplo, el consumo de energia eléctrica (GWH). El Gerente
Comercial piensa que es una variable crucial para explicar las
ventas de *Ajax”, pero al estimar la ecuacion de regresion el TSP
nos indica que esta variable no es significativa (su estadistico es

CUADRO 15: RESULTADOS DEL TSP CON SEIS VARIABLES
INDEPENDIENTES

SMPL 1-54
54 Observations
LS//Dependent Variable is VAJAX

Variable Coefficient ~ Std. Error T-Stat. 2-Tail Sig.
C -91982.5 28400.448 -3.2387689 0.002
PBI 731.2557 1378.2858  0.5305545 0.598
SUELD1 2942.16 768.40786  3.8289037 0.000
GWH 207.7892 211.28594  0.9834504 0.330
PCOMP 19321 7095.0463  2.7231671 0.009
PAJDOL 1694.118 3324.466  0.5095909 0.613
PAJSUS -2112.95 1537.5555  -1.3742277 0.176
R-squared 0,636687 Mean of dependent var 34853.89
Adjusted R-squared 0,590306 S.D. of dependent var 23785.39
S.E. of regression 15.224,40 Sum of squared resid 1.09D+10
Durbin-Watson stat 1,408584 F-statistic 13,72748
Log likelihood -592,9294
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0.98 menor que el tcritico). Esta discrepancia nos hace pensar en
la existencia de un problema de multicolinealidad. Para confir-
marlo, secalcularon las covarianzas y coeficientes de correlacion
simple, siempre con la ayuda del TSP. Los resultados que se
presentan en el cuadro 16 indican claramente que existe una alta
correlacion entre el PBI y GWH; también se observa una alta
correlacion entre el PBI y SUELD1. En ambos casos el coeficiente
de correlacion es mayor que 0.72.

CUADRO 16: COVARIANZASY COEFICIENTES DE
CORRELACION SIMPLE ENTRE LAS VARIABLES DEL
PROBLEMA DE ‘AJAX”

SMPL 1-54
51 Observations
Series Mean S.D. Maximum Minimum
PBI 18.35556 3.27343 25.500000 12.300000
SUELD1 21.162930 5.313335 31.009360 8.908254
GWH 193.8667 19.63791 230.000000 168.000000
VAJAX 34853.89 23785.39 101,016.000000 2,420.000000
PCOMP 1.272817 0.431324 2.533570 0.912544
PAIDOL 2.8416670  0.9476750 7.454031 1.382967
PAJSUS 8.774723 2.297354 15.579410 5.344547
Covariance Correlation
PBI, PBI 10.51691 1.0000000
PBI, SUELD1 12.30635 0.7209029
PBI, GWH 45,745 0.7250420
PBI, VAJAX 52381.95 0.6854662
PBI, PCOMP 0.2523 0.1820660
PBI, PAJDOL -1.02379 -0.3362524
PBI, PAJSUS 1.969492 0.2668340
SUELD1, SUELD1 27.70872 1.0000000

(sigue)
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(viene de la pagina anterior)

SUELD1,GWH 37.49167 0.3660920
SUELD1, VAJAX 86887.65 0.7004843
SUELD1, PCOMP -0.37398 -0.1662611
SUELDI,PAIJDOL -2.62092 -0.5303282
SUELD1, PAJSUS -0,11379 -0.0094982
GWH, GWH 378.5059 1.0000000
GWH, VAJAX 225660.6 0.4922300
GWH, PCOMP 3.34119 0.4019019
GWH, PAIDOL -1.13081 -0.0619091
GWH, PAJSUS 28.10577 0.6347302
VAIJAX, VAJAX 555268214 1.0000000
VAJAX, PCOMP 2201.292 0.2186157
VAJAX, PAJDOL -9533.64 -0,4309301
VAIJAX, PAJSUS 6474.35 0.1207191
PCOMP, PCOMP 0.182595 1.0000000
PCOMP, PAJDOL -0.04844 -0.1207398
PCOMP, PAJSUS 0.484172 0.4978357
PAJDOL, PAIDOL 0.881457 1.0000000
PAJDOL, PAJSUS 0.66081 0.3092481
PAJSUS, PAJSUS 5.180097 1.0000000

Como dijimos en la seccidn 9, una manera de corregir el proble-
ma de multicolinealidad es omitiendo alguna de las variables
altamente colineales. Luego de plantear diferentes especificaciones
para el modelo de regresion considerando la informacion del
Gerente Comercial, se definié una ecuacion de regresion final
con solo dos variables explicativas: el consumo de energia
(GWH) y el sueldo promedio per capita (SUELD1). Los resulta-
dos de la estimacion de este modelo, que se presentan en el
cuadro 17, muestran que ambas variables son significativas para
explicar la variacién de las ventas de “Ajax", ya que sus respec-
tivos Y’ son superiores al t critico, 1.96. El k (ajustado) ha
disminuido con respecto a la ecuacién del cuadro 15 de 59% a
54%, pero ya no existe el problema de multicolinealidad.
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CUADRO 17: ECUACION DE REGRESION CON DOS VARIABLES
INDEPENDIENTES

SMPL 1-54
54 Observations
LS// Dependent Variable is VAJIAX

Variable Coefficient  Std. Error T-Stat. 2-Tail Sig.

C -85998.8  22064.527 -3.8976051 0.000

SUELD1 2689.53 449.4115  5.9845608 0.000

GWH 329.7852 1215951  2.7121586 0.009
R-squared 0.554879  Mean of dependent var 34853.89
Adjusted R-squared 0.537423 S.D. of dependent var 23785.39
S.E. of regression 16,177.16  Sum of squared resid 1.33D+10
Durbin-Watson stat 1.456968  F-statistic 31.78775
Log likelihood -598.4126

12. LOS SUPUESTOS DEL METODO DE MINIMOS
CUADRADOS ORDINARIOS Y METODOS
ALTERNATIVOS DE ESTIMACION

Cuando se expuso el método de minimos cuadrados ordinarios
se establecieron una serie de supuestos que deberian cumplirse
para su adecuada aplicacidon. Veremos a continuacion que es
posible contar con alternativas para estimar modelos de regre-
sion cuando estos supuestos no se cumplen. Se indicaran estas
alternativas sin pretender discutirlas a fondo.

1 El método de MCO supone que la ecuacién de regresion
estd correctamente especificada, es decir que existe una relacion
lineal. Sin embargo, es posible aplicar este método a algunas
relaciones no lineales luego de realizar transformaciones alge-
braicas. Como ejemplo consideremos dos casos de relacion no
lineal: la relacion exponencial y la ecuacion de la parabola.
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Relacion exponencial
La ecuacién exponencial se define de la siguiente manera:

Y = AXb (34)
donde Ay b son los coeficientes de regresion, cuyos valores se
desea estimar. Tomando logaritmos a ambos lados de la ecua-

cidn exponencial, tenemos:

log Y =log (AXb)

logY =log A +b log X (35)
Definiendo:
y=logVY
x = log X
a=log A

y sustituyendo en la ecuacion (35), obtenemos una ecuacién
lineal en xey:

y =a + bx (36)
Ahora podremos aplicar el método de minimos cuadrados
ordinarios para estimar los coeficientes de regresion ay b de la
ecuacion (36). Subsecuentemente, el coeficiente original A se
calcula como el antilogaritmo de a.
Relacion parabélica

La ecuacion de la parabola de segundo grado es la siguiente:

Y =a +bX +cX2 (37)
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Definiendo la siguiente transformaciéon: X = Z, convertimos
la ecuacion (37) en una ecuacién de regresion lineal maltiple:

Y =a+bX +cZ (38)

Los coeficientes a, b y ¢ pueden estimarse usando el método
de MCO. En el calculo de estos coeficientes se pierden tres
grados de libertad.

2. El método de MCO supone que x es una variable no aleatoria.
Si no se cumple este supuesto, este método ya no produce los
mejores estimadores lineales no-sesgados. Sera necesario usar
otro método de estimacién. La econometria ha desarrollado una
variedad de métodos de estimacién que se adectan a los casos
en que el modelo de regresion no satisface los supuestos del
método de MCO. Asi, si X es aleatoria, es decir si es dependiente
de otra(s) variable(s), existira una ecuacion adicional que la
explica. Esto origina lo que se conoce como el problema de
simultaneidad, donde se tiene més de una ecuacion. La estima-
cidn de ecuaciones simultaneas puede realizarse mediante dife-
rentes métodos disponibles; por ejemplo, el método de minimos
cuadrados bietapicos, minimos cuadrados trietapicos o el méto-
do de variables instrumentales. Estos métodos se discuten en
detalle en textos de econometria. Muchos programas computa-
rizados de regresion tienen la opcion de usar algunos de estos
métodos; el TSP ofrece la posibilidad de usar el método de
minimos cuadrados bietapicos.

3. Otro de los supuestos del método de MCO es que los valores
de Y son independientes unos de otros. Si este supuesto no se
satisface se tiene el problema de autocorrelacion o correlacion en
serie. Este problema tiende a ocurrir cuando se usan series de
tiempo, también llamadas series historicas o cronolégicas. La
autocorrelacién se detecta calculando el estadistico de Durbin-
Watson, y cuando esta existe el método de MCO ya no produce
el mejor estimador lineal no-sesgado. En estos casos, para esti-
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mar el modelo de regresion sera necesario utilizar el método de
minimos cuadrados generalizados.

4. El método de MCO también supone que la desviacion
estandar de la distribuccion de Y es constante para diferentes
valores de X, caracteristica que se denomina homoscedastici-
dad. Cuando este supuesto no se cumple enfrentamos un pro-
blema de heteroscedasticidad, y los estadigrafos estimados con
el método de MCO no son los mejores estimadores lineales
no-sesgados. La heteroscedasticidad ocurre con frecuencia
cuando los datos provienen de un estudio de corte transversal,
también llamado corte seccional. Los datos de corte transversal
son aquellos que se observan en un mismo periodo para dife-
rentes valores de las variables de interés. El problema de hete-
roscedasticidad surge muchas veces por la omisién de variables
independientes relevantes que explican la variable dependiente.
Por lo tanto, sera necesario revisar la especificacion de la ecua-
cion de regresion e incluir alguna de estas variables inde-
pendientes importantes.

5. En el analisis de regresion multiple suponemos que las
variables independientes no estdn altamente correlacionadas.
De no cumplirse este supuesto, enfrentamos el problema de
multicolinealidad. Como se explico en la seccion 10, una de las
maneras de resolver la multicolinealidad es omitiendo una de
las variables altamente colineales de la ecuacion de regresion.

13. LIMITACIONES DEL ANALISIS DE REGRESION

En esta seccidon se plantean algunas limitaciones inherentes al
andlisis de regresién. En primer lugar, sefialaremos la tendencia
aidentificar el concepto de correlacién con el de causa-efectoentre
las variables de la ecuacién de regresion, simplemente porque
una variable es tratada como independiente y la otra como
dependiente. En realidad, cambios en la variable independiente
no necesariamente causan cambios en la variable dependiente.
La causalidad podria ir en la otra direccién, o podria haber un
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factor comdn que afecte a ambas variables. Las técnicas de
regresion son usadas basicamente cuando una de las variables
es conocida o puede ser controladay la otra es aleatoria y no es
facilmente controlable. Asi, por ejemplo, en el estudio que busca
predecir el nivel de precios, variable dependiente, sobre la base
de cambios en la oferta monetaria, variable independiente, es
posible que la relacidon causa-efecto se dé en la direccion contra-
ria si la autoridad monetaria fijase la oferta monetaria con base
en el cambio de precios.

En segundo lugar, existe el riesgo de realizar extrapolaciones
exageradas de la variable dependiente utilizando la ecuacion de
regresion. Este problema se presenta cuando tratamos de prede-
cir valores de la variable dependiente sobre la base de valores
observados o proyectados de las variables independientes que
estan fuera del rango de los datos que se utilizaron para estimar
la ecuacion de regresion. En el caso de la mina “La Hermosa* se
establecié unarelacion entre los niveles de produccion de mine-
ral y las horas/hombre empleadas. Esta relacion lineal sélo sera
vélida en el rango de los datos observados. Es posible que esta
relacion no se mantenga para valores de la variable inde-
pendiente que se encuentren fuera del rango muestral. Puede
ocurrir que al incrementar el niGmero de horas/hombre emplea-
das, la productividad disminuya y se presente una situacion
como la que se muestra en el gréafico 43. Si este fuera el caso, no
podemos usar la ecuacion estimada para proyectar los valores
de produccion de mineral tomando como base el uso de ho-
ras/hombre mayores que dicho nivel (S).

Finalmente, debemos sefialar la diferencia entre los conceptos
de significacion versus la habilidad de estimacion. Si el coefi-
ciente de correlacion J es significativamente diferente de cero,

esto no necesariamente significa que podemos obtener un
buen estimado de Y usando nuestra ecuacidn de regresion. La
prueba de significacion de /depende s6lo de n y r

(t=r/V(l - R2/(n- k), donde (k) es el numero de coeficientes
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de regresién). Aun con un coeficiente de correlacién muestral
muy pequefio, se puede lograr un J significativo si n es muy
grande. Por ejemplo, sir =0.10yn = 3,500, el estadistico t que
sirve para aceptar la hip6tesis de que J no es significativamente
diferente de cero da un valor de:

0.10 0.10 m
V(- 0.01)/(3,500- 2) 0.016

Este t calculado es mucho mayor que el tcritico, que es igual
a 1.96, lo que implica que J es estadisticamente significativo a

pesar de que la ecuacién de regresion sélo explica el 1% de las
variaciones de la variable dependiente.

Graﬂc 43 Curva hi q eP%;enca que relaciona la produccion minera con
horas ombre empleada

Produccion

Analisis de regresion y correlacion / 263



Anexo: Método de minimos cuadrados ordinarios

El método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) es una técnica para
ajustar la linea recta "6éptima”a la muestra de las observaciones de X e
Y. Esto involucra minimizar la suma de los errores al cuadrado, que es
una funcién de ay b:

Min £ (Yi- N)2=MinF (a, b)

donde Yj se refiere a la observacién i-ésima.
se refiere al valor estimado con la ecuacién de regresion
Yi =a + bX;

Sustituyendo el valor de 7j, tenemos:
Min F(a,b) =Min £ (Yj- a- bXj)2

La condicién de primer orden para minimizar una funcion requiere
obtener las derivadas parciales de la funcién con respecto aa y b e
igualarlas a cero:

() SF~A'b)= -2£(Yi-a-bXi)= 0

(i) 8 = ~21 (Yi- a- bXj) (Xi)= 0

Expandiendo la ecuacion (i) y reagrupando, tenemos:

-2E£Yi +2Xa +2b£Xi =0

i) 1Y i =na+bXXi
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Expandiendo la ecuacion (ii) y reagrupando, tenemos:

-2 £ YiXj+2aE£Xi +2b]TX?=0

(iv) X xjYi=aX xi+b X x?

donde n es el numero de observaciones, y ay b son los estimadores de
MCO.

Las segundas derivadas son positivas, condicion suficiente que in-
dica que se obtuvo un punto minimo de F(a,b). Las ecuaciones (iii) y
(iv) son conocidas como las “ecuaciones normales”. Resolviendo simul-
tAneamente estas ecuaciones, obtenemos:

NIXiYi-I1XiXYj
NEX?-(XX02

(vi)la=— -b -~ L=Y-bX
n n
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® Ejercicios

1. Explique las siguientes afirmaciones:
a. Existe una diferencia conceptual clara entre el coeficiente de determi-
nacion y el coeficiente de correlacion simple.
b. Una ecuacion de estimaciones sélo es valida para el rango de valores
usados para su desarrollo.
c. Lamulticolinealidad es un problema que sélo existe en el analisis de
regresion multiple.
d. Para determinar si un coeficiente de regresion es significativo se usa
una tabla t.
e. En el anélisis de regresion multiple, al aumentar una variable al
conjunto de variables explicativas siempre se obtendra un incremento
enel coeficiente de determinacién maltiple.

2. Partiendo de una muestra de 200 pares de observaciones, se
calcularon las siguientes cantidades:

IX =11.34 1Yy =20.72 £X 2=12.16
XV 2=284.96 IXY =22.13

a. Estimar la linea de regresion de Y respecto a X.
b. Estimar la linea de regresién de X respecto a Y.
c. Estimar la varianza del coeficiente de regresién estimado de la
regresion de Y respecto a X.

3. Las siguientes sumas fueron obtenidas a partir de dieciséis pares
deobservaciones de Xe'Y.

IX =96 1Y =64 £ X 2=657
Y 2=526 IXY =492

a. Estimar la regresion de.Y en X.
b. Contrastar la hip6tesis de que la pendiente sea 1.

4. La siguiente tabla presenta los datos para una muestra aleatoria
dedoce parejas, sobre el nimero de hijos que tienen, Y],y el nmero de
hijos que habian planeado tener al momento del matrimonie), X,.
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Pareja 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Yi 4 3 0 4 4 3 0 4 3 1 3
Xi 3 3 0 2 2 3 0 3 2 1 3 2

a. Estimar la linea de regresion de Y respecto a X.

b. Calcular la varianza del coeficiente de regresién estimado en (a).

c. Estimar el valor medio de Y correspondiente a un valor de X fijado
en X =5 yhallar un intervalo de confianza de 95% para esta media.

5. Un analista esta estudiando la relacion entre la distancia en
kilémetros que existeentre la plantay el punto dedestino (X) y el tiempo
de entrega de la mercaderia, en dias (Y). Establecié la siguiente linea de
regresion basandose en una muestra aleatoria de diez embarques:

®E=0.11 +0.036 X
Con los siguientes estadisticos:

X=762 Rango de X: [215, 1,350]
Y =2.85 Rango de Y: [1.0,5.0]
£(Xi-X)2=1'297,860

Syx = EEE = 0.46

Sb=0.0004

a. Estime el tiempo de entrega de un embarque cuyo punto de destino

se encuentra a 1,000 kilémetros de distancia.

b. ¢(Se podria usar la ecuacion de regresién para estimar el tiempo de

entrega de un embarque cuyo punto de destino estéa a 2,500 kilometros

de distancia?

c. Construya un intervalo de estimacion del 95% de confianza para el

tiempo de entrega de un embarque que debe trasladarse a 1,000 Kil6-

metros de la planta.

d. Determine un intervalo de confianza del 95% para la estimacion del

parametro de la pendiente de la ecuacion de regresion (]3).

e. Pruebe la hipétesis nula de que Ho: P =0, a un nivel de significacion del 5%.
6. Los siguientes datos corresponden a siete empleados escogidos al

azary serefieren a estadisticas del afio pasado. La variable X representa
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el nimero de ausencias en dias laborables, mientras que la variable Y
representa la antigiiedad en la compafiia, expresada en afios:

Y 2 0 5 6 4 9 2
X 7 8 2 3 3 3 7

a. Estime la relacion lineal para estos datos.

b. Grafique los siete puntos y la linea obtenida.

c. Calcule el EEE.

d. ;Presentan los datos suficiente evidencia de que “Y”y “X" estan lineal-
mente relacionadas? Pruebe la hipétesis de que =0, usando a = 0.05.

7. La siguiente funcion de consumo fue estimada al estudiar una
muestra de 100 unidades familiares en el area de “Villa Salvado”. Y
representa el gasto de consumo en intis de 1987, mientras X representa
el ingreso de la unidad familiar en intis de 1987.

Y =1,800 +0.75 X
Syx = 4,500 Sx= 4,800 Y =10,200

a. ;Cual es el ingreso promedio de la muestra?

b. (Cual es el coeficiente de correlacion r?

c. (Qué porcentaje de la variacion de Y es explicado por X?

d. ¢Cual es el consumo promedio de todas las unidades familiares con
ingresos iguales a 1/.16,000?

8. Se realiza el calculo de regresién para determinar la relacion entre
el precio de las acciones de la compaifiia “Minas Ventura” (Y) y el precio
promedio del mercado de valores (X). Los resultados para 23 observa-
ciones fueron:

XX =5,414 XY =548 X x2=1'388'100
XY 2= 14,391 XXY = 140,740

&. Calcule los coeficientes de regresion.

. Calcule el error estandar de estimacion.

¢. Con un nivel de significacion del 1%, realice un contraste de hip6tesis
para determinar si el parametro de la pendiente es mayor que 0.10.

d. Construya un intervalo de confianza del 95% para el parametro de
la pendiente.
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e. Construya un intervalo de prediccion del 95% de confianza para el
precio de laaccion de “Minas Ventura”cuando el promedio del mercado
de valores es 250.

9. El Gerente de Ventas de una compafiia que comercializa pan
integral a través de una cadena de supermercados esta interesado en
estudiar larelacion que existe entre el precio al mayoreo de su producto
y la publicidad, con las ventas alcanzadas. Para esto, registro las ventas
anuales (Y) en miles de unidades, el precio unitario promedio al mayo-
reo (Xi) y los gastos en publicidad (X2) en cada una de las 25 zonas
durante el afio pasado.

Se utiliz6 el programa de regresion TSP para ajustar el siguiente
modelo lineal a los datos obtenidos para las 25 zonas de operacion de
la compafia de comercializacion:

? =a+bXi+cX2

Los resultados aparecen a continuacién:

Desviacion
Variable Coeficiente estandar Valort
Constante 35.617
Xi -72.821 26.861 -2.711
X2 3.346 0.564 5.933
R2 =0.6857
EEE =4.6604

a. ¢Proporciona el modelo propuesto un buen ajuste a los datos?
b. Interprete los estimados puntuales de los dos coeficientes de
regresion.
c¢. ¢Son los coeficientes de regresion significativamente diferentes de
cero, a un nivel de significacién del 5%?

10. Un estudio que intenta explicar la demanda de bebidas alcohéli-
cas presenta lasiguiente ecuacién de regresion estimada tomando como
base 20 observaciones anuales:

$ =0.014 - 0.354 Xi +0.001 X2 + 0.0059 X3
(0.012) (0.269) (0.00053) (0.0034)
R2 = 0.68
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donde Y Cambio anual en el consumo de alcohol por adulto.

Xi Cambio anual en el precio real de las bebidas
alcoholicas.

X2 Cambio anual en el ingreso real disponible por
persona.

X3 Cambio anual en los gastos de propaganda en
bebidas alcohdlicas por adulto.

Los valores en paréntesis debajo de los coeficientes estimados son
sus errores estandar.

a. Analizando el coeficiente de determinacion ajustado, ;cudn bien
explican las tres variables independientes la variacion de la alteracion
dependiente?

b. Interprete los estimados puntuales de los tres coeficientes de
regresion.

c. Encuentre el intervalo de confianza del 90% para pi.

d (Es la variable X3 estadisticamente significativa para explicar varia-
ciones en la variable dependiente, al 5% de significacion?

11. A continuacién se presentan las calificaciones que obtuvieron
quince estudiantes que tomaron un curso de Métodos Cuantitativos
después de haber seguido el curso de Matematicas. Se desea saber si
existe alguna relacion entre las notas que obtuvieron los estudiantes en
ambas asignaturas:

Métodos
Estudiante Matematicas Cuantitativos
1 80 88
2 77 70
3 50 55
4 96 95
5 40 53
6 63 75
7 60 61
8 69 78
9 95 87
10 84 80
1 89 90
12 58 67
13 71 60
14 77 79
15 72 . 70
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Sobre la base de esta informacién, y utilizando la calificacion obte-

nida en el curso de Matematicas como la variable independiente:

a. Estime la ecuacion de regresion lineal.

b. Calcule el valor esperado para la nota en el curso de Métodos
Cuantitativos cuando la calificacion en Matematicas es 80.

c. Encuentre el error estandar de estimacion.

d. Halle el coeficiente de determinacion.

e. Pruebe la significacion del coeficiente de la variable independiente,
utilizando un nivel de significacion de 0.05.

12. La compafia de investigacion de opinién publica “Peruanisima”
lleva acabo estudios de hogares regularmente, utilizando cuestionarios
que envia por correo. La compafia quiere determinar los factores que
influyen en la tasa de respuesta. Se disefi6 un experimento enviando
treinta conjuntos de cuestionarios con diferente nimero de preguntas
y diferentes tamafios. El modelo de regresiéon planteado fue:

Y =a+ PiXj+P2X2+p

donde Y Porcentaje de cuestionarios recibidos.
Xi NuUmero de preguntas planteadas.
X2 Longitud del cuestionario, en términos de nimero
de palabras.

Se estimaron los coeficientes del modelo de regresion con el progra-
ma TSP:

A =74.3652-1.8345 X i-0:0162X2
(0.6349)  (0.0091)'

R2=10.637

Los valores en paréntesis debajo de los coeficientes estimados son
sus errores estandar.
a. Interprete los coeficientes estimados.
b. Calcule el valor del coeficiente de determinacion.
c. Encuentre e interprete el intervalo de confianza del 99% para Pi.
d. (Es la variable X2 estadisticamente significativa al 5%?

13. Una compaiiia inmobiliaria quiere establecer una manera ade-
cuada para poner un precio justo a las casas que vende. Decide usar el
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andlisis deregresian para fijar sus precios. Elmodelo de regresion linea?
propuesto tiene como variable dependiente el precic de la casa en miles
de ddlares y como variables independientes el niimero de dormitorios.
{X1) y el drea del terrenc en metros cuadrados (X2). Se utilizéd una
muestra aleatoria de diez casas y se estimaron los coeficientes del
modelo de regresion lineal utilizando el paquete estadistico TSF. Basan-
doseen los reportes de salida del TSP, conteste a las siguientes preguntas

LS // Dependent Variableis Y

SMPL 1-10

10 Observations .

Variable Coefficient  -Std. error T-stat 2-Tail sig.
c -5.2093023  5.3731443 -0.9695072 0.365
X1 21267442 15502260 13.373849 0.000
X2 0.1010610  0.0089266 11.321341 * 0.000
R-squared 0.984993  Mean of dependent var 100.3000
Adjusted R-squared 0.980705 S.D.ofdependent var  37.53532
S.E. of regression 5.213905  Sum of squared resid 190.2934
Durbin-Watsonstat  1.732107  F-statistic 229.7204
Log likelihood -28.91930

a. Escriba la ecuacidn de minimos cuadrados.

b. ;Cudl es el valor del EEE? ;1e indica este valor un buen ajuste?

c. ,Cudleselvalor del coeficiente dedetermmacmn multiple? ; Leindica
este valor un buen ajuste?

d. ;Es la variable X1 eqtadlstlcarnente significativa al 147

e. Tomando como base sus respuestas (b) - (d), ;debe la compafiia
adoptar el modelo propuesto?

f. Suponga que el modelo es adoptado. ;Cudl es el estimado puntual dei
precio de una casa de dos dormitorios en un terreno de 400 metros
cuadrados?

g- Construya un intervalo de confianza del 98% para el precio dela casa
descrita en (f).

14, Una corporacién multinacional que produce chips de silicona
para computadoras estd soportando serios problemas de robos por los
mismos trabajadores dela empresa, Dado quelos cfiips son muy peque-
fios no existe una manera definitiva de evitar los robos. La-compaiifa
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propone contratar guardias de seguridad, instalar manitores y utilizar
PEITOS pohma en un intento de disminuir los. cuantiosos robos. La
zompafifa selecciond diez de sus plantas de produccion y en cada una
implements una combinacidn de guardlas (X1), moniteres (X2) y perros
X3}, Finalmente, se registré el nimero de miles de  chips que fueron
robados en un mes (Y). .
El Director de Invcshgacwn de la compama utllmo el programa
estadistico TSP para estimnar los coeficientes del modelo propuesto,:
obtenjendo elsiguiente reporte

LS // Dependent Variableis Y

SMPL  1-7¢
10 Observations
Variable Coefficient  5td. error T-stat 2-Tall sig.
C 25599719 9.5721'934 2.6743838 . 0.037
X3 -01.1206355  0.7338819 -0.1643799°  0.875
X -1.1152497° 0.4928550 -2.2628355 0.064
X3 0.2536887 0:3838758 0.6608613 0. 533
R-squared 0.498910 © Mean of dependent var - 14 2(]000
Adjusted R-squared * ~0.248365 - 5.D. of dependent var -+ 6.390%6
5.E. of regression 5.54076%  Sum of squared tesid - 184.2008
Durbin-Watsonstat ~ 1.857290  F-statistic o 1.991297
Log likelihood . -28.75659

a. Escriba la ecuacién de minimos cuadrados.
9. ¢Cudles el valor del coeficiente de detcrrmnacmn muJL-lple'J ;Leindica
este valor un buen ajuste?
<. ;Son Ias Vanab}es Independlentcs u;tadwhcamente qtgmflcatwaE al

%7

d. Con base en las respuestas (b) y (¢), jdebe la. compama adoptar el

modelo de regresion propuesto?
e, jQuéotrainformacién le gustaria verenlas sahdas del programa TSP
antes de contestar la pregunta (d)?
f. Suponga quc el modelo de 1egres:on propuesto es adoptado. ;Cudl
es el estimado puntual del.niimero de miles de-chips robados en una
planta dotada con 20 guardias, 50 monitores y 20 perros polmla7

15. El Gerentede Ventas de una compaififa farmacéutica esta preo-

cupado por un aparente menor rendimiento de sus agentes mas expe-
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rimentados. Ha observado que mientras méas afios de experiencia tie-
nen, sus ventas no solo se estabilizan sino que en algunos casos decre-
cen. Para estudiar este problema, el Gerente ha seleccionado diez
territorios de venta y ha registrado las ventas de los tres Gltimos meses,
en miles de doélares, asi como la experiencia, en afios, de los agentes
responsables de cada uno de los territorios.

Ventas Experiencia Ventas Experiencia
(En miles de $) (Afos) (En miles de $) (Afios)
36.7 2.0 41.2 45
22.9 1.5 18.5 1.0
305 45 434 3.0
9.2 0.8 255 2.3
38.4 35 28.4 5.5

a. Grafique la relacion entre las ventas y la experiencia del agente.

Sobre la base del diagrama de dispersion se ajusto la relacion entre
ventas (Y) y experiencia del agente (X) usando un modelo polinomial
de segundo orden. Se utiliz6 el programa estadistico TSP y los resulta-
dos fueron:

Desviacion
Variable Coeficiente estandar  Valort
Constante -6.1730
Xi 25.332 5.439 4.657
x2 -3.4990 0.872 -4.014
R2 =0.8029
EEE =5.4526

b. (Esta de acuerdo con el modelo propuesto? ;Por qué?

c. (Qué proporcién de la variacion en las ventas es explicada por el
modelo?

d. ¢Son los coeficientes de regresion significativamente diferentes de
cero, con un nivel de significacién del 5%?
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VII. Prediccién

1. Componentes de una serie de tiempo. 2. Predicciones con series de
tiempo. 3. Predicciones de series de tiempo usando la técnica de des-

composicion. 4. Predicciones con métodos causales. 5. Predicciones

cualitativas.

En el proceso de toma de decisiones, tanto a nivel individual
como de empresas e instituciones publicas, existen factores o
variables que afectan el resultado de la decisién pero que estan
fuera del control del decisor. La prediccién del comportamiento
futuro de estas variables se toma una actividad crucial para la
formulacién de estrategias apropiadas.

Asi, por ejemplo, la decisién de un individuo de seguir o no
estudios de postgrado se basa implicita o explicitamente en sus
predicciones sobre sus oportunidades futuras en el mercado
laboral. Asimismo, una empresa tiene la necesidad de predecir
sus ventas y costos futuros para poder decidir sus niveles de
produccién, inventarios, compra de materias primas, contrata-
cién de personal, etcétera. De igual manera, las instituciones
publicas basan sus politicas en estimaciones del futuro. La poli-
tica monetaria del Banco Central de Reserva dependera de las
predicciones relacionadas con el crecimiento de la economiay
los futuros niveles de inflacion.
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Las predicciones pueden clasificarse como predicciones de
corto, mediano y largo plazo, dependiendo de cuan lejos en el
futuro se desee predecir. Esta clasificacion es relativa, y depende
del decisor y del tipo de problema bajo andlisis. Asi, mientras
que para una determinada empresa una prediccion de corto
plazo implica predecir el proximo afo, para un vendedor dedi-
cado al comercio ambulatorio esta significara predecir el dia
siguiente. Por convencion, a nivel empresarial y de gobierno,
corto plazo implica predicciones de una semana hasta un afo;
predicciones de mediano plazo son las de cinco afios; y predic-
ciones de largo plazo son las de diez a quince afios. En general,
dado que la distincion entre corto y largo plazo varia, en cada
situacion de prediccion debemos especificar claramente lo que
consideramos como corto, mediano y largo plazo.

Existen muchos métodos de prediccion, los cuales pueden ser
clasificados en tres grandes categorias: métodos de series de
tiempo, métodos causales y métodos cualitativos. Los métodos de
series de tiempo se basan en el andlisis de los datos histéricos de
la variable que estamos tratando de proyectar. En este analisis,
el tiempo es lavariable independiente. Para que estas prediccio-
nes sean adecuadas se debe disponer de un nimero suficiente
de observaciones histéricas, y debe tratarse de una variable con
un patron de comportamiento relativamente estable, dado que
estos métodos suponen que tales patrones permaneceran vigen-
tes en el futuro.

Los métodos causales relacionan la variable que intentamos
predecir con otras variables diferentes al tiempo. Un ejemplo de
estos métodos es el analisis de regresion presentado en el capi-
tulo anterior.

Los métodos cualitativos de prediccion se basan primordial-
mente en informacion cualitativa, como es la opinion de exper-
tos en el tema de interés. La ventaja de estos métodos es que
pueden aplicarse en situaciones en las que no se dispone de
datos historicos.
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1. COMPONENTES DE UNA SERIE DE TIEMPO

Una serie de tiempo, también llamada serie cronolégica, se define
como un conjunto de valores de una variable especifica, regis-
trados en periodos sucesivos. El patron de comportamiento de
los datos de una serie de tiempo esta determinado por la com-
binacion de varios componentes. En algunas series de tiempo se
puede identificar hasta cuatro diferentes componentes: tenden-
cia secular, variaciones ciclicas, variaciones estacionales y fluc-
tuaciones irregulares. El andlisis visual de una serie de tiempo
mediante su representacion en un diagrama de dispersién no es
sencillo, debido a que los componentes basicos aparecen entre-
mezclados. El objetivo de esta seccion es definir claramente cada
uno de estos componentes, para luego intentar descomponer la
serie en los patrones basicos que la afectan.

A. Tendencia secular

Las observaciones de una serie de tiempo se pueden haber
tomado cada hora, dia, semana, mes, afio o a cualquier otro
intervalo regular de tiempo. A pesar de que estas observaciones
generalmente muestran fluctuaciones irregulares, es posible que
presenten cambios graduales o movimientos a valores mayores
0 menores en un periodo largo. Este movimiento gradual es
conocido como la tendencia secular de la serie de tiempo. Esta
tendencia se debe usualmente a factores de largo plazo como los
cambios en la poblacion, cambios en las caracteristicas demogra-
ficas de la poblacion, cambios en las preferencias del consumi-
dor y cambios tecnolégicos.

El grafico 44 muestra diferentes tipos de tendencia secular. En
la parte (a) se presenta una tendencia lineal creciente. Esta figura
bien podria representar la demanda de baterias ante un crecimien-
to del parque automotor a través del tiempo. En (b) se muestra una
tendencia no lineal. Esta curva describe una serie de tiempo que
tiene poco crecimiento inicialmente, seguida de un periodo de
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répido crecimiento, y luego una etapa de estabilizacién. Esta puede
ser una buena descripcién de las ventas de un nuevo producto
desde su introduccion, seguida de un rapido crecimiento para
terminar con un periodo de saturacion del mercado. La tenden-
cia lineal decreciente en (c) es una descripcionadecuada para series
de tiempo que muestran un decrecimiento continuo. La linea
horizontal en (d) se usa para series de tiempo que no muestran ni
un crecimiento, ni un decrecimiento consistente a través del tiem-
po; en este caso se dice que no existe una tendencia secular.

Gréfico 44: Algunos patrones de tendencia secular

(a) Tendencia lineal creciente

>

Tiempo

(c) Tendencia lineal decreciente (d) Ausencia de tendencia
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B. El componente ciclico

Si bien una serie de tiempo muestra una variacion gradual o
tendencia secular en periodos largos, no se puede esperar que
todos los valores de la serie de tiempo estén exactamente en la
linea de tendencia. A pesar de que las observaciones sean toma-
das con un intervalo de un afo, las series de tiempo muestran a
menudo secuencias alternas de puntos por debajo y encima de
la linea de tendencia. Cualquier patrén regular de secuencias de
puntos por debajoy encimade la linea de tendencia es atribuible
al componente ciclico de la serie de tiempo. Se piensa que estos
movimientos representan ciclos de varios afios de duracion, y
que para estudiarlos se necesitan observaciones de por lo menos
quince afios.

C. Variaciones estacionales

Mientras que los componentes de tendencia y ciclicos de una
serie de tiempo se identifican analizando movimientos de datos
historicos en varios afios,/inuchas series de tiempo muestran un
patrén regular de variacion en el transcurso de un afio. Por
ejemplo, los trajes de bafio se venden muy poco en los meses de
otofio e invierno, mientras que durante los meses de primavera
y verano las ventas alcanzan su punto mas alto. Los fabricantes
de chocolates esperan un patréon de ventas exactamente opuesto.
Entonces, no debe sorprender que el componente de las series
de tiempo que representan las variaciones en los datos debido a
las influencias estacionales se llame componente estacional/t’ero
este componente no soélo es atribuible a variaciones del clima,
sino que también puede deberse a costumbres o caracteristicas
especiales del producto. Un caso tipico es la venta de panetones
en Lima, que alcanzan sus niveles mas altos en épocas de Fiestas
Patrias (julio) y Navidad (diciembre).
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Aunque comunmente se piensa que las variaciones estacio-
nales de una serie de tiempo ocurren durante un afio,, el compo-
nente estacional puede también representar cualquier patrén
que se repite en un periodo menor a un afio. Por ejemplo, el
volumen de ventas de alimentos en un supermercado alcanza
sus niveles més altos durante los fines de semana, y este es un
patréon que se repite cada semana.

D. Fluctuaciones irregulares

Supongamos que tenemos una serie de tiempo donde hemos
identificado la tendencia secular, las variaciones ciclicas y las
variaciones estacionales./Existira todavia un factor residual que
expresa la desviacion entre el valor observado y el valor expli-
cado por los tres componentes antes mencionados. Estos resi-
duos representan las fluctuaciones irregulares que son causadas
por factores enteramente fortuitos, de corto plazo, y que no son
recurrentes. Este componentees impredecible, dado que repre-
senta fluctuaciones aleatoria:?.

Debemos sefialar que a medida que se acortan los intervalos
de tiempo de observacién de los datos, mayores son las fluctua-
ciones irregulares que afectan a la serie de tiempo. Asi, si las
ventas se observan diariamente, es de esperar que los datos
muestren mayores efectos del componente irregular. En cambio,
si las ventas diarias se agregan para formar observaciones sema-
nales, las fluctuaciones irregulares tenderan a cancelarse unas
con otras, y seran menos importantes. De igual manera, si com-
paramos series de tiempo de variables desagregadas versus
variables agregadas, veremos que las primeras muestran una
mayor influencia de las variaciones aleatorias. Por lo general, las
series estadisticas correspondientes a una empresa individual
son mas propensas a presentar irregularidades que las referen-
tes a toda la industria. Cuando se combinan los datos de un gran
numero de empresas individuales es muy probable que se can-
celen las irregularidades individuales.
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2. PREDICCIONES CON SERIES DE TIEMPO

El proposito fundamental del estudio de las series de tiempo es
el andlisis de los datos historicos de una variable en un periodo
determinado, para poder predecir valores futuros de esta varia-
ble. Existe una serie de métodos que aplican un conjunto de
técnicas replicables para lograr dicho estudio. Parte del arte de
la prediccidn es seleccionar la técnica, o conjunto de técnicas,
mas apropiadas y efectivas. Usualmente, es necesario realizar
un analisis extenso de las series de tiempo a fin de obtener la
informacién maxima, puesto que estas pueden estar influen-
ciadas por todos los componentes mencionados en la seccion
anterior.

En el andlisis de series cronoldgicas, el tiempo es la variable
independiente y se representa en el eje de las abscisas (X) en los
graficos de dispersion.

A.Técnicas de prediccion de corto plazo

Aqui discutimos las técnicas de prediccion apropiadas para
series de tiempo que no muestran tendencias significativas, ni
fluctuaciones ciclicas, ni variaciones estacionales. En tales situa-
ciones, el objetivo del método de prediccion es “suavizar” las
fluctuaciones irregulares de la serie de tiempo. Estas técnicas
intentan predecir el valor que tomara la variable en el proximo
periodo en el futuro.

a. Prediccioén histérica

Se predice el proximo periodo con el valor del altimo periodo
historico. Es decir:

AH =Y, (1)
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donde $t+, esel valor estimado para el periodo t+1.
Yt es el valor observado en el periodo t, siendo t
el ultimo periodo historico.

b. Media aritmética

Este método consiste en calcular la media aritmética de todos los
valores de la serie de tiempo y utilizarla como la prediccion para

el préximo periodo.
DV
n )

donde $t+ eselvalorestimado para el periodo t+1.
n es el namero total de observaciones de la
variable Y.
Yt, eselvalorobservado deY en el periodo t-1.

En algunos casos, cuando las series de tiempo consisten de
observaciones mensuales o trimestrales y no presentan una
tendencia secular pero si algun tipo de variacién estacional, las
predicciones del proximo mes o trimestre podran realizarse
utilizando la media aritmética de los mismos meses o trimestres
de los afios historicos.

Para ilustrar esta técnica consideremos las ventas de tortas de
la “Pasteleria Buena Ventura”en las doce ultimas semanas, que
se presentan en el cuadro 18. Nuestro objetivo es utilizar estos
datos para predecir las ventas de la decimotercera semana.

Calculemos la media aritmética de los doce valores historicos:

yy.
$3=7="2 =7125=71

Nuestra prediccion para la decimotercera semana sera 71
tortas.
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CUADRO 18: “PASTELERIA BUENA
VENTURA”. VENTAS DE TORTAS
(Ultimas 12 semanas)

Semana Ventas de tortas
(Unidades)

69
73
71
75
70
68
72
70
74
72
67
74

© 00 N O Ol WN -

=
N P o

c. Media moévil

El método de la media moévil consiste en calcular la media
aritmética de los kdatos mas recientes en la serie de tiempo. Esta
medida es utilizada para proyectar el préximo periodo.

. _ .. £ (delos k datos mas recientes)
Media movil - -

)

Se le llama media movil porque a medida que se obtiene
una nueva observacidn para la serie de tiempo, esta reempla-
za a la observacién mas antigua en la ecuacion (3), calcu-
landose una nueva media aritmética. Entonces, la media
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cambiara o se “movera* a medida que se obtengan nuevas
observaciones.

Para ilustrar el método de la media moévil, consideremos el
ejemplo de las ventas de tortas de la “Pasteleria Buena Ventura*
presentadas en el cuadro 18. Debemos elegir primero el nUmero
de datos (K) que seran incluidos en el calculo de las medias.
Como ejemplo, calculemos la prediccion de la decimotercera
semana basandonos en una media movil de tres semanas:

6’3: Y12 + Y§1+Y10 7

También podriamos utilizar una media mévil de cuatro se-
manas, y obtener;

fo =XR+Yn +Yi°+Yqg=7] 75=72
4

Como vemos en este ejemplo, al utilizar medias moéviles de
diferente longitud obtenemos predicciones diferentes. A tra-
vés de un método de tanteos es posible escoger la longitud
apropiada que minimice los errores de predicciéon que se
definen como las diferencias entre los valores observados y los
estimados.

Para escoger la longitud 6ptima se aplica el método de los
tanteos a los datos de la serie histérica. El cuadro 19 ilustra los
calculos de lamedia movil de tres semanas para nuestro ejemplo
de la venta de tortas. La prediccion de las ventas de la cuarta
semana se hace sobre la base del promedio de ventas de las tres
semanas anteriores, y asi sucesivamente. Luego se calculan los
errores de prediccidon de cada semana, que se presentan en la
cuarta columna de dicho cuadro.

Una forma de medir la precisién global que se logra utilizan-
do medias méviles para efectuar predicciones seria la suma de
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los errores de prediccion a lo largo del periodo historico. El
problema con esta medida es que, puesto que los errores son
aleatorios, algunos seran positivos y otros negativos, y su suma
tenderd a cero, independientemente del tamafio de los errores
individuales. De hecho, si observamos el cuadro 19 la suma de
los errores de prediccion es cero. Esta dificultad puede evitarse
calculando el cuadrado de cada error de prediccion.

CUADRO019: CALCULOS DE LA MEDIA MOVIL DE TRES
SEMANAS

Valores de la Prediccién con Error de Errores al
Semana serie de tiempo media movil prediccién cuadrado
1 69
2 73
3 71
4 75 71 4 16
5 70 73 -3 9
6 68 72 -4 16
7 72 71 1 1
8 70 70
9 74 70 4 16
10 72 72 0 0
1 67 72 -5 25
12 74 71 3 9
Totales 0 92

Para podercomparar la precision de las predicciones utilizan-
do diferentes longitudes de medias moviles calculamos el error
cuadrado promedio (ECP) para los respectivos valores de k en
el periodo historico:
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E(Y i-V

ECP(k) = -k )
donde t es el nimero de observaciones historicas,
k es la longitud de la media mavil,
(Yi-~ 1) es el error de prediccion para el periodo
i,i=k+1, k+2,..., t

Utilizando la ecuacion (4) podemos calcular el ECP para
varios valores de Kk, y escoger la longitud de la media mavil que
minimice esta medida. Del cuadro 19 calculamos:

ECP(3) = 1), = 1022

Al calcular y comparar los ECP(k) para diferentes valores de
k, encontramos que la media moévil de longitud 6 es la que
minimiza el error cuadrado promedio. Entonces podemos pre-
decir las ventas de la decimotercera semana como:

Yn+Y¥Yn+Yio+Yg+Ys+Yz_
5 =

715

d. Suavizacion exponencial

Esta técnica utiliza todos los datos disponibles de la serie histo-
rica para calcular el promedio, base de la prediccién, pero
dando mayor ponderacion a los datos mas recientes. Estas pon-
deraciones dependen de un factor de ponderacién o suavizacion,
denotado por a. El modelo basico de suavizacion exponencial es
el siguiente;

~te1 = aYt+a(l - oo)Yti +a(l - a)2¥e2 + ...
+a(l - a)tlYi ®)
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donde ~tH es laprediccion hecha en el periodo t para el
periodo t+1.
Yt es el dato del periodo t.
Yt-i esel dato del periodo t-1.
a es el factor de suavizacion (O<a <1).
t es el numero de periodos de observacion de
la serie de tiempo.

Nétese que los coeficientes -0G a(1 - &), a(l - a)?...-disminuyen
exponencialmente a medida que se retrocede en el tiempo.
Ademas, cuanto mayor sea el valor de a, mayor sera el peso que
se asigne a los datos mas recientes. El problema consiste en
escoger el a adecuado para calcular la ecuacion (5), ya que
utilizando diferentes valores de a se obtendran diferentes pre-
dicciones. Para determinar el valor deseado de a se puede
utilizar el mismo criterio considerado antes para determinar el
numero de periodos a incluir en el calculo de la media mévil. Es
decir, escogeremos el valor de a que minimice el ECP.

Para ilustrar la importancia del factor de suavizacion expo-
nencial reescribamos la ecuacién (5) para el periodo t:

=aYt-i +a(l - a)Y.. +a(l - a)2rt?+... ©)
Reemplazando (6) en (5), obtenemos:
H=acvt+(1- a) [aYti +a(l - a)Y.. +..]
=+ (1- a)Yt @
\Con esta Ultima ecuacion podemos proyectar el periodo t+1,
usando el valor observado y el valor proyectado para el periodo
t. La ecuacion (7) simplifica los calculos del método de suaviza-

cién exponencial, dado que sélo requiere del Gltimo dato histo-
rico y de la prediccién hecha para ese mismo periodo.
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Reescribiendo laecuacioén (7) se puede lograr un mejor enten-
dimiento del factor de suavizacion:

NH=ac+(1- =aYt+ - o$t
StH=St+a(Yt-~ 1) (8)

Entonces, la prediccion ~t+l es igual a la prediccion previa,.
~t, més un ajuste que es a veces el error de prediccidon mas
reciente. Si la serie de tiempo es volatil y contiene una variacion
aleatoria importante, es preferible usar un valor pequefo de a
para no sobredimensionar el error de prediccion, que se debe
precisamentea las variaciones aleatorias. Por otro lado, si laserie
de tiempo bajo analisis es relativamente estable, con pocas va-
riaciones aleatorias, usar un a mayor tiene la ventaja de ajustar
rdpidamente las predicciones reaccionando a las condiciones
cambiantes.

Para ilustrar el modelo de suavizacion exponencial conside-
remos la serie de tiempo de las ventas de tortas del cuadro 18.
Como dijimos antes, el criterio para elegir el valor numérico de
a es laminimizacién del ECP. El cuadro 20 presenta un resumen
de los calculos del ECP para la prediccidon de ventas usando la
técnica de suavizacion exponencial para a igual a 0.2 y 0.3. Al
no tener valores anteriores para calcular la prediccion en el
primer periodo, hacemos i =Y.

Del cuadro 20 se desprende que el ECP con a - 0.2 es 8.93,
mientras que el ECP con a = 0.3 es 9.35. Es decir que, para esta
serie de tiempo, se obtiene una mejor prediccion usando un
a = 0.2. Siguiendo este proceso de tanteos con otros valores de a,
se podra encontrar el mejor factor de suavizacién para la serie
histérica. Suponiendo que este a sera también el mejor valor
para el futuro, podemos efectuar la prediccién de ventas para la
decimotercera semana.
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CUADRO 20: CALCULO DEL ERROR AL CUADRADO
PROMEDIO (ECP) PARA PREDECIR LAS VENTAS DE TORTAS,
USANDO DIFERENTES CONSTANTES DE SUAVIZACION

Valor Prediccionescon a =0.2 Predicciones con a = 0.3
serie Predic- Error de Error Predic- Error de Error
Semana de cion predic-  al cua- aon predic-  al cua-
t tiempo a6n  drado don  drado

t, Y ,?, (Y V % Y,-f, (Yt-V
1 69 69.00 0.00 0.00 69.00 0.00 0.00
2 73 69.00 4.00 16.00 69.00 4.00 16.00
3 71 69.80 1.20 1.44 70.20 0.80 0.64
4 75 70.04 4.96 24.60 70.44 456 20.79
5 70 71.03 -1.03 1.06 71.81 -1.81 3.28
6 68 70.83 -2.83 8.01 71.27 -3.27 10.69
7 72 70.26 1.74 3.03 70.29 171 2.92
8 70 70.61 -0.61 0.37 70.80 -0.80 0.64
9 74 70.49 3.51 12.32 70.56 3.44 11.83
10 72 71.19 0.81 0.66 71.59 0.41 0.17
11 67 71.35 -4.35 18.92 71.71 -4.71 22.18
12 74 70.48 3.52 12.39 70.30 3.70 13.69
Total 98.80 Total 102.84

ECP =98.80/11 =8.98 ECP =102.84/11 =9.35

B. Técnicas de prediccion de largo plazo

En esta subseccidon presentaremos dos técnicas para predecir
mas de un periodo en el futuro. En primer lugar, describiremos
como predecir los valores de series de tiempo que muestran una
tendencia lineal. En segundo término, presentaremos la técnica
de descomposicidn que permite predecir series de tiempo que
ademas de una tendencia marcada contienen variaciones esta-
cionales y fluctuaciones ciclicas.
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a. Predicciones de tendencia lineal

Esta técnica supone que la serie de tiempo muestra Gnicamente
una tendencia secular y no variaciones ciclicas ni estacionales, y
es especialmente Gtil cuando se analizan series de tiempo de
observaciones anuales. Consiste en “ajustar” una linea de ten-
dencia a las observaciones pasadas, y luego proyectar esa linea
para estimar valores futuros.

Para ilustrar esta técnica consideremos las ventas de aspira-
doras de una marca especifica en los ultimos diez afios, que se
muestran en el cuadroz: .

CUADRO 21: VENTAS DE
ASPIRADORAS

Ao Ventas
Y,

—

2,592
2,748
2,360
2,576
2,963
3,395
3,200
3,082
3,396
3,781

© o0 N U WN R

=
o

Los datos histéricos dé esta serie muestran que las ventas de
aspiradoras no han aumentado en forma continua en el periodo
considerado. En algunos afios se verifican disminuciones con
respecto al aflo anterior. Sin embargo, analizando los diez afios
en conjunto, se observa una tendencia creciente. El grafico 45
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ilustra este comportamiento. En el eje de las abscisas se repre-
senta el tiempo, y en el de las ordenadas el volumen de ventas.

Grafico 45: Venta de aspiradoras

Lalinea punteada del gréafico 45 describe en forma apropiada
las ventas de aspiradoras en el largo plazo. La funcién lineal que
mejor se aproxime a la tendencia podra estimarse usando la
técnica de minimos cuadrados discutida en el capitulo anterior.
La variable independiente esel tiempo, y la variable dependien-
te es el volumen de ventas de aspiradoras. Asi,

$t=a+Dbt 9)
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donde es el valor de tendencia de las ventas en el
periodo t.
a es el intercepto de la linea de tendencia,
b es la pendiente de la linea de tendencia,
t es el tiempo (t=1,2,3,... 10).

Realizando los célculos necesarios -ver ecuaciones (5) y (s)
del capitulo anterior- se obtiene la funcidn lineal estimada de la
tendencia de las ventas de aspiradoras:

=2,304.27 + 128t (10)

La pendiente de la linea de tendencia de 128 indica que en los
ultimos diez afios las ventas han experimentado un crecimiento
promedio anual de 128 aspiradoras. Si aceptamos que la ten-
dencia de las ventas de los altimos diez afios continuard en el
futuro, entonces se puede usar la ecuacién (10) para predecir el
componente de tendencia de la serie de tiempo. Por ejemplo, si
deseamos predecir la tendencia de las ventas para el proximo
afio, sustituimos t =11 en la ecuacioén (1o):

=2,304.27 + 128(11) = 3,712.27

El uso de una funcién lineal para modelar la tendencia de
series de tiempo es muy comun. Sin embargo, algunas series de
tiempo muestran tendencias no lineales, cuyas funciones pue-
den ser estimadas de manera similar (ver la seccion 12 del
capitulo anterior).

b. Técnica de descomposicion
Como se mencioné anteriormente, las series de tiempo estan

influenciadas por un conjunto de patrones que al aparecer en-
tremezclados hacen dificil su andlisis. La técnica de descomposi-
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cién intenta aislar los patrones basicos de la serie de tiempo a fin
de encontrar las variaciones regulares en el pasado y proyectar-
las al futuro. Esta técnica seré presentada en detalle en la proxi-
ma seccién.

3. PREDICCIONES DE SERIES DE TIEMPO USANDO LA
TECNICA DE DESCOMPOSICION

La técnica de descomposicion supone que la serie de tiempo bajo
andlisis contiene cuatro componentes: tendencia (T), estacional
(E), ciclico (C) e irregular (I). También suponemos que estos
componentes afectan la serie de tiempo en forma multiplicativa.
Es decir, si los cuatro componentes pueden ser identificados y
cuantificados, los valores de la serie de tiempo se obtendran
multiplicando estas cuatro medidas. Matematicamente:

Yt=T,*Ct*Et*It (11)

En este modelo, la tendencia T es medida en las unidades de
la variable analizada, Y. Por otro lado, los componentes Ct e It
son medidos en términos relativos, con valores mayores que
1.00, indicando que el efecto ciclico est4 por encima de la ten-
dencia, que el efecto estacional esta por encima del nivel normal
o promedio, o el efecto irregular esta por encima de la combina-
cion de los componentes de tendencia, ciclico y estacional. Va-
lores por debajo de 1.00 para Ct, Et e Itindican niveles por debajo
de los promedios del respectivo componente.

Supdngase que con base en datos histéricos de una serie de
tiempo se ha logrado hacer una prediccidn de tendencia de 48
unidades para un periodo futuro (P), y que se han calculado
valores de 0.90, 1.15 y 0.98 para los componentes Cp, Sp e Ip
respectivamente. El valor de prediccidon para dicho periodo,
utilizando el modelo multiplicativo, sera:

Yp=48*0.90* 1.15*0.98 =49
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llustraremos el uso de la técnica de descomposicion utilizan-
do la serie de tiempo de las ventas trimestrales de érganos
electronicos de la compainiia “Sonido Divino S.A.* en los Gltimos
cinco afos. Esta informacion se presenta en el cuadro 22, y los
datos se ilustran en el gréfico 46.

CUADRO 22: “SONIDO DIVINO S.A.”
VENTAS TRIMESTRALES DE
ORGANOSELECTRONICOS

Afo / Trimestre Ventas
(Unidades)

<
oOR D OE RN

Ao 4 | 9
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A. Estimacion de los factores de estacionalidad

Al observar el grafico 46 notamos un cierto patron estacional en
las ventas de 6rganos electrénicos, con ventas bajas en el primer
y segundo trimestres, seguidos de ventas mas altas en el tercero
y cuarto trimestres. Para identificar las influencias estacionales
de cada trimestre usamos un procedimiento que comienza por
calcularlos promedios méviles de los datos histéricos. El calculo
de estos promedios elimina las influencias estacionales e irregu-
lares (Etlt), y permite medir el efecto combinado de la tendencia
y el componente ciclico (TtCt).

Al calcular promedios moviles de cuatro trimestres estamos
incluyendo datos de un afio en cada uno de estos promedios. Es
decir, los promedios moéviles siempre contienen una observa-
cion de cada uno de los cuatro trimestres del afio, logrando
promediar las fluctuaciones estacionales. El promedio mévil de
los primeros cuatro trimestres de la serie historica de las ventas
de 6rganos electrénicos es:

Primer promedio movil = - =3.00

Para calcular el segundo promedio mévil afiadimos las ven-
tas del primer trimestre del afio 2 excluyendo las ventas del
primer trimestre del afio 1:

Segundo promedio mévil= "+ 4+5+4 =3 50

De igual manera se calcula el resto de promedios moviles
para toda la serie histdrica.

Un problema con estos promedios es tratar de identificar a
qué trimestre asignar estos valores. Explicitamente, tomemos el
primer promedio movil, cuyo valor es de 3.00 y representa un
volumen de ventas trimestrales promedio del afio 1. Es razona-
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ble pensar que este promedio movil debe asociarse al trimestre
central del primer afio. Es obvio que al incluir cuatro trimestres
en el calculo del promedio movil, tal trimestre central no exista.
El valor 3.00 corresponde a un periodo que incluye la Gltima
mitad del segundo trimestre y la primera mitad del tercer tri-
mestre del primer afio. De manera similar, el siguiente promedio
movil de 3.5 corresponderiaala Gltima mitad del tercer trimestre
y la primera mitad del cuarto trimestre del afio 1. Y asi sucesi-
'vamente con los siguientes promedios méviles, como se muestra
en la columna 3 del cuadro 23.

CUADRO 23: CALCULO DE LOS PROMEDIOS MOVILES DE
VENTA DE ORGANOS ELECTRONICOS

Ventas Promediosmoviles Promedios moviles Influencias
Afo/Trimestre (TCEI) decuatrotrimestres  centrados (TC) Estac.-Irreg.

TCE!
TC
11 2>
1 1\
....... 3.00'I
11 4 « 3.25 1.23
........ 3.50 N
v 5. e —3.88 1.29
4.25
2 4 4 450 0.89
4.75
il 4, 5.88 0.68
7.00
11 6 6.88 0.87
6.75
v 14 6.88 2.03
7.00
3 1 3 7.50 0.40
8.00
I 5 8.25 0.61
8.50
(sigue)
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(viene de la pég. anterior)

11 10 9.25 1.08
10.00
v 16 10.25 1.56
10.50
4 1 9 10.75 0.84
11.00
1l 7 11.75 0.60
12.50
11 12 12.63 0.95
12.75
\Y 22 13.50 1.63
14.25
5 1 10 15.00 0.67
15.75
1 13 17.38 0.75
19.00
11 18
\Y 35

Esto quiere decir que los valores de los promedios moviles no
corresponden directamente a los trimestres originales de la serie
de tiempo. Podemos resolver este problema ubicando lospuntos
medios entre promedios moviles sucesivos. Por ejemplo, dado
que 3.0 corresponde a la primera mitad del tercer trimestre,y 3.5
ala ultima mitad del mismo trimestre, usaremos el promedio de
estos valores -(3.0+3.5)/2 = 3.25- como el valor del promedio
movil del tercer trimestre. De manera analoga, calculamos el
promedio movil para el cuarto trimestre -(3.5 +4.25)/2 =3.88.
Y asi sucesivamente para los otros trimestres. Estos valores se
muestran en la columna 4 del cuadro 23, y miden la influencia
combinada de la tendencia y la variacion ciclica (TtCt) sobre los
datos historicos.

Debemos sefialar que si los datos de la serie de tiempo fueran
mensuales, entonces los promedios moviles serian de doce me-
ses y también habria que hacer los ajustes necesarios para cen-
trar los promedios. En cambio, si el nUmero de periodos
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utilizados en el calculo de los promedios mdviles es un nimero
impar, el punto “central” correspondera a uno de los puntos
originales de la serie de tiempo y no sera necesario ningun ajuste.
Un ejemplo de este ultimo caso seria el estudio del comporta-
miento estacional de las ventas de un supermercado en los siete
dias de la semana.

Mientras que en la columna 2 del cuadro 23 tenemos los
valores de los datos observados (Yt) que son el resultado de la
combinacion de todas las influencias, en la columna 4 tenemos
los promedios méviles centrados que representan el componen-
te combinado de tendencia y ciclico (TtCt). Entonces, dividiendo
cada observacion de la serie de tiempo, Yt, por el correspondien-
te promedio movil, TtCt, podemos identificar el efecto estacio-
nal-irregular:

Y,
Etlt = TCt

La columna 5 del cuadro 23 muestra los valores del efecto
combinado, Etlt- Si s6lo existiera la fluctuacién estacional espe-
rariamos que la influencia de esta en un trimestre determina-
do fuera la misma en cada uno de los afios del periodo
historico. Sin embargo, dado que estos valores incluyen tam-
bién la influencia irregular, vemos que varian de afio a afio.
Por ejemplo, en el cuadro 23 se observa que los valores de Etlt
para el cuarto trimestre varian: en el primer afio es 1.29, en el
segundo 2.03, en el tercero 1.56 y en el cuarto 1.63. Notamos que,
en todos los afios, el componente Etlt del cuarto trimestre tiene
una influencia por encima del promedio, es decir, es mayor
que 1.00. Ademas, identificamos un valor relativamente alto
(2.03).

El efecto que combina Etlt puede ser refinado eliminando las
fluctuaciones irregulares dé los datos, permitiendo la determi-
nacion de indices de estacionalidad. El cuadro 24 presenta los

Prediccion / 299



valores de Etlt en una tabla de doble entrada por afios y trimes-
tres. Cada columna representa el efecto combinado de las in-
fluencias estacionales e irregulares en un trimestre determinado.
Las diferencias entre los valores de cada trimestre se atribuyen
a las fluctuaciones irregulares; cuando estas son fuertes se pre-
sentan valores extremos -muy altos o muy bajos-, que deben ser
ignorados para evitar sesgos en la estimacion de los factores
estacionales. Eliminando estos valores extremos y calculando el
promedio de los valores restantes obtenemos una primera apro-
ximacion del factor de estacionalidad para cada trimestre. Asi,
para el primer trimestre eliminamos el valor correspondiente al
tercer afio, por ser muy bajo (B), y calculamos el promedio de
los otros tres valores (0.80). Del mismo modo se calcula el valor
0.63 para el segundo trimestre, 0.97 para el terceroy 1.49 para el
cuarto.

Un ultimo ajuste es necesario para obtener los factores de
estacionalidad. EI modelo multiplicativo requiere que el factor de
estacionalidad promedio sea igual a 1.00; es decir, que la suma
de los cuatro factores debe ser igual a 4.00. Esto es necesario si
los efectos estacionales se han de prorratear a través del afio.
Dado que, en nuestro ejemplo, la suma de los promedios sin
irregularidades es de 3.89, calculamos un factor de ajuste de la
siguiente manera;:

, 400
Factor de ajuste= — = 1.028

Al multiplicar los promedios por el factor de ajuste obtene-
mos los factores de estacionalidad, que suman 4.00. En el
cuadro 24 se resumen todos los pasos necesarios para calcular
los factores de estacionalidad para las ventas de Organos
electrénicos. También se muestran los indices de estacionali-
dad que seobtienen multiplicando los factores de estacionalidad
por 100.
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CUADRO 24: CALCULO DE LOS NUMEROS INDICES
ESTACIONALES

Afo Primer Segundo Tercer Cuarto
trimestre trimestre trimestre trimestre

1 123 A 1.29
2 0.890 0.68 0.87 2.03 A
3 0.40B 0.61 1.08 1.56
4 0.840 0.60 0.95 1.63
5 0.670 0.75 A

Promedio sin

irregularidades 0.800 0.630 0.97 1.49
Promedio por

ajuste* (factor /

estacional) 0.822 0.648 0.997 1.532
indice de

estacionalidad 82.200 64.8 99.7 153.2

*Suma de promedios =3.89. Factor de ajuste DI 1.028

Los indices de estacionalidad nos brindan informacién nu-
meérica sobre la influencia de las fluctuaciones estacionales en la
serie historica de ventas de 6rganos electronicos. El cuarto tri-
mestre de cada afio es el de mejores ventas, con un nivel de 53%
por encima del promedio trimestral. El trimestre de menores
ventas es el segundo, con un indice de estacionalidad de 64.8%,
lo que indica que las ventas promedio para este trimestre estan
35.2% por debajo de las ventas trimestrales promedio.

B. Desestacionalizacion para encontrar el patrén de tendencia

Para identificar la tendencia en una serie de tiempo que contiene
efectos estacionales debemos primero remover el efecto estacio-
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nal. Este proceso se conoce como desestacionalizacion de laserie de
tiempo, y consiste en dividir cada observacion historica, Yt, por
el factor de estacionalidad correspondiente. De esta manera
identificamos el efecto combinado de'tendencia, ciclico e irre-
gular:

Yt Tt* Ct* Et* It
E,* . Et (19)

Los valores desestacionalizados de nuestro ejemplo se pre-
sentan en el cuadro 25 y se ilustran en el grafico 47. En este
gréafico vemos que, a pesar de movimientos hacia arriba y hacia
abajo en los ultimos veinte trimestres, la serie de tiempo parece
tener una tendencia creciente. Podriamos ajustar una linea recta
0 curva a este patrén de tendencia. Para identificar esta tenden-
ciausaremos el mismo procedimiento utilizado para determinar
la tendencia de una serie con datos anuales.

Si suponemos una tendencia lineal, entonces el volumen de
ventas estimadas puede expresarse como una funcion del
tiempo:

Tt=a +bt (20)

donde Tt es el valor de tendencia para las ventas en el
periodo t.
a es el intercepto de la linea de tendencia,
b es la pendiente de la linea de tendencia,
t es el periodo trimestral (t=1,2,3, ...,20).

Usando las formulas del modelo de regresion lineal presen-
tadas en el capitulo anterior, ecuaciones (12) y'(13), calculamos
los valores deay b:

a=-0.3201 b=0.9379
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CUADRO 25: VENTAS DESESTACIONALIZADAS

Afo/Trimestre Verltas Factor Ventas
(Y, = TtQEtIt) estacional desestacionalizadas
(E) (Yt/Et=TtC.It)
1- | "2 0.822 2.43
1l 1 0.648 1.54
1l 4 0.997 4.01
v 5 1.532 3.26
2 | 4 0.822 4.87
1 4 0.648 6.17
1 6 0.997 6.02
\V4 14 1.532 9.14
3 | 3 0.822 3.65
Il 5 0.648 7.71
1l 10 0.997 10.03
v 16 , 1532 10.44
4 | 9 0.822 10.95
Il 7 0.648 10.80
11 12 0.997 12.04
v 22 1.532 14.36
5 | 10 0.822 12.17
1 13 0.648 20.06
1l 18 0.997 18.05
v 35 1.532' 22.85

Reemplazando estos valores en la ecuacion (20), obtenemos
el componente de tendencia lineal de la serie de tiempo de
ventas de érganos electronicos:

Tt=-0.3201 +0.9379t (21)

La pendiente 0.94 nos indica que en los Gltimos veinte trimes-
tres las ventas de la empresa han experimentado un crecimiento
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promedio desestadonalizado de aproximadamente 0.94 6rga-
nos electrénicos por trimestre. Si suponemos que la tendencia de
las ventas en los Gltimos veinte trimestres seguira vigente en el
futuro, entonces podemos utilizar la ecuacion (21) para predecir
el componente de tendencia de las ventas de rganos en trimes-
tres futuros.

C. Las fluctuaciones ciclicas

El altimo y menos significativo de los componentes sistematicos
que afectan una serie de tiempo es el que corresponde a las
variaciones ciclicas. Algunos economistas consideran que las
actividades econdmicas sufren cierto tipo de movimiento osci-
latorio cada cierto niumero de afios. Estos ciclos comprenden
cuatro fases: depresion, recuperacion, prosperidad y recesion.
La bibliografia sobre ciclos es amplia; sin embargo, no hay
consenso acerca de su naturaleza, causas o, incluso, de la exis-
tencia misma del ciclo.

El componente ciclico en una serie de tiempo podria identifi-
carse una vez desestacionalizada la serie, TtQIt, y estimada la
tendencia, Tt

Serie desestacionalizada TtQIt_ ¢ .
Tendencia Tt 1*

Sin embargo, estos valores todavia incluirian algunas fluctua-
dones irregulares, sin existir una técnica adecuada para aislarlos.
Ademas, para poder identificar los movimientos oscilatorios y
estudiar el componente ciclico de manera adecuada seria necesario
contar por lo menos con quince afios de observaciones historicas.

D. Recomposiciény prediccion

Una vez identificados los patrones de tendencia (Tt) y estacional
(Et) usando el modelo multiplicativo, intentaremos formular
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predicciones acerca de las ventas de 6érganos electronicos en el
futuro. Esto sera posible siempre y cuando supongamos que los
factores de comportamiento de estas ventas en los Ultimos veinte
trimestres continuaran en el futuro. Primero proyectamos la
tendencia para los trimestres futuros y luego ajustamos esta
prediccién usando los factores de estacionalidad respectivos.

La tendencia de las ventas se proyecta con base en laecuacion
(21). Asi, la tendencia para el primer trimestre del sexto afio, es
decir el trimestre 21, se obtiene sustituyendo t = 21 en dicha
ecuacion:

T2i =-0.3201 +0.94*21 = 19.42

Considerando unicamente el componente de tendencia, pro-
nosticamos ventas de 19.42 6rganos electronicos para el proximo
trimestre. De igual manera, proyectaremos ventas de 20.36,
21.30y 22.24 6rganos en los trimestres 22,23 y 24 respectivamente.

Ahora debemos ajustar estas predicciones para tomar en
cuenta el efecto estacional. Asi, la prediccién para el primer
trimestre del sexto afio se obtiene multiplicando la prediccién
tendencial por el factor de estacionalidad correspondiente al
primer trimestre. Y asi con el resto de predicciones tendenciales.
Los valores ajustados se presentan en el cuadro 26.

CUADRO 26: PREDICCIONES TRIMESTRALES DE LASVENTAS
DE ORGANOSELECTRONICOS

Prediccion Factor Prediccion

tendencial estacional trimestral
Afio/Trimestre (Tt) (Et) (TtER)
61 19.42 0.822 15.96
6.n 20.36 0.648 13.19
6.1l 21.30 0.997 21.24
6.1V 22.24 1.532 34.07
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Estas predicciones se podrian ajustar alin méas considerando
los efectos ciclicos, andlisis que no estamos en capacidad de
realizar por no contar con suficiente informacion para identificar
las fluctuaciones ciclicas.

4. PREDICCIONES CON METODOS CAUSALES

Mientras que las predicciones que se efectian utilizando los
métodos de series de tiempo se basan en el anélisis del compor-
tamiento de una sola variable a través del tiempo, las prediccio-
nes con métodos causales toman en consideracion el anélisis de
més de una variable. Estos Ultimos métodos estudian las rela-
ciones entre las variables identificando los factores causales para
poder proyectar el comportamiento de las variables de interés.
Los modelos causales de prediccién mas comunes son el andlisis
de regresién, el andlisis de insumo-producto y los modelos
econométricos. Todos ellos pueden ser empleados a diferentes
niveles de agregacion: desde el nivel empresarial hasta la plani-
ficacion de la economia nacional.

A. Anélisis de regresion

Un modelo de regresidn considera una o mas variables inde-
pendientes que explican el comportamiento de otra, llamada
variable dependiente. El anélisis de regresion y la estimacion de
modelos especificos utilizando la técnica de minimos cuadrados
se presenta de manera extensa en el capitulo VI.

B. Modelo de insumo-producto
Es un modelo descriptivo de la economia, que muestra el volu-
men de produccion de cada sector y los tipos y cantidades de

insumos que se han utilizado para obtener dicha produccién.
Su utilidad consiste en la posibilidad de predecir, con base en
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este modelo, las consecuencias de determinadas politicas eco-
némicas en términos de produccién sectorial. Por ejemplo,
una politica de promocién de exportaciones del sector j que
incremente la produccién de este sector, desencadenara en
forma directa una mayor produccién en todos aquellos sectores
que producen insumos para el sector j. Asimismo, se genera-
rdn sucesivos incrementos de produccion en otros sectores
que producen insumos para los sectores afectados directa-
mente.

El modelo de insumo-producto también puede utilizarse pa-
ra evaluar las politicas de precios, pues sirve para medir los
efectos de la variacion de ciertos precios en el nivel general de
inflacion. Por ejemplo, un incremento en el precio de los com-
bustibles generara variaciones en el precio de los otros bienes,
dadas las relaciones interindustriales.

C. Modelos econométricos

Un modelo econométrico describe el funcionamiento de un
sistema econémico a través de un conjunto de ecuaciones
simulténeas. La formulacion y estimacion de dichas ecuacio-
nes se basa en la teoria econédmica, estadistica, matematica y
la contabilidad, para describir la interdependencia entre las
diferentes partes del sistema econdmico. Este sistema puede
referirse a la economia global de un pais o a una empresa
individual.

Los coeficientes de las ecuaciones de los modelos economé-
tricos se estiman simultaneamente utilizando técnicas més so-
fisticadas que la de minimos cuadrados ordinarios, tales como
los métodos de variables instrumentales, minimos cuadrados
bietapicos, trietapicos, etcétera. Estas estimaciones requieren de
cuantiosa informacion histérica y facilidades de procesamiento
electrénico.
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5. PREDICCIONES CUALITATIVAS

En las secciones anteriores hemos discutido varios tipos de
métodos cuantitativos de prediccidon que requieren de datos
historicos. Ademas, estos métodos suponen que las condiciones
del entorno que afectan el comportamiento de las series de
tiempo se mantendran vigentes durante el periodo de prediccion.

En situaciones en las que no se dispone de datos histéricos
y/o se producen cambios que alteran las condiciones pasadas,
sera necesario utilizar técnicas alternativas. Las técnicas de pre-
diccion cualitativas tratan de coordinar en una forma no-sesga-
da y sistematica todas las opiniones o juicios relevantes para
producir una prediccion.

A. Predicciones de una persona

En muchas organizaciones, y particularmente en pequefias em-
presas, la prediccién de una variable es tarea de una persona.
Por ejemplo, un pequefio agricultor establece su plan de produc-
cion para la proxima campafa sobre la base de su prediccidn de
los precios de los diferentes productos que puede sembrar.
Dicha prediccidn es usualmente una adivinanza basada en los
precios actuales. En algunos casos esta prediccion personal se
enriguece con consultas a otros agricultores o con el apoyo de
asesores.

B. Paneles

Este método consiste en reunir a un grupo de expertos para
intercambiar opiniones, complementar conocimientos y efec-
tuar, en conjunto, una predicciéon adecuada de la variable de
interés. La base de este método es que cada experto reconoce la
capacidad de los otros en su area y que el trabajo en equipo
lograra una mejor prediccion.
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La ventaja del método de paneles es que las predicciones
pueden obtenerse inmediatamente. Sin embargo existen limita-
ciones, dado que el método se basa finicamente en las experien-
cias presentes y cada experto podria opinar tomando como base
diferentes supuestos no explicitados. Ademas, existen ciertos
factores sociales relacionados con la interaccién en grupos que
pueden Ilevar a predicciones sesgadas. Frecuentemente se ob-
serva que los participantes se adhieren a la opinién de la mayo-
ria 0 a la opinidn de la persona de mayor jerarquia en el grupo,
aunque sus propias opiniones sean de mas valor que las emiti-
das por sus superiores. El método Delfi intenta superar algunas
de las limitaciones originadas por la interaccion social.

C. El métodoDelfi

Este método utiliza una secuencia de cuestionarios para recoger
e intercambiar las opiniones de un conjunto de expertos sobre
el prondstico deseado. Aligual que en los paneles, el objetivo es
lograr una prediccién por consenso grupal, pero la diferencia es
que los expertos que participan en la tarea de prediccion estin
fisicamente separados unos de otros y sus opiniones individua-
les permanecen andnimas.

Un primer cuestionario es enviado a cada miembro del panel,
y sus respuestas se utilizan para generar un segundo cuestiona-
rio. Las primerasrespuestas permiten calcular el valor promedio
del pronéstico y el rango intercuartil (RIQ). Un segundo cues-
tionario, también enviado a los panelistas, les comunica los
resultados del primero {media y RIQ) y les pide que revisen sus
prondsticos. Si desean mantener su prondstico fuera del RIQ, se
Ies solicita que establezcan sus razones. Las nuevas respuestas
se usan a su vez para generar un tercer cuestionario; se vuelve
a calcular un nuevo promedio y R1Q. Estos valores, asi como
las razones para los puntos fuera del RIQ), se incluyen en el
tercer cuestionario, y una vez mds se les pide a los panelistas
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Alumnos
Afo matriculados

2,050
2,020
1,950
1,900
1,910
1,880

oD WN -

a.Grafique laserie de los alumnos matriculados con respecto al tiempo.
b. Estime el nimero de alumnos a matricularse en el afio 7, usando:

(i) una prediccién historica

(if) la media aritmética

(iii) una media mévil adecuada

(iv) la técnica de suavizacion exponencial

c. En su opinién, ¢cudl de estas predicciones es mas adecuada?

4. Refiérase al problema anterior. Establezca una expresién para
identificar si existe una tendencia lineal en el nGmero de estudiantes
matriculados.

a. (Es el ajuste de tendencia lineal adecuado para la serie bajo analisis?
b. Grafique los valores observados y los valores ajustados.

c. Comente sobre el nUmero de alumnos matriculados en esta academia
en los ultimos seis afios.

d. Estime el nimero de alumnos matriculados para el afio 7.

e. Compare las predicciones efectuadas en el problema anterior con la
prediccién que usa la tendencia lineal. ;Qué conclusién puede extraer?

5. “Radios S.A.”es una empresa que se dedica a la comercializacion
de aparatos receptores-transmisores para radioaficionados. El nUmero
de equipos vendidos en sus siete afios de negocio es el siguiente:

Afio 1 2 3 4 5 6 7
Ventas 3% 50 75 90 105 110 130
a. Elabore un gréafico para esta serie de tiempo.

b. Ajuste una tendencia lineal a esta serie. ;Es este un buen ajuste?
Explique.
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c. Use latendencialineal desarrollada en (b) y prepare una proyeccion

para las ventas anuales en el afio 8.
6. Suponga que la tendencia de las ventas de pastas de la tienda

“Aurelia’ es la siguiente:

Y =300 + 100 X

El origen de la serie de tiempo es enero del 989; X es un intervalo de
un mes, e Y representa el nimero de kilos vendidos.
a. ¢(Cual es la prediccién de ventas para enero de 1992, junio de 1992 y

enero de 1993?
b. Se encontré que las ventas de pastas son estacionales. Los indices de

estacionalidad son 175 para junio y 95 para enero. Ajuste sus prediccio-

nes de la parte (a).
7. Los datos para las ventas trimestrales de textos universitarios en

los altimos tres afios son los siguientes:

Afio 1 Afo 2 Afio 3

Trimestre 1 940 900 1,100
Trimestre 2 2,625 2,900 2,930
Trimestre 3 2,500 2,360 2,615
Trimestre 4 1,690 1,800 1,850

a. Grafigue la serie de ventas de textos con respecto al tiempo.
b. ¢(Cuales de los componentes parecen estar presentes en el patron de
ventas?
c. Calcule los factores o indices estacionales para los cuatro trimestres.
d. ;Cuando es que la venta de textos experimenta el efecto estacional
mas grande? (Es esto razonable? Explique.

8. Usando los resultados del problema anterior,
a. Desestacionalice la serie de ventas.
b. Grafique los valores observados y los valores desestacionalizados.
c. Ajuste una tendencia lineal a la serie desestacionalizada.
d. Usando los resultados anteriores, estime las ventas trimestrales para
el afio 4.

9. El Gerente de un hotel de turismo utiliz6 los datos referentes a seis
afios para calcular un indice de variacion estacional para los gastos de
turistas en su hotel, obteniendo el siguiente resultado:

Prediccion / 313



Mes indice

Enero 125
Febrero 155
Marzo 0°
Abril 40
Mayo 50
Junio 115
Julio 120
Agosto 135
Setiembre 60
Octubre 70
Noviembre 110
Diciembre 120

Si se proyectil que el gasto total de los turistas en el hotel sera de
$ 36,000 en 1992, estime el gasto esperado para cada mes.

10. A continuacién se presentan (en miles de dolares) las ventas
trimestrales de una fabrica textil en los Gltimos tres afios:

Afio 1 Afo 2 Afio 3

Trimestre 1 250 236 261
Trimestre 2 262 290 293
Trimestre 3 169 180 185
Trimestre 4 94 90 110

a. Grafique la serie de las ventas trimestrales con respecto al tiempo.
b. Calcule la media movil de cuatro trimestres para esta serie de tiempo.
a Calcule los factores estacionales para los cuatro trimestres.
8 ¢(Cuando ocurre el efecto estacional méas grande?

11. Con los datos del problema anterior:
a. Desestacionalicela serie de las ventas, usdndolos factores de estacio-
nalidad alli calculados.
b. Grafique los valores desestacionalizados. ¢Existe alguna tendencia?
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c. Ajuste una tendencia lineal a la serie desestacionalizada.
d. Usando los patrones de tendencia y de estacionalidad identificados,
formule predicciones de las ventas trimestrales para el afio 4.

12. Un Gerente a cargo del control de inventarios requiere prediccio-
nes de las ventas de varios productos para los préximos seis meses. Este
Gerente cuenta con datos histéricos mensuales de los Ultimos cuatro
afos. Decide usar como prediccién para cada uno de los préoximos seis
meses el promedio mensual en los Gltimos cuatro afos. ;Piensa usted
que esta es una buena estrategia? Explique su razonamiento.
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VIIl. Teoria de decisiones

2. Las bases fundamentales de toda decision. 2. Arboles de decisiones.
3. Eleccion de la alternativa 6ptima. 4. Analisis de sensibilidad.
5. Valor esperado de la informacion perfecta. 6. Toma de decisiones
usando informacion muestral. 7. Estrategia 6ptima de decision con
informacion muestral. 8. Valor esperado de la informacién muestral.

La estadistica inferencial y el andlisis de regresion, vistos en los
capitulos anteriores, se basan por completo en el uso de infor-
macion muestral. Tanto en el problema de estimar alguna carac-
teristica de la poblacion como en el de probar una hipdtesis en
relacién a algunas caracteristicas de la poblacion, el método
utilizado es siempre el mismo. Se selecciona una muestra alea-
toria de la poblacion y la informacion muestral sirve de base
para todas las inferencias que se hagan en relacion a la pobla-
cién. En este proceso inferencial se presta poca atencion a la
toma de decisiones; no le preocupan los problemas empresaria-
les en los que la experimentacion formal juega tan sélo un papel
secundario. Esto se debe a que el curso de accion que se tome
después de hacer una inferencia estadistica depende comun-
mente de consideraciones externas, ajenas al estadistico.

El enfoque clasico o empirico del anélisis estadistico tiene por
objetivo inferir sobre ciertas caracteristicas poblacionales, basan-
dose en la informacion contenida en una muestra de la pobla-
cién. Sinembargo, en economiay administracion existen ciertos
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tipos de problemas en los que no es posible obtener muestras
para estimar ciertas caracteristicas de la poblacion. Es necesario
recurrir ainformacion subjetiva o informacion de una persona.
En general, podemos decir que la informacion que puede utili-
zarse para hacer una inferencia en relacion a una caracteristica
poblacional se clasifica en dos tipos: objetiva y subjetiva. Asi, la
informacion obtenida mediante un muestreo es informacién
objetiva. La opinién de un experto en la materia, por otra parte,
es informacion subijetiva.

El enfoque clésico, que utiliza informacion muestral objetiva,
fue extendido significativamente durante la década de los 50 y
permitié utilizar toda la informacién relevante: objetiva y sub-
jetiva. Este enfoque se conoce como la teoria de decisiones, y
permite al decisor integrar al proceso mismo de toma de deci-
siones sus percepciones sobre incertidumbre, su ingenio para
crear alternativas de accion y sus apreciaciones personales de la
estructura del problema. La teoriade decisiones podria definirse
como el analisis l6gico y cuantitativo de todos los factores que
afectan los resultados de una decisién en un mundo incierto.
Esta teoria prescribe como debe proceder un individuo que se
enfrenta a un problema de eleccién con incertidumbre para
escoger un curso de acciéon coherente con la informacién dispo-
nible y sus preferencias personales. Pero este enfoque estuvo
recluido al mundo académico, para analizar problemas simples
pero inciertos. Sin embargo, hubo un desarrollo teérico suficien-
te como para responder a la pregunta: ;qué es una buena deci-
sion?

En la siguiente seccidn se establecera la diferencia entre la
calidad de una decision y de su resultado, para luego sefialar las
bases fundamentales de toda decisién. En la seccién 2 se mos-
trara como el proceso de toma de decisiones puede ser estructu-
rado a través de “arboles de decisiones". La solucién del arbol
de decisiones, usando el valor esperado como criterio de deci-
sidn, se presenta en la seccion 3. El calculo del valor esperado de
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las diferentes alternativas depende de las probabilidades que se
usan. Estas probabilidades son evaluadas sobre la base de expe-
riencias previas del decisor o sus expertos. En la seccion 4,
andlisis de sensibilidad, buscaremos responder a la siguiente
pregunta: sentre qué limites pueden variar las probabilidades
evaluadas sin alterar la decisién Optima? En la seccién 5 se
introducira el concepto del valor esperado de la informacion
perfecta, y se discutird la manera de calcularlo. Finalmente, en
las Ultimas secciones veremos cémo utilizar informacién adicio-
nal, que no es perfecta, en el proceso de toma de decisiones, y
como determinar su valor para el decisor.

1. LAS BASES FUNDAMENTALES DE TODA DECISION

El propésito de la teoria de decisiones es incrementar la proba-
bilidad de obtener buenos resultados en un mundo de incerti-
dumbres. Un buen resultado es aquel que es apreciado favora-
blemente por el decisor; es decir, aquel que le gustaria que
ocurriera. Por otro lado, una buena decisidn es aquella a la que se
llega considerando integral, I6gica y explicitamente la informa-
cién, alternativas y preferencias del decisor.

Una decision es una asignacion irreversible de recursos, en el
sentido que para cambiar la decisién serd necesario invertir
recursos adicionales que pudieran resultar prohibitivos. Hay
decisiones inherentemente irreversibles, como la amputacion de
la pierna de un paciente. Hay otras esencialmente irreversibles,
como la decision de lanzar un nuevo producto al mercado.
Entonces, es claro que para tomar una decision es imprescindi-
ble contar con los recursos necesarios. Tener interés en un pro-
blema sin disponer de los recursos, y por ende sin la capacidad
de tomar decisiones, es simplemente una “preocupacion*y nada
mas.
El “decisor* es el individuo, o conjunto de individuos, que
tiene la responsabilidad de comprometer o asignar recursos de
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una organizacion. El decisor puede ser el Jefe de Almacén, el
Gerente deProduccién, el Gerente General o el Directorio de una
empresa,dependiendo del nivel de la decision. En un problema
de decisiones es crucial identificar claramente al decisor, pues la
calidad de la decision dependera de si esta es 0 no consistente
con las alternativas, informacion y preferencias de quien en
ultima instancia es responsable por la decision.

En el proceso de toma de decisiones nos enfrentamos a un
medio ambiente incierto, complejo, dindmico, competitivo y
finito, lo que produce una reaccién humana de confusion y
preocupacion. Pero el hombre tiene "armas” disponibles para
enfrentarse a este medio ambiente. Estas pueden clasificarse en
tres tipos: ingenio, percepcion y filosofia.

A través de su ingenio el hombre concibe y formula diferentes
cursos de accion; define alternativas potenciales. Es a través de
su ingenio que puede contestar a la pregunta: ;qué puedo hacer?
Asi, se podra enumerar una lista de alternativas especificas que
estaran disponibles para solucionar su problema de decisién.

En segundo lugar, a través de su percepcion el hombre puede
aprender de lo que ve, formandose juicios acerca del medio
ambiente. Es decir, el hombre puede acumular informacion de su
medio ambiente. Este cimulo de informacién permite realizar
dos tareas basicas: caracterizar las incertidumbres por medio de
la asignacion de probabilidades, y representar las relaciones
entre los factores que influyen sobre los resultados de una
decision. Entre estos factores existen algunos que estan fuera del
control del decisor. Estos eventos futuros inciertos son conoci-
dos como variables de estado del problema. Para cada una de ellas
se tendrd una lista de todos los posibles valores que pueda
tomar, llamandoseles estados de la naturaleza o del entorno. Sélo
uno de ellos ocurrira, indicando que los valores de la variable
de estado son eventos mutuamente excluyentes y colectivamen-
te exhaustivos. Entonces podemos contestar a la pregunta basi-
ca: ¢qué sabemos?
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Finalmente, y quiza lo mas importante, el hombre tiene una
filosofia; principios que guian su vida y que definen sus preferen-
cias respecto a los varios resultados que puede obtener de su
decisidn. Podra contestar a la pregunta: ;qué quiero? Las prefe-
rencias se dividen en tres categorias. Primero, las preferencias con
respecto a resultados conflictivos. ; Cuanto mas vale este resultado
con respecto a aquel?; ;cual es el valor relativo de los dos?
Debemos asignar valores a estos resultados para poder hacer
comparaciones. En problemas econémico-financieros, muchas
veces todos los resultados podran expresarse en términos mo-
netarios, simplificando las comparaciones relativas. Segundo,
las preferencias con respectoal tiempo. Estas preferencias serefieren
al valor que seasigna aresultados que estan distribuidos a través
del tiempo. (Estamos dispuestos a aceptar un menor beneficio
si podemos obtenerlo mas pronto? Finalmente, tenemos las
preferencias con respecto al riesgo. Es un término que usamos para
describir el hecho de que la mayoria de las personas no son
decisores neutrales al riesgo que usan el valor esperado para
escoger entre diferentes alternativas. Por ejemplo, ;cuantos de
nosotros estariamos dispuestos a apostar en el lanzamiento de
una moneda a duplicar nuestros ingresos del préximo mes o no
recibir nada?

En resumen, los tres elementos basicos que interactian en
todo proceso de toma de decisiones son: las alternativas, la
informacion y las preferencias. Cuando hayamos definido las
preferencias, cuando hayamos establecido los modelos necesarios
para evaluar la decision que estamos considerando y cuando
hayamos asignado probabilidades a las variables inciertas, enton-
ces la eleccion de la mejor alternativa seguird de una manera
l6gicay directa. Por tanto, es fécil definirunabuenadecisién como
aquella que resulta como una consecuencia légica del anélisis de
las alternativas, de la sistematizacion de la informacion relevan-
te y de las preferencias explicitas del decisor. La disciplina del
analisis de decisiones ha desarrollado metodologias adecuadas
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paraevaluar preferencias (al riesgo, tiempo y resultados diferen-
tes), asi como para asignar probabilidades y estructurar o mo-
delar el problema convenientemente.

El presente capitulo tiene como objetivo hacer una exposicion
basica de la teoria de decisiones, que es uno de los soportes
conceptuales de la disciplina del analisis de decisiones. Con ese
fin, es necesario establecer algunos supuestos para simplificarel
analisis. En primer lugar, supondremos que todos los resultados
seran obtenidos de inmediato y por lo tanto no sera necesario
evaluar las preferencias con respecto al tiempo. En segundo
lugar, todos los resultados posibles se expresan en unidades
monetarias, lo que hard mas facil la comparacién de posibles
resultados conflictivos. Finalmente, respecto a las preferencias
al riesgo, supondremos que el decisor es neutral al riesgo; es
decir, que estad dispuesto a aceptar el valor esperado como
criterio de decision.

2. ARBOLES DE DECISIONES

El arbol de decisiones es una técnica que se utiliza para estruc-
turar el proces6 de toma de decisiones bajo incertidumbre, y su
andlisis se basa en la teoria de probabilidades. Para ilustrar el
uso del arbol de decisiones, consideremos el caso de la Compa-
fila de Manufacturas Eléctricas (CME), que produce aparatos de
aire acondicionado. CME debe decidir si comprar un compo-
nente importante para su producto final de un abastecedor, o
fabricarlo en su propia planta.

En el anélisis de toda decision, el primer paso es responder a
la pregunta ;qué podemos hacer?, para identificar las alternati-
vas disponibles que puede considerar el decisor. En el caso
sencillo de CME, las alternativas son obvias:

C: Compra el componente.
F: Fabrica el componente.
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La determinacién de la mejor decision dependera de la acep-
tacion de su producto final en el mercado y, consecuentemente,
de lademanda derivada del componente en cuestion. Dado que
la demanda que CME enfrenta por su producto final esta fuera
del control del decisor, esta constituye una variable de estado. De
acuerdo con la administracion de CME, los posibles valores de
la demanda por su producto final pueden ser altos, medios o
bajos. Luego, los estados de la naturaleza que CME podria
enfrentar son;

DA = Demanda alta del producto final de CME.
DM = Demanda media del producto final de CME.
DB .= Demanda baja del producto final de CME.

Dadas las alternativas de decisién y los tres posibles estados
de la naturaleza, ;cuél es la decision 6ptima para CME? Para
contestar a esta pregunta necesitamos mayor informacion respec-
to a las probabilidades de ocurrencia de cada posible estado de la
naturaleza, y respecto a la relacidon que existe entre las variables
de decision y de estado que influyen en los resultados de la
decision. En el caso de CME la estructuraciéon del problema es
muy simple, dado que sélo tenemos una variable de decision
(compra/fabricacion del componente) y una variable de estado
(nivel de demanda). Debemos buscar informacién respecto a las
ganancias netas asociadas con cada combinacién de una alter-
nativa de decisién y un estado de la naturaleza. Por ejemplo,
¢cudl es la ganancia que CME obtendréa si decide comprar el
componente y la demanda fuera alta?; ;cual es la ganancia si la
empresa decide producir el componente y la demanda es me-
dia?; y asi sucesivamente.

El resultado final de la decision se expresa en términos de
ganancias netas; es decir, en una medida de rentabilidad. Utili-
zando la mejor informacion disponible, la administracion de
CME ha estimado las ganancias netas para este problema, las

322 | Teoria de decisiones



cuales se muestran en el cuadro 27. Este cuadro, que se conoce
como una tabla de resultados, muestra las ganancias netas para
cada combinacién posible de las variables de decision y de
estado. En general, los contenidos de una tabla de resultados
pueden expresarse en términos de ganancias netas, costos o
cualquier otra medida adecuada que represente el resultado de
la dedsién en la situacion particular que se esta analizando.

CUADRO 27: TABLA DE RESULTADOS DEL PROBLEMA DE
CME. GANANCIAS NETAS CONDICIONALES
(Miles de délares)

Estados de la natulareza
(Niveles de demanda)

dAItgr_n'atlvas de Demanda Demanda Demanda
eciston alta (DA) media (DM) baja (DB)

Fabricacion del componente (F) 130 40 -20

Compra del componente (C) 70 45 10

Si la demanda por el producto final es alta, sera ventajoso
para CME fabricar el componente, obteniendo una ganancia
neta de US$ 130,000. En cambio, si CME decide fabricar el
componente y la demanda es baja, los costos unitarios de
produccion seran altos debido a la subutilizacion del equipo
de produccion; en este caso los ingresos no compensaran los
costos, generando una pérdida neta de US$ 20,000. Por otro
lado, si CME decide comprar el componente y la demanda es
alta, sus ganancias serdn Unicamente US$ 70,000, y si la de-
manda es baja las ganancias seran positivas e iguales a US$
10,000.

Tal como se indica en el encabezamiento del cuadro 27, estas
ganancias se denominan ganancias condicionales, ya que cada
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una depende de -0 estad condicionada por- la decisidn de fabri-
car/producir el componentey del nivel de demanda que enfren-
te CME por su producto final. Puesto que el nivel de demanda
es una variable de estado, estéa fuera del control del decisor. Los
problemas de decision, en general, se caracterizan por la presen-
cia de incertidumbre en relacion a la ocurrencia de los diversos
sucesos o estados de la naturaleza. Si bien estos sucesos estan
fuera del control del decisor, este puede asignar probabilidades
subjetivas a cada uno de los posibles valores de las variables de
estado basandose en la informacion disponible. Esta informacion es
producto de la experiencia, juicioy expectativas del decisory/o
sus expertos. Estas probabilidades subjetivas se denominanpro-
babilidades a priori y estan sujetas a revision a la luz de cualquier
informacion adicional. En el caso de CME, el decisor debe asig-
nar probabilidadesa priori a los diversos niveles de demanda de
su producto final.

De acuerdo con la experiencia de la administracion de CME,
se asigno6 una probabilidad de ocurrencia de 0.30 al nivel alto de
demanda, 0.30 a la demanda media y 0.40 a la probabilidad de
una demanda baja por el producto final.

Una vez que los elementos basicos del problema de deci-
sién han quedado establecidos, el decisor esta en condiciones
de elegir la mejor alternativa. Puesto que suponemos que
nuestro decisor es neutral al riesgo, este evaluara y comparara
el valor esperado de cada accion alternativa expresada en ga-
nancias netas, y elegird aquella que le represente el mayor
beneficio.

Los problemas de decisiéon que involucran una sola variable
de decision y una variable de estado pueden ser analizados
utilizando las tablas de resultados. Pero cuando los problemas
son mas complejos y el nimero de estas variables aumenta, la
construccion de tales tablas se torna imposible. Para estos casos,
asi como para los casos mas simples, podemos usar el diagrama
del arbol de decisiones.
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En general, un arbol de decisiones se construye horizontal-
mente comenzando del extremo izquierdo, como se hizo con los
arboles de probabilidades. El arbol de decisiones muestra la
progresién natural o légica que ocurre en el proceso de toma de
decisiones. En primer lugar, para cada variable de decisién
colocamos un nodo cuadrado, del cual saldran tantas lineas o
ramas como alternativas disponibles existan en dicha decision.
Segundo, cada rama es denotada por la alternativa disponible
respectiva. Tercero, los terminales de las ramas de decision son
usados como nodos de comienzo de variables de estado. Se usan
nodos redondos para definir las diferentes variables de estado
del problema bajo analisis. De cada uno de estos nodos salen
tantas ramas como posibles valores pueda tomar la primera
variable de estado en el problema. Cuarto, los valores de la
variable de estado se consignan encima de la rama respectiva, y
su probabilidad de ocurrencia debajo de la misma. El proceso
de construccién continda hasta que todas las posibles secuencias
de variables de decisién y variables de estado han sido repre-
sentadas.

Las probabilidades que se registran en las ramas de las varia-
bles de estado son probabilidades condicionales que dependen
de los valores de las variables de estado y de las decisiones que
las preceden. Los nodos finales del arbol representan el conjunto
de todos los posibles resultados asociados con cada una de las
alternativas de decision. La probabilidad de ocurrencia de cada
punto o nodo final es calculada multiplicando todas las proba-
bilidades en la secuencia de ramas que llevan del nodo inicial
del arbol al nodo final; esto es una aplicacion del concepto de
expansion en cadena (ver la seccion 6 del capitulo II).

Una vez construido el arbol de decisiones se debe evaluar
cada resultado final asociado con la secuencia respectiva de
valores de las variables de estado y las variables de decisiones,
para determinar las ganancias netas. En nuestro ejemplo de la
CME tenemos una variable de decisidon y una de estado. El
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grafico 48 muestra el arbol de este problema con la légica pro-
gresiva que ocurre en el proceso de toma de decisiones: primero,
CME debe tomar una decision (F o C). Luego que la decision sea
ejecutada, se verificard un estado de la naturaleza expresado por
el nivel de demanda. El valor en cada nodo final del arbol
representa la ganancia neta asociada con cada secuencia parti-
cular de decisiones y variables de estado. Asi, por ejemplo, el
primer resultado de 130,000 délares resultara cuando CME de-
cida fabricar el componente (F) y el tamafio de mercado resulte
alto (DA). El segundo resultado muestra una ganancia neta de
40,000, que se logra cuando CME toma la decision de fabricar el
componente (F) y el nivel de demanda enfrentado sea medio
(DM); y asi sucesivamente.

Gréfico 48: Arbol de decisiones del problema de CME
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En resumen, un arbol de decisiones esta compuesto por no-
dos de decision, representados por cuadrados pequefios, y no-
dos de estado o de azar, representados por circulos pequefos.
En cada nodo de decisidn el decisor dete elegir una alternativa,
representada por una rama de decisién. Seleccionar la mejor
rama es equivalente a tomar la mejor decision. En cambio, en los
nodos de azar el decisor no puede elegir entre una u otra rama,
pues estas ramas de estado son "controladas por la naturaleza”.

3. ELECCION DE LA ALTERNATIVA OPTIMA

En la seccion anterior hemos representado el problema de deci-
sién en forma de un diagrama de flujode decisiones e incerti-
dumbres, llamado arbol de decisiones. Este diagrama también
puede ser interpretado como un mapa esquematico de carrete-
ras, que describe en orden cronolégico los movimientos que
puede elegir un decisor y los movimientos gobernados por la
naturaleza o el azar. Hay muchas rutas que llevan desde el nodo
inicial hasta los nodos finales que representan el final dé cada
carretera y donde se recibiran determinados premios. EI mapa,
aparte de indicarnos el nombre de cadaruta, sefiala también las
probabilidades calculadas para las posibles rutas que salen de
cada nodo de azar. Dichas probabilidades son condicionales,
pues dependen de la informacion de que se dispone en el nodo
en cuestién. El problema de decisién deCME se puede expresar
de la siguiente manera: Dado el arbol de decisiones 0 mapa de
carreteras del grafico 48, ;como puede el decisor ejercer su
control parcial para elegir la ruta 6ptima? En principio, el deci-
sor debe elegir si quiere ir por la ruta F, que implica fabricar el
componente, o por C, que significa comprarlo. Esta eleccion la
hard usando el criterio del valor esperado (VE), dado que es un
decisor neutral al riesgo.

Si el decisor elige la ruta F, el azar puede conducirlo por la
ruta DA, DM o DB. ;Cuéanto vale esta opcién incierta de la ruta
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F? Si es lo suficientemente afortunado como para ser conducido
por laruta DAy lademanda por su producto final es alta, puede
recibir 130,000 doélares; pero quizéa el azar no es tan condescen-
diente y le conduzca por la ruta DB, sufriendo una pérdida de
20,000 délares. De acuerdo con el criterio del VE, si el decisor
elige F, sus gananciasesperadas seran:

VE (F) =0.30(130) +0.30(40)+0.40(-20) . @
=43 miles de ddlares

Escribimos este valor esperado de F encima del nodo de azar
al final de larama F (ver grafico 49).
De igual manera se puede calcular el VE de C.

VE (C) =0.30(70)+ 0.30(45)+ 0.40(10) )
= 38.5 miles ddlares

Una vez calculados los valores esperados en los nodos de
azar, el decisordebeelegirqué ruta tomaren el nodo de decision.
;Qué es lo que ve por la ruta F? Una alternativa con riesgo con
un valoresperado de ganancias de 43,000 délares. ;Qué es lo que
ve por la ruta C? Una alternativa con riesgo con ganancias
esperadas de 38,500 ddlares. Dado que el decisor desea maximi-
zar las ganancias netas esperadas, su eleccion es clara: tomara la
ruta F. Esta eleccion se indica en el grafico 49 con la flecha que
sale del nodo de decisién. Luego, el analisis y solucién del arbol
de decisiones nos conduce a recomendar que CME fabrique el
componente (F), pues le brindara las mayores ganancias netas
esperadas: 43,000 dolares. Este valor se anota encima del nodo
de decisioén inicial.

Hemos visto cémo los arboles de decisiones pueden usarse
para analizar un problema de decisidon en un mundo simplifica-
do pero incierto. En problemas reales de decision, sustancial-
mente mas complejos que el problema de CME, con muchas
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variables de decision y de estado, el enfoque del arbol de deci-
sion es aun de mayor utilidad para lograr decisiones logicas y
consisten*; - con la informacion disponible y las preferencias
establecidas.

Gréafico 49: Solucion del arbol de decisiones
130
40
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45
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En resumen, para analizar un problema de decisiones y esta-
blecer la alternativa 6ptima, el analista debe, en primer lugar,
trazar el arbol de decisiones que permita estructurar cualitativa-
mente el problema como una secuencia cronoldgica de eleccio-
nes que son controladas por el decisor (variables de decision,
representadas por nodos cuadrados), y de elecciones goberna-
das por el azar o la naturaleza (variables de estado, repre-
sentadas por nodos circulares). En segundo lugar, nos trasla-
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damos conceptualmente a los extremos o nodos finales del arbol
donde los resultados finales (premios, castigos, ganancias, cos-
tos u otras medidas de resultado) han sido calculados directa-
mente de los datos del problema usando un modelo determi-
nistico que relaciona las diferentes variables. Para resolver el
arbol trabajamos hacia atras, de derecha a izquierda, utilizando
dos mecanismos: a) calculamos el valor esperado en cada nodo
de azar; y, b) elegimos la mejor alternativa en cada nodo de
decisiéon (la de maximo valor futuro si buscamos maximizar
ganancias, o la de menor valor si deseamos minimizar costos).

4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

En el proceso de toma de decisiones bajo incertidumbre, las
probabilidades de ocurrencia de los diferentes valores de las
variables de estado de la naturaleza afectan el calculo del valor
esperado y, por tanto, la eleccion de la alternativa 6ptima. Los
decisores o sus expertos evalUan estas probabilidades sobre la
base de la informacién acumulada en experiencias previas. Sin
embargo, es frecuente que en un problema de decisién se enfren-
ten situaciones nuevas y no se tengan experiencias previas para
estimar las probabilidades relacionadas con tales circunstancias.
Esta situacién es tipica cuando se lanza un nuevo producto al
mercadoy los estimados de las probabilidades correspondientes
podrian ser menos confiables. En estos casos el analisis de
sensibilidad respecto a las probabilidades ofrece al decisor una
herramienta para determinar cuan dependiente es ladecision de
los valores de las probabilidades utilizadas en el modelo.

Para el caso de CME, en el analisis de sensibilidad nos pre-
guntamos: ;entre qué limites puede variar la probabilidad de
que la demanda sea alta (DA) sin que la decisidon Optima de
fabricar el componente (F) cambie? Asi, si la probabilidad de
enfrentar una DA fuera 0.25 en lugar de 0.30, ¢resultara todavia
conveniente fabricar el componente? Al hacer este andlisis de
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cuan sensible es la decision de fabricar/comprar a las variacio-
nesde la probabilidad de DA, podremos establecer cuan impor-
tante es obtener un estimado confiable de esta probabilidad.

Usaremos el andlisis de sensibilidad para establecer el rango
de la probabilidad de DA en el cual la alternativa de fabricar
sigue siendo la mas rentable. Para determinar este rango supon-
dremos arbitrariamente que la probabilidad de DM se manten-
dra constante en 0.30 y por tanto la variacion en la probabilidad
de DA se vera compensada por variaciones en la probabilidad
de DB. Con este supuesto podemos establecer el punto donde el
valoresperado de fabricar es igual al valor esperado de comprar
[VE(F) = VE(C)], es decir, aquel punto donde resulta indiferente
fabricar o comprar el componente. Dado que p(DB) + p(DA) +
p(DM) = 1.0 y que p(DM) = 0.30, y definiendo p(DA) = Xy
p(DB) =0.70 - X, tendremos:

VE(F) =130(X) + 40(0.30) - 20(0.70-X) = 150X - 2 (5)

VE(C) =70(X) +45(0.30) + 10(0.70-X) = 60X + 20.5 (6)

En el grafico 50 se han ilustrado las ecuaciones (5) y (6), que
representan los valores esperados de las dos alternativas para
diferentes valores de X o p(DA) cuando p(DB) se mantiene en
0.30. Vemos que cuando VE(F) = VE(C), X es igual a 0.25;
entonces, para p(DA) = 0.25, p(DM) = 0.30 y p(DB) = 0.45, nos
resultara indiferente fabricar o comprar el componente.

Ademas, el grafico 50 nos muestra que cuando la probabili-
dad de DA toma valores mayores que 0.25, VE(F) > VE(C); es
decir, que es méas conveniente fabricar que comprar el compo-
nente. En cambio, cuando la probabilidad de enfrentar una
demanda alta es menor que 0.25, las ganancias netas esperadas
al fabricar el componente son menores que las ganancias que se
obtendrian si secompra, y, por tanto, la decisidn éptima variara.
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Grafico 50: Andlisis de sensibilidad

VE

Hemos realizado el analisis de sensibilidad respecto a la
probabilidad de enfrentar una demanda alta, suponiendo que la
probabilidad del nivel medio de demanda se mantiene constan-
te; podriamos efectuar el mismo analisis para cualquiera de las
otras dos probabilidadesy generar un grafico similar al anterior.

5. VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION PERFECTA
(VHP)

Los expertos de CME afirman que la probabilidad de enfrentar
una demanda alta para el equipo de aire acondicionado que
fabrica esta compafiia es de 0.30, mientras que la probabilidad
de una demanda media y baja es de 0.30y 0.40 respectivamente.
Tomando como base esta informacion se establecio que la alter-
nativa optima es fabricar el componente requerido. Por otro
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lado, el analisis de sensibilidad realizado en la secciéon anterior
nos indica que la decision de fabricar el componente no seré la
Optima si la probabilidad de enfrentar una demanda alta es
menor que 0.25. Es légico que la Gerencia de CME quiera mejo-
rar la confiabilidad de sus estimaciones de las probabilidades de
la variable de estado mediante la recopilacién de informacién
adicional. Esta informacion puede recogerse, por ejemplo, a
traveés de entrevistas y discusiones con expertos externos, anéli-
sis cuantitativo y sistematico de los datos histdricos o contrata-
cién de un estudio de mercado, y tendrd necesariamente un
costo asociado a ella.

Antes de determinar si merece o no la pena recoger esta
informacion adicional, es deseable preguntarse cual es el valor de
la informacion perfecta. Es decir, cuanto estariamos dispuestos a
pagar por deshacernos de la incertidumbre inherente a la varia-
ble de estado.

La informacion perfecta es un caso especial de cualquier esque-
ma de recoleccion de informacion, y es muy dificil de alcanzar
en la préactica. Pero hay dos razones para determinar su valor
antes de calcular el valor de cualquier informacion adicional que
sabemos serd imperfecta. Primero, el valor de la informacién
perfecta representara el limite superior del valor de cualquier
informacion imperfecta. Segundo, su valor sugiere en qué ins-
tancia seria conveniente planificar acciones de recoleccion de
informacion, en el caso que tengamos varias variables de estado
en nuestro problema de decisién. Si el valor de la informacion
perfecta es bajo, no sera rentable invertir recursos adicionales en
conseguir mayor informacion dado que los costos de obtener
esta informacion podrian superar facilmente el valor limite es-
tablecido por el valor de la informacién perfecta. En cambio, si
el VEIP es alto, podria ser Gtil dedicar algtn esfuerzo a ejecutar
programas para mejorar la informacion.

El valor de la informacion perfecta es facil de calcular una vez
que la estructura del arbol de decisiones ha sido establecida. El
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procedimiento es simplemente cambiar el orden de los nodos en
el arbol, colocando el nodo probabilistico que representa la
resolucién de la incertidumbre antes de cualquier nodo de deci-
sién. El resto del arbol permanece igual. llustraremos este pro-
cedimiento usando el caso de CME.

Poner el nodo de azar al comienzo del arbol de decisiones
significa preguntarnos cual es el valor esperado de ladecision si
podemos elegir el curso de accién después de enterarnos del
verdadero estado de la naturaleza; esto es, después de obtener
la informacion perfecta. Asi, el grafico 51 nos muestra el arbol
para calcular el valor esperado con informacion perfecta
(VECIP) en el problema de CME.

Grafico 51: Calculo del valor esperado de la informacion perfecta

VECIP = 30(130)+ 30(45) + 40 1) =565
VEP =VECIP - VESP
=56.5-43 =135
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Del grafico 48 vemos que si CME enfrenta, en efecto, una
demanda alta (DA), la mejor alternativa es fabricar el compo-
nente, obteniendo una ganancia neta de 130,000 délares, que es
mayor que la ganancia de 70,000 d6lares que obtendria si decide
comprar. De igual manera, si la demanda es media (DM), la
mejor alternativa es comprar obteniendo una ganancia neta de
45,000 dolares; finalmente, si la demanda es baja (DB), la mejor
alternativa es comprar obteniendo una ganancia neta de 10,000
délares. Todo esto esta representado en el grafico 51. La infor-
macion perfecta le permite a CME, por si misma, esperar una
ganancia neta de 130,000 délares con una probabilidad de 0.30,
una ganancia de 45,000 con una probabilidad de 0.30, y una
ganancia de 10,000 con una probabilidad de 0.40. Luego, el
VECIPes de:

VECIP =130 (.30) +45 (.30) + 10 (.40) A3)

=56.5 miles de do6lares

El incremento en el valor esperado debido a la disponibilidad
de informacion perfecta estard dado por:

VEIP = VECIP - VESIP 4)

donde VEIP Valoresperado de lainformacion perfecta.
VESIP Valor esperado sin informacion perfecta.

Del gréfico 49 tenemos que el VESIP es de 43,000 ddlares;
luego, el VEIP sera:

VEIP =56.5-43 (5)

- =13.5 miles de dolares

Teoria de decisiones / 335



Este valor representa el maximo valor posible en que CME
podria ver incrementada su ganancia esperada si cuenta con
informacion cierta con respecto al nivel de demanda de su
producto final. Pero sabemos que cualquiera sea el experimento
muestral o estudio de mercado a realizarse, este no brindara
informacion “perfecta8. En cualquier caso, CME sabe que nunca
debe pagar méas de 13,500 délares por cualquier informacion
adicional, no importa cuan buena sea esta. Por ejemplo, si la
mejor compafiia consultora propone a CME hacer un estudio de
mercado para mejorar la evaluacion de probabilidades de los
diferentes niveles de demanda y solicita 16,000 ddlares por
realizar dicho estudio, seria absurdo pagar dicha suma por una
informacion imperfecta sabiendo que la informacion perfecta
vale solamente 13,500 do6lares.

6. TOMA DE DECISIONES USANDO INFORMACION
MUESTRAL

En la seccion 5 se estableci6 la manera de calcular el valor de la
informacidon perfecta; pero también se mencioné que es
muy dificil, si no imposible, comprar informacién perfecta. Aun
cuando compremos resultados de investigacion de mercado de
la mejor compafiia de mercadotecnia, esta informacion adicio-
nal no serd perfecta; es decir, la compafiia de mercadotecnia no
podra predecir lademanda de CME con una exactitud absoluta.
Si tenemos un historial sobre sus predicciones anteriores pode-
mos establecer las probabilidades sobre la precisién de sus
estudios. Estas probabilidades se conocen como la funcion
de verosimilitud, en la terminologia del teorema de Bayes. Usa-
remos este teorema para revisar las probabilidades a priori o
preliminares sobre la base de la informacién adicional, bajo el
entendimiento de que no lograremos una certidumbre com-
pleta.
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Labusqueda de informacion adicional es usualmente lograda
a través del disefio de “experimentos* para brindar la informa-
cién mas actualizada acerca de los estados de la naturaleza.
Ejemplos de experimentos son la toma de muestras de un em-
barque para ver la calidad del producto recibido, pruebas médi-
cas e investigacion de mercados. Estos experimentos permiten
unarevision o actualizacion de las probabilidades de los estados
de la naturaleza. Ilustraremos este proceso usando el problema
de CME.

La Compafia de Manufacturas Eléctricas asigno la probabi-
lidad de 0.30 a DA, 0.30 a DM y 040 a DB. Usando estas
probabilidades a priori encontramos quela decision de fabricar (F)
el componente es la 6ptima, resultandoen una ganancia espera-
da de 43,000 dblares. Ademas, calculamos que el VEIP es de
13.500 ddlares, lo que nos indica que la nueva informacion
acerca del nivel de demanda puede potencialmente valer hasta
13.500 dolares. Ahora supongamos que CME esta considerando
contratar los servicios de una firma de mercadotecnia para
estudiar el tamafio de mercado de suproducto. El estudio de
investigacion de mercado brindara nueva informacion, la cual
puede combinarse con las probabilidades a priori a través del
teorema de Bayes para obtener probabilidades revisadas o ac-
tualizadas de los niveles de demanda, conocidas como probabi-
lidades posteriores.

A la informacion adicional obtenida a través de la “experi-
mentacion”se le denota como un indicaior o informacién maestral,
dado que en muchos casos el experimento consiste en tomar una
muestra estadistica. Usando la terminologia de indicador (1),
denotaremos el resultado del estudie de mercadotecnia de la
siguiente manera:

I Reporte favorable del estudio de mercado; lamuestra tomada
expresa un interés considerable erel producto de CME.

V Reporte no favorable; la muestraexpresa poco interés por
el producto de CME.
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Dado el resultado del reporte, nuestro objetivo es mejorar los
estimados de las probabilidades de los diferentes niveles de
demanda tomando como base los resultados del estudio de mer-
cado. Es decir, buscamos encontrar las probabilidades revisadas de
la forma p(DA/1), p(DA/D, p(DM/1), etcétera, donde p(DA/I)
representa la probabilidad condicional de que DA ocurra dado
gue el resultado del estudio de mercado fue favorable ().

Para usar el teorema de Bayes y poder revisar las probabili-
dades originales, necesitamos contar con estimados de las pro-
babilidades condicionales de cada uno de los indicadores con
respecto a los diferentes niveles de demanda; es decir, necesita-
mos las funciones de verosimilitud: p(I/DA), p(I'/DA), p(I/DM),
etcétera. Las fuentes principales para estimar estas funciones de
verosimilitud son los datos histdricos o estimados subjetivos,
que sirven para evaluar la calidad de la prediccion de la compa-
fila de mercadotecnia. Asi, un estimado de p(I/DA) nos indica
con qué frecuencia un estudio de mercado resultd favorable
cuando el nivel de demanda fue efectivamente alto.

El registro histérico de la compafiia de mercadotecnia en
estudios similares ha permitido a la administracion de CME
estimar las siguientes probabilidades condicionales relevantes:

p(I/DA) = 06
p(I/DM) = 045
p(I/DB) = 0.15 @)

Estos estimados indican que cuando el verdadero nivel de
demanda es alto, el estudio de mercado sera favorable el 65% de
las veces y desfavorable el 35% {p(I'/DA) = 0.35]. Cuando el
nivel de demanda es medio, el reporte del estudio de mercado
serd favorable el 45% de las veces, mientras que si el nivel de
demanda es bajo, el reporte s6lo serd favorable el 15% de las
veces. Ahora veamos como podemos usar esta informacion
adicional en el proceso de toma de decisiones.
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El grafico 52 muestra el arbol de decisiones relevantes si se
decide encargar el estudio de mercado. A medida que nos
trasladamos de izquierda a derecha, el arbol nos muestra el
orden cronoldgico del proceso de toma de decisiones. En primer
lugar, CME obtendra el reporte del estudio de mercado (10 I');
luego, sobre la base de este reporte, CME tomara una decision
(Fo C);y finalmente, se verificara el tamafio de mercado espedfico
que en efecto se enfrentara (DA, DM o DB). La combinacién de
la decision y el nivel de demanda definira el nivel de ganancias
netas, las cuales se muestran al final del arbol de decisiones.

Note que en el grafico 52 hemos usado un nodo de azar con dos
ramas, le 1, para denotar los resultados del estudio de mercado porque
estos resultados no estan bajo el control del decisor sino que estan
determinados por el azar. Al final de estas ramas tenemos un nodo
de decisién en el que el decisor debe elegir entre fabricar o comprar
elcomponente. Seleccionar la mejor rama de decision esequivalente
a tomar la mejor decision. Sin embargo, para seleccionar la mejor
rama necesita conocer el valor esperado en cada una de estas ramas.
Para calcular estos valores es necesario conocer las probabilidades
asociadas con cada una de lasramas DA, DM y DB queestan al final
de cada rama de decision. Recordemos que las ramas de azar estan
fuera del control del decisor, y que dependen de la probabilidad
asociada con cada una. Entonces, antes de continuar con el andlisis
del arbol de decisiones y establecer una estrategia de decision,
debemos completar la informacion en el arbol de decisiones del
grafico 52 calculando las probabilidades asociadas con cada rama
de azar tanto para el resultado del estudio de mercado como para
el nivel de demanda. Dado que los niveles de demanda se verifican
después de que los resultados del estudio de mercado han sido
revelados, necesitamos calcular las probabilidades condicionales o
probabilidades posteriores: p(DA/1), p(DA/Z1"), p(DM/1), etcétera.

Usando el concepto de expansién en cadena explicado en el
capitulo Il podemos escribir las probabilidades conjuntas de la
siguiente manera:
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p(DA,I) = p(DA) * p(I/DA)
p(DA,I) = p(DA) * p(I'/DA)
p (DB,I) = p(DB) * pO'/DB)

Probabilidades Fundén de
previas verosimilitud

gréﬁco 52: Compaiiia dg anufagturas Eléctricas: Arbol de
ecisiones con estudio del mercado
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Estas probabilidades conjuntas pueden calcularse, dado que
conocemos tanto las probabilidades previas (grafico 48) como
las funciones deverosimilitud. Asi, porejemplo, la probabilidad
conjunta de obtener un nivel de demanda alto y de que el
informe sea favorable es:

p(DA,I) = p(DA) * p(I/DA)
= (0.30) (0.65) =0.195 9)
Usando una vez mas el concepto de expansion en cadena, esta

probabilidad conjunta también puede escribirse de la siguiente
manera:

P(DA.I) = p(l) p(DA/1) (10)

De donde puede despejarse la probabilidad posterior,
p(DA/1), obteniendo:

p(DA/I)=EE£A i (11)

El valor de p(l), la probabilidad de obtener un reporte favo-
rable del estudio de mercado, conocida como la probabilidad
pre-posterior, se obtiene sumando las probabilidades conjuntas:

p() =p(DA,) +p(DM,I) + p(DB,I) (12)

Estas probabilidades conjuntas se calcularon multiplicando
las probabilidades previas por la funcién de verosimilitud, como
se muestra en el arbol de asignacion de probabilidades del gréafico
53. Reemplazando estos valores en la ecuacion (12), obtenemos:
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p(l) =0.195+0.135 + 0.060 = 0.39 03)

Luego, la probabilidad posterior, expresada en la ecuacion
(11), sera:

0.195 _ (14)

PIOA/D = (390 =

0.50

Este es el procedimiento bayesiano para calcular las proba-
bilidades revisadas, las cuales se presentan en el arbol cronolégico
del grafico 53. Como su nombre lo indica, este arbol representa
las variables de estado en el orden cronoldgico en que suceden;
primero se conoce el resultado del estudio de mercado, luego el
nivel de demanda que enfrentara CME por su producto. Resu-
miendo, podemos decir que hay tres pasos para calcular las
probabilidades posteriores o revisadas. Primero calculamos las
probabilidades conjuntas en el arbol de asignacion de probabi-
lidades y las trasladamos a los nodos finales del arbol cronol6-
gico. Segundo, calculamos las probabilidades pre-posteriores,
sumando las probabilidades conjuntas respectivas. Finalmente,
calculamos las probabilidades revisadas usando la relacion de
probabilidad condicional (ecuacion 11). Debemos notar que en
el arbol cronolégico también se cumple la relacion de expansion
en cadena, la que implica que las probabilidades en los nodos
finales son iguales al producto de las probabilidades de las
ramas que van desde el nodo inicial hasta dicho nodo final. Asi:

p(I'DB) =p(I)p(DB/I")
= (0.61) (0.56) = 0.34

Las probabilidades posteriores representan las probabilida-
des estimadas de cada nivel de demanda dado el resultado del
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estudio demercado; p(DA/1) =0.50, por ejemplo, indica que hay
una probabilidad de 0.50 de que el nivel de demanda sea alto
cuando se obtiene un reporte favorable en el estudio de merca-
do. Sin embargo, vemos que el nivel de demanda del producto
de CME puede ser medio o bajo, a pesar de que el reporte sea
favorable. Asi, p(DM/1) =0.35 y p(DB/1) = 0.15. Pero debemos
notar que las probabilidades originales (previas) han sido revi-
sadas dado el reporte favorable; asi, la probabilidad de DA pas6
de 0.30 a 0.50 [(p(DA) =0.30; ahora, p(DA/1) = 0.50)]. De igual
manera, las probabilidades revisadas dado un reporte desfavo-
rable han variado con respecto a las probabilidades previas
[(e.g., p(DA) =0.30; ahora, p(DA/1") =0.17)] (ver el arbol crono-
I6gico del grafico 53).

Con las probabilidades de los resultados del estudio de mer-
cado, p(l) y p(l"), y las probabilidades posteriores podemos
completar nuestro arbol de decisiones con toda la informacion
requerida para su solucién, como se muestra en el gréafico 54.
Estamos listos para desarrollar una estrategia éptima de deci-
sion para CME si es que el estudio de mercado se lleva a cabo.

7. ESTRATEGIA OPTIMA DE DECISION CON
INFORMACION MUESTRAL

Con el arbol de decisiones completo, ahora podemos resolver
nuestro problema para encontrar la decision éptima para CME.
Como se sefial6 en la seccién 3, para resolver el arbol de decisio-
nes nos trasladamos conceptualmente a los nodos finales del
arbol y trabajamos hacia atras utilizando dos mecanismos: cal-
culamos el valor esperado en cada nodo de azar, y elegimos la
mejor alternativa en cada nodo de decision. Asi, en el grafico 54
primero calculamos los valores esperados para los nodos de azar
gue representan el nivel de demanda. Para el nodo de azar que
estd después de las ramas |y F, por ejemplo, tenemos:

VE(I,F) = 0.50(130) + 0.35(40) +0.15(-20) = 76
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Gréf{co 54 Solucic’gw del &rbol ge decisiopes del problema de CME,
con la realizacion de estudios de mercados
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Y diremos que el VE de tener un informe favorable (I) y de
fabricar el componente (F) es de 76,000 ddlares. Este valor esta
escrito encima del nodo de azar respectivo. De igual manera se
calcularon los valores esperados para los otros nodos de azar:

VE(I,C) = 0.50(70) + 0.35(45) +0.15(10) =52.25
VE(I'F) = 0.17(130) +0.27(40) +0.56(-20) = 21.70
VE(I'0 = 0.17(70) +27(45) + 0.56(10)  =29.65

Continuamos trabajando hacia atras en el arbol de decisiones
y nos encontramos en los nodos de decision. Aqui el decisor
debe elegir F o C, dado el resultado del reporte del estudio de
mercado. Como el decisor esta tratando de maximizar las ganan-
cias netas esperadas, su eleccidn es clara: si el reporte es favora-
ble (1), la decision éptima es fabricar el componente (F); si el
reporte no es favorable (1), la decision 6ptima es comprar el
componente (C). Es decir, si el reporte es favorable y dado que
la decisién 6ptima de fabricar el componente resulta en un valor
esperado de 76,000 délares, diremos que el VE en el nodo de
decision es de 76,000 dolares, y anotamos este valor encima de
dicho nodo. De manera similar, si el reporte no es favorable y dado
que la decision 6ptima de comprar (C) ofrece un valor esperado de
29,650 dolares, anotamos este valor encima del nodo de decision.
Resumiendo, para los nodos de decisién que estan después de las
ramas del resultado del estudio de mercado, tenemos:

VE(I) = 76,000
VE(I') = 29,650

Como ultimo paso, continuamos trabajando hacia atras al
nodo de azar que representa al indicador de mercado y calcula-
mos su valor esperado:

0.39 (76,000) +0.61 (29,650)-
47,730 délares

VE (con estudio de mercado)
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Los 47,730 ddlares representan el valor esperado de la estra-
tegia 6ptima de decisidon cuando se encarga realizar el estudio
de mercado. También se le conoce como el VE de usar informa-
cién muestral.

Debemos sefialar que la decisidn final todavia no se ha deter-
minado. Necesitamos conocer el resultado del estudio de mer-
cado antes dedecidir si fabricar (F) o comprar (C) el componente
para la fabricacion de los aparatos de aire acondicionado. Sin
embargo, los resultados del analisis de la teoria de decisiones
nos definen la siguiente estrategia de decisién Optima, si el
estudio de mercado se lleva a cabo:

- Si el reporte es favorable (1), entonces se debe fabricar el
componente, para maximizar las ganancias esperadas.

- Siel reporte no es favorable (T), entonces se debe comprar
el componente.

Hemos visto como los arboles de decisiones pueden usarse
para desarrollar estrategias 6ptimas en problemas de decision
en un mundo incierto cuando es posible realizar “experimentos™
para conseguir informacion adicional. Si bien otros problemas
reales de decisidon pueden ser mas complejos que el problema de
CME, el enfoque que hemos presentado esigualmente aplicable.
En primer lugar, el analista debe trazar el arbol de decisiones
consistente de nodos y ramas que representan el resultado del
experimento; luego se grafican las decisiones alternativas y las
variables de azar de tal manera que el arbol describa el proceso
de toma de decisiones especificas. Debemos sefalar que la dife-
rencia entre un arbol de decisién sin informacion adicional y uno
con informacién experimental es que este Gltimo tiene un nodo
de azar adicional al comienzo del arbol, que representa el resul-
tado de la recoleccion de informacidn (indicador). El nodo de
azar que representa la variable de estado en cuestion (e.g., nivel
de demanda) permanece en su lugar original, pero las ramas que
salen de este nodo tienen nuevas probabilidades que se asignan
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sobre la base de la informacion adicional recibida. En el arbol
original se usaron las probabilidades previas, pero en el arbol
con informacidn adicional se usan las probabilidades revisadas
0 posteriores. Es decir que sera necesario aplicar el teorema de
Bayes para determinar las probabilidades del resultado de la
informacién adicional y las probabilidades revisadas de la va-
riable de estado. Luego, trabajando hacia atras en el arbol,
calculando valores esperados en los nodos de azar y eligiendo
la mejor rama de decisién en los nodos de decisién, el analista
puede determinar la estrategia 6ptima de decision y el valor
esperado asociado al problema.

8. VALOR ESPERADO DE LAINFORMACION MUESTRAL

Al igual que calculamos el valor esperado de la informacion
perfecta (VEIP) en la seccion 4, aqui podemos calcular el valor
esperado de lainformacién muestral (VEIM). En el problema de
CME establecimos una estrategia 6ptima de decisién de fabricar
el componente si el reporte del estudio de mercado es favorable
y de comprar el componente si el reporte no es favorable. Pero
dado que la informacion adicional suministrada por la compa-
fila de mercadotecnia resultara en un costo adicional para CME,
sera importante determinar el valor de esta nueva informacion.
Este valor esperado incremental de la informacion muestral
estara dado por:

VEIM = VECIM - VESIM

donde VECIM Valoresperado con informacion muestral.
VESIM Valor esperado sin informacién muestral.

Del grafico 54 tenemos que el VECIM, en el probrema de
CME, esde 47,730 délares; y del grafico 49 el VESIM es de43,000
dolares. Entonces el VEIM sera:
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VEIM =47,730 - 43,000 = 4,730 ddblares

Luego, CME deberia estar dispuesta a pagar hasta 4,730
dolares por la informacion del estudio de mercado.

En la seccion 4 vimos que el VEIP para el problema de CME
fue de 13,500 dolares. Si bien no podemos esperar que el estudio
de mercado nos dé informacion perfecta, podemos usar una
medida de eficiencia para expresar el valor relativo del reporte.
Considerando que la informacion perfecta tiene una eficien-
cia del 100%, la eficiencia (E) de la informacion muestral
estard dada por:

VEIM
E= VEIP* 100

En el problema de CME, tenemos:

_ 4730 _
= 13500 100 = 35%

Esto quiere decir que la informacion del estudio de mercado
es solo el 35%' de eficiente en relacién a la informacidn perfecta.
Una eficiencia baja nos haréa buscar otros tipos de informacién
muestral, como por ejemplo otra compafiia de mercadotecnia.
En cambio, una alta eficiencia (E) nos indicard que no sera
necesario buscar fuentes de informacion adicional.

# Ejercicios

1. ¢En qué difieren los métodos para la toma de decisiones de este
capitulo con los estudiados en el capitulo V?

2. Una empresa electrénica esta tratando de decidir si debe producir
0 no un nuevo sistema de beepers. La decision de producirlo significa
una inversion de 5 millones de délares y no se conoce la demanda de
este instrumento. *Si la demanda es alta, la empresa espera un rendi-
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miento de 11 millones de délares. Si la demanda es moderada, el
rendimiento sera de 7.4 millones de dolares; y si la demanda es baja
significaria un rendimiento de sélo 4.2 millones de délares, que no
alcanzaria acubrir los gastos de inversién. Se estima que la probabilidad
de obtener una demanda baja es de 0.1, mientras que la probabilidad
de una demanda alta es de 0.5. -siwei(hj »

a. Si la compania se basa en el criterio del valor esperado, ;deberia
efectuar la inversion?

b. Un miembro del Directorio propuso que se tome una muestra para
estimar la demanda real. ;Cudl es el monto maximo que se debe pagar
por este estudio?

c. (Entre qué limites puede variar la probabilidad de que la demanda
sea alta sin cambiar la decision elegida en (a)?

3. El Gerente de una planta manufacturera que produce un articulo
para el cual la demanda es muy variada, debe decidir entre comprar
una nueva maquina para cierta linea de montaje o reparar la maquina
gque actualmente presta servicio en esa linea. El costo déla compostura
es de 500 dolares, mientras que el costo de la nueva maquina es de 7,000
dolares. Con la maquina nueva, el costo variable de produccién por
articulo es $ 0.60; con la maquina reparada el costo variable unitario es
$ 1.10. El articulo se produce a medida que es demandado, para no
quedar con excedentes. El precio de venta de cada unidad del articulo
es de 2 délares y el Gerente estima que la demanda ocurrird de acuerdo
con la siguiente distribucién:

Demanda 5,000 10,000 25,000 50,000
Probabilidad 0.2 0.4 0.3 0.1

a. Si el objetivo del Gerente es maximizar las ganancias esperadas de la
planta, ;cudl es la decision 6ptima?

b. ;Cudl esel valor esperado de la informacion perfecta respecto al nivel
de demanda?

c. Suponga que el Gerente tiene ademas la alternativa de comprar otra
maquina, que cuesta 2,000 y tiene un costo de operacion porunidad de
1ddlar. ;Cuadl es ahora la decision éptima?

4, Una agencia de publicidad ha disefiado tres campafias alternativas
para uno de sus clientes. El cliente estudio las propuestas y construyo
una distribucién de probabilidades que describe el valor presente de
las ganancias netas esperadas si invierte en una campafia de publicidad
especifica. Las distribuciones de probabilidades de los tres programas
propuestos son las siguientes:
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Campania de Valor presente neto de las ganancias
publicidad

-30,000 -10,000 -50,000 100,000
A 0.10 0.30 0.40 0.20
B 0.15 0.25 0.50 0.10
C 0.00 0.30 0.65 0.05

a. Grafique el arbol de decisiones que describe las opciones de decision.
b. Usando el criterio del valor esperado, ;cual es la decisién éptima?
c. ;Cual es laprobabilidad de que el valor presente neto de las ganancias
seamenor que cero en cada una de las campafas de publicidad? ;Cual
de los programas propuestos adoptaria usted? Explique su eleccién.

5. Carlos Rodriguez estd programando un espectaculo de pelea de
toros el 18 de agosto, con motivo del aniversario de la fundacién de la
ciudad de Arequipa. Las ganancias que se obtengan dependerdn en
gran medida del clima en el dia del evento. En concreto, si el dia es
lluvioso, Carlos pierde 15,000 d6lares; si es soleado, gana 10,000 délares.
Se supone que los dias o son lluviosos o soleados. Carlos puede decidir
cancelar el evento, pero si lo hace pierde el deposito de 1,000 ddlares
efectuado al alquilar el local. Los registros del pasado indican que en la
quinta parte de los ultimos cincuenta afios, ha llovido en esa fecha.

a. Establezca la tabla de resultados y grafique el arbol de decisiones.

b. ;Qué decisién debe tomar Carlos para maximizar su beneficio neto
esperado en délares?

c. ¢Entre qué limites puede variar la probabilidad de que llueva, sin que
cambie la decision establecida en (b)?

d. ;Cual es el monto maximo que Carlos estara dispuesto a pagar por
conocer de antemano el clima del 18 de agosto?

e. La “Brujita Coty”, una clarividente muy famosa, ofrece sus servicios
aCarlos. En las ocasiones que ha llovido, Coty acert6 el 90% de las veces.
Por otra parte, cuando predijo un dia soleado, acert6 s6lo el 80% de las
veces. (Cudanto estaria dispuesto a pagar Carlos por los servicios de
Coty?

f. Si Carlosdecide contrataralaclarividente, ;qué estrategia debe seguir
para maximizar su beneficio neto esperado?

6. “Tortas Delicia” planea su produccion diaria decidiendo producir
100,200 6 300 tortas. El cuadro de ingresos netos asociados a diferentes
niveles de demanda y produccion es el siguiente:
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Demanda (tortas)

Produccién 100 200 300

DI D2 D3
100 P1 500 200 -100
200 P2 -400 800 700
300 P3 -1,000 -200 1,600

a. Si p(DI) =0.30 y p(D2) =0.20, ¢cudl seria el nivel 6ptimo de produc-
cion?

b. ¢(Cudl es el valor maximo que “Tortas Delicia" deberia pagar por
conocer de antemano el nivel de demanda?

c. Algunos dias “Tortas Delicia” recibe pedidos por teléfono. Denotemos:

11 Se reciben pedidos por teléfono.

12 No se reciben pedidos por teléfono.

Si se sabe que: p(12/Dl) =0.80, p(12/D2) = 0.40 y p(12/D3) = 0.10,
(cual es la produccion 6ptima en los dias que “Tortas Delicia” no recibe
pedidos por teléfono?

7. Un inversionista ganara 12,000 ddlares en intereses si deja sus
fondos en una cuenta de ahorros, pero esta considerando retirarlos para
invertirlos en acciones de la compania “Vida Feliz”, que tiene una
probabilidad de 70% de rendir utilidades de 20,000 délares y una
probabilidad de 30% de rendir utilidades de 5,000 délares, si las accio-
nes son compradas hoy. Si el inversionista espera, hay una probabilidad
del 70% de que las acciones empiecen a subir. Si esto pasa, el inversio-
nista comprara acciones y las probabilidades de rendimiento seran de
99 a 1 de rendir 18,000 6 3,000 dolares. Si el precio de las acciones no
sube, el inversionista dejara sus fondos en el banco.

a. ¢Cuédl es la mejor alternativa, usando el criterio del valor esperado?
b. ¢(Cual es el valor esperado de la informacion perfecta con respecto a
si las acciones subiran, en el caso de que el inversionista decida esperar?

8. La compaiiia inmobiliaria “Condominios del Cielo”’ha comprado
recientemente un terreno en La Molina y esta tratando de determinar
el tamafio del complejo de condominios que debe construir. Se estan
considerando tres tamafios de acuerdo con el nUmero de casas que
conforme el complejo: pequefio (P), mediano (M) y grande (G). Al
mismo tiempo, la incertidumbre en la evolucién de la economia nacio-
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nal dificulta predecir la demanda por nuevos condominios. El Gerente
de “Condominios del Cielo" sabe que si se construye un complejo
grande y se enfrenta una demanda baja, podria ser muy costoso para
la compafia. Asimismo, si se construye un complejo pequefio y la
demanda es alta, las utilidades de la firma serdan mucho menores que
si se hubiese construido un complejo mayor. Con los tres niveles de
demanda (baja, intermedia y alta), el Gerente ha preparado el siguiente
cuadro de utilidades netas (en miles de dolares):

Demanda
Decision Baja(B) Intermedia (1) Alta (A)
Pequerio (P) 400 400 400
Mediano (M) 100 600 600
Grande (G) -300 300 900

a. Si p(B) =0.20, p(I) =0.35, ;cuales la decisién que usted recomendaria,
usando el criterio del valor esperado?

b. (Cudl es el valor esperado de la informacion perfecta?

¢. La compaiiia esta considerando llevar a cabo un estudio de mercado,
el cual ayudard a evaluar la demanda para el nuevo complejo de
condominios. El estudio arrojard un resultado 1, que consiste en tres
indicadores de demanda: débil (D), tipica (T) y fuerte(F), con las siguien-
tes funciones de verosimilitud:

Demanda Indicadores de demanda
D T F
B 0.6 0.3 0.1
| 0.4 0.4 0.2
A 0.1 0.4 0.5

¢Cual es el valor esperado del estudio de mercado?
9. Un inventor ha desarrollado un instrumento electrénico para
controlar las impurezas en el metal producido en un proceso de iundi-
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cion. Una compafiia que vende este tipo de equipo esta considerando
la compra de los derechos de patente de este instrumento por 400,000
dolares. La companiia cree que hay una posibilidad entre cinco de que
el instrumento sea un éxito de ventas. Se estima que si el instrumento
tiene éxito producira ingresos netos de 4.5 millones de délares. Si el
producto no tiene éxito no se recibirdn ingresos.

a. Dibujar un arbol de decisién que describa las opciones de decision y
determine la mejor politica.

b. Si hay un grupo de investigacién de mercados que puede ofrecer
informacion perfecta respecto al éxito de este producto, ¢cual sera la
cantidad maxima que la compafiia estard dispuesta a pagar por este
servicio?

c. Suponga que el grupo de investigacion de mercados puede hacer un
sondeo del mercado que con probabilidad de 0.70 dara un resultado
favorable si el instrumento es un éxito y con probabilidad 0.0 dara un
resultado desfavorable si el instrumento no se vende. ;Cuanto valdra
para la compafiia este estudio?

10. Una compafila manufacturera necesita decidir si debe o
emprender una campafa de publicidad para un producto cuyas ventas
han estado estancadas. El costo de la campafia es de 100,000 délares. Se
estima que una campafia muy exitosa incrementaria las utilidades en
400,000 ddlares (de las cuales deberan sustraerse los costos de la cam-
pafia). Una campafia moderadamente exitosa incrementaria las utilida-
des en 100,000 dolares; mientras que una campafia desfavorable no
incrementaria en nada las utilidades. De los registros historicos, el 50%
de campanfas similares han sido muy exitosas, el 30% moderadamente
exitosas y el resto nada exitosas.

La compafiia tiene la oportunidad de contratar los servicios de una
instalacién de mercadotecnia para evaluar la efectividad potencial de
la campanfa publicitaria. El historial de esta compariia de mercadotecnia
es tal que ha reportado favorablemente en el 80% de las campafias que
resultaron altamente favorables, el 40% de aquellas que fueron mode-
radamente favorables y 10% de las campafias desfavorables.

a. Sin contratar los servicios de mercadotecnia, ;deberia emprenderse
la campafa publicitaria, usando el criterio del valor esperado?

b. (Cual es el valor esperado de la informacion perfecta?

c. Encuentre las probabilidades posteriores o revisadas para los tres
estados de la naturaleza, dado el reporte de la compafiia de mercado-
tecnia.

d.Establezca una estrategia de decision, dado el reporte de la compaiiia
de mercadotecnia.
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e. (Cual es el valor esperado del estudio de la comparia de mercado-
tecnia?

11. Una editorial esti considerando lanzar una nueva revista men-
sual con articulos e informacién para inversionistas. Basado en su
experienciay en sus percepciones, el Gerente de la editorial ha estable-
cido una tabla de ganancias anuales considerando tres niveles distintos
de demanda por su revista.

Ganancias anuales (En ddlares)

Demanda Lanzar la revista No lanzarla
Baja (DB) -250,000 0
Regular (DR) 50,000 0
Alta (DA) 300,000 0

El Gerente estima ademas que las probabilidades de estos niveles de
demanda son: p(DB) = 0.5, p(DR) = 0.2 y p(DA) =0.3.

a. Sobre la base de esta informacion y usando el criterio del valor
esperado, ;debe lanzarse la nueva revista?
b. (Cual es el valor esperado de la informacion perfecta?

El Gerente de la editorial tiene la oportunidad de hacer una prueba
para determinar la aceptacién que tendra la revista y basar su decision
en los resultados de esta prueba. La prueba arroja un diagnostico
favorable (F) y uno no favorable (F'). Basado en experiencias previas en
relacion a otras publicaciones, el Gerente ha establecido las siguientes
probabilidades condicionales dadas las posibles demandas:

p(F/DB) =01 p(F/DR)=0.6 p(F/DA)=0.7

c. ¢(Cual es la probabilidad de que el diagnéstico sea favorable?

d. ¢Cual es la mejor decision para la editorial si la prueba resulta en un
diagndstico favbrable?

e. (Cudl es la mejor decision si el resultado es desfavorable?

f. (Cudl es el valor esperado de la prueba de aceptacion de la revista?

12. El Gerente de Investigacion de “Petroéxito" estd tratando de
decidir si debe asignar fondos a un proyecto para producir un nuevo
lubricante. Se piensa que el proyecto puede ser un gran éxito técnico,
uno menor o un fracaso completo. La compafia ha estimado que el
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valor de un gran éxito técnico es de 150,000 délares, dado que el
lubricante podra ser utilizado en un gran nimero de los productos que
elabora. Si el proyecto es un éxito menor, su valor es de 10,000 délares,
dado que “Petroéxito” piensa que el conocimiento ganado sera til para
futuros proyectos. Si el proyecto es un fracaso, le costara 100,000 dolares
a la compafiia.

Basédndose en laopinion de los cientificos involucradosy en la propia
apreciacion del Gerente, las probabilidades a priori son:

p(gran éxito) =0.15
p(fracaso) =0.40

a. Usando el criterio de valor esperado, ;deberia llevarse a cabo el
proyecto?
b. ¢Cual es el valor esperado de la informacion perfecta sobre el éxito
técnico que se lograra con el nuevo lubricante?

Existe un experimento que puede llevarse a cabo para saber més
sobre la factibilidad técnica del proyecto. Este experimento tiene tres
posibles resultados:

I1: El lubricante trabaja bien a cualquier temperatura.

12: El lubricante prototipo s6lo trabaja bien a temperaturas mayores
de 10° C,

13: El lubricante prototipo no trabaja bien a cualquier temperatura.

Suponga que podemos determinar las siguientes probabilidades
condicionales:

p(ll/gran éxito) =0.70 p(12/gran éxito) =0.25
p(ll/menor éxito) =0.10 p(l12/menor éxito) =0.70
p(1l/fracaso) =0.10 p(l12/fracaso) =0.30

c. Suponga que el experimento se lleva a cabo, y se encuentra que el
lubricante prototipo trabaja bien a cualquier temperatura. ;Deberia
llevarse a cabo el proyecto?

d. Suponga que el experimento se lleva a cabo y se encuentra que el
prototipo sélo funciona bien a temperaturas mayores a 10° C. ;Deberia
llevarse a cabo el proyecto?

e. (Cual es el valor esperado del experimento?
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13. Unacerveceria déla capital estd considerando la introduccién de

una nueva bebida no alcohdlica. La compafiia piensa que hay una
probabilidad del 60% de que el producto sea un éxito. El cuadro de
ingresos netos es el siguiente:

Exito (E) Fracaso (E")
Producir $ 250,000 $ -300,000
No producir $ -50,000 $ -20,000

La cerveceria tiene la posibilidad de contratar a dos compairiias de
marketing para obtener informaddén adicional. La compafiia “Mauro
Marketing” afirma que ha desarrollado un indicador de mercado, I,
para el cual se tiene p(I/E) = 0.7 y p(I/E") = 0.4. La compafiia “Nuevo
Mundo” afirma que ha desarrollado un indicador de mercado, J, para
el cual p(J/E) =06y p(J/E") =0.3.

a. Usando el criterio del valor esperado, sin contratar a una compafiia
de marketing, ;cual es ladecision 6ptima para la cerveceria?

b. ¢Cual es ei valor esperado de la informacion perfecta?

c. Encuentre el valor esperado de la informacién de “Mauro” y el de
“Nuevo Mundo”.

d. Siambas firmas cobran5,000 délares, ¢;a qué compafia debe contratar
la cerveceria? ;Por qué?

14. Un procedimiento de control de calidad implica la inspeccion del

100% de las piezas recibidas de un abastecedor. Los registros histéricos
muestran las siguientes tasas de piezas defectuosas.

Porcentaje de Probabilidad
piezas defectuosas

0 0.15
1 0.25
2 0.40
3 0.20

El costo para el control de calidad con una inspeccion del 100% es
de 250 dolares para cada embarque de 500 piezas. Si no se hace esta
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inspeccidn del 100%, las piezas se instalan sin inspeccién previa, y las
partes defectuosas se cambian después, pero implican un costo adicio-
nal de 25 doélares por cada pieza defectuosa.

a. Complete el siguiente cuadro de costos, para cada una de las alterna-
tivas:

Porcentaje de piezas defectuosas
. 0% 1% m 2% 3%

Inspeccién 250 250 250 250
Sin inspeccion

b. El Gerente esta considerando eliminar el proceso de inspeccién
para ahorrar 250 dolares por embarque. ;Recomendaria usted esta
accion?

c. (Cual es el monto maximo qué el Gerente estara dispuesto a pagar
por conocer de antemano la tasa de piezas defectuosas?

15. Un consultor esta considerando presentar propuestas detalladas
para dos posibles contratos. La preparacién de la propuesta para el
primer contrato cuesta 1,000 délares, mientras que la preparacion de la
propuesta para el segundo cuesta 1,500 délares . Si la propuesta para
el primero es aceptada y se realiza el trabajo, se obtendria una
ganancia de 8,000 délares. Si la propuesta para el segundo es acep-
tada y se realiza el trabajo, se lograra una ganancia de 12,000 délares.
Los costos de preparacion de las propuestas deben ser deducidos de
estas ganancias. El consultor puede presentar propuestas para am-
bos contratos, si lo desea. Pero no tienelos recursos para realizar ambos
trabajos simultdneamente. Si una propuesta se presenta y es aceptada,
y el consultor no puede realizar el trabajo, él considera esto como un
costo por pérdida de prestigio y lo evalda como un costo de 2,000
délares.

a. El consultor tiene cuatro alternativasde decision. Cuales son?

b. El consultor cree que existe una probabilidad de 0.80 de que la
propuesta para el primer contrato sea aceptada, y una probabilidad de
0.50 de que la segunda propuesta sea aceptada. Ademas, piensa que la
aceptacién de una propuesta es independiente de la aceptacién de la
otra. ;Cuél es el arbol de decisiones paia el problema del consultor?
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c. Tomando como base el criterio del valor esperado, ;cuél es la alter-
nativa que debe escoger el consultor, y cudl es el valor esperado de sus
ganancias?

d. (Cuanto estara dispuesto a pagar el consultor por conocer de ante-
mano si ganaré o no el primer contrato?

e. ¢(Cuanto estara dispuesto a pagar el consultor para conocer de ante-
mano si ganara o no el segundo contrato?

16. El restaurante “El Sombrero”est4 considerando abrir una nueva
sucursal en laavenida Larco de Miraflores. Tiene tres modelos diferen-
tes, con diferentes capacidades. “El Sombrero” estima que el nimero
promedio de clientes por hora sera de 80, 100 6 120. El cuadro de
ganancias netas por semana para los tres modelos es el siguiente:

Promedio de clientes por hora

80 100 120
Modelo A $ 10,000 15,000 14,000
Modelo B 8,000 18,000 12,000
Modelo C 6,000 16,000 21,000

“El Sombrero” estima que la probabilidad de tener 80 clientes por
hora es la misma que la probabilidad de tener 120 clientes por horay el
doble de la probabilidad de tener 100 clientes por hora.

a. Usando el criterio del valor esperado, ¢cudl es la decisién 6ptima?
b. (Cual es el valor de la informacion perfecta?

c. “El Sombrero” puede contratar un estudio de mercado por 1,000
délares. Los resultados del estudio son “favorables” o “desfavorables”.
Las probabilidades condicionales son:

p(favorable/80 clientes por hora) =0.2
p(favorable/100 clientes por hora) =0.5
p(favorable/120 clientes por hora) =0.9 1

¢ Deberia “El Sombrero” contratar el estudio?

17. Una compafiia produce un alimento perecedero a un costo de 10
dolares por caja, siendo su precio de venta de 15 ddlares por caja. Con
el objeto de planificar la produccion, lacompafiia considera tres niveles
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de demanda diaria: 100,200 6 300 cajas. Si la demanda es menor que lo
producido, el exceso de produccién se pierde. Si la demanda es mayor
gue la produccién, la compafiia, en un intento de conservar la buena
imagen de servicio, satisface el exceso de demanda con una produccion
especial a un costo de 18 délares por caja. Sin embargo, el producto
siempre se vende a 15 doélares.

a. Si p(100) = 0.2, p(200) = 0.2 y p(300) = 0.6, use el criterio del valor
esperado para determinar el nivel de produccion diaria.

b. (Cuédl es el valor esperado de la informacion perfecta?

¢. Una consultora de mercadotecnia ofrece hacer un estudio de mercado
para predecir la demanda, por el cual cobra 650 doélares. ;Deberia
contratarse sus servicios?.

18. La tienda de departamentos “Diamante” acaba de adquirir la
cadena de tiendas “Chicho e Hijos”. “Diamante” ha recibido una oferta
de “Oshborn” para comprar la tienda “Chicho”en la avenida Primavera
por 120,000 délares. “Diamante” ha determinado que la utilidad neta
potencial para esta tienda dependera del estado de la economia nacio-
nal. Los estimados de las utilidades netas de la tienda son 80,100,120
0 140 miles de soles con las siguientes probabilidades:

p(80) =0.20
p(100) =0.30
p(120) =0.10
p(140) =0.40

a. Sobre la base de esta informacién, ;deberia “Diamante” vender la
tienda?

b. ¢(Cudl es el monto maximo que “Diamante” estara dispuesto a pagar
por conocer de antemano el estado de la economia nacional?

c. “Diamante” podria tener una proyeccion del comportamiento de la
economia a un costo de 10 mil soles. La proyeccion econémica produce
un indicador, |, para el cual se tiene:

p(1/80) =01 p(1/100) =0.2
p(1/120) =0.6p(I/140) =0.8

;Debe la compafiia hacer la proyeccién econémica?
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IX. Numeros indices

I. indices simples. 2. indices de precios agregados no ponderados.
3. Indices de precios agregados ponderados. 4. Indice de cantidades
agregadas ponderadas. 5. Indices de valor.

El término indice se utiliza en una variedad de contextos. Existen
indices que han sido calculados para medir el grado de hume-
dad del medio ambiente, la efectividad del sistema de ensefian-
za, los cocientes de inteligencia, la actividad bursatil, cambios
en los precios al consumidor y muchos otros.

Los nimeros indices son probablemente las medidas estadis-
ticas que mas se utilizan; y esto se debe a varias razones. En
primer lugar, permiten comparar dos o mas series de tiempo que
tienen diferentes unidades de medida. Por ejemplo, a través de
los numeros indices podemos comparar los cambios en la pro-
duccion de automoéviles con los respectivos cambios en sus
precios. En segundo lugar, mediante los nimeros indices se
puede reducir nimeros de magnitud considerable a cantidades
manejables, sobre todo cuando se trata de cifras monetarias en
situaciones inflacionarias. En tercer lugar, los nUmeros indices
permiten comparar cambios en la produccién de un conjunto de
articulos, los que no pueden expresarse en la misma unidad de
medida. Por ejemplo, el indice del producto bruto interno pre-
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tende medir la variacién cuantitativa de todos los bienes produ-
cidos en el pais. Finalmente, los nimeros indices se utilizan para
remover ciertas influencias (e.g., indices de estacionalidad) o
para estimar el ingreso real o poder de compra del dinero.

Un ndmero indice es una medida que expresa el nivel de un
precio, cantidad o valor en un periodo dado en términos del nivel
de la misma variable en un periodo base establecido. Todos los
numeros indices se expresan en porcentajes relativos que tienen
el nivel del periodo base como 100. Supongamos que los precios
por galon de la gasolina de 95 octanos en enero, abril y agosto
fueron 1.20,1.80 y 1.90 ddlares, respectivamente. Entonces, to-
mando enero como el periodo base, tendremos:

Precio de abril, _
Precio de enero 120 100150

El indice de precios de la gasolina de 95 octanos para abril es
150, tomando como periodo base el mes de enero. De manera
similar, calculamos el indice de precios paraagosto y nos da 158.

Un numero indice para un producto individual, como el
indice de precios de la gasolina de 95 octanos, se llama namero
indice simple. Un indice que se calcula para un grupo de produc-
tos es un namero indice agregado o compuesto. Estos ultimos son
ampliamente utilizados por las empresas como medidas suma-
rias de costos y precios de venta, de cantidades producidas o
vendidas y de valores de producciéon y ventas.

Los nimeros indices también son producidos y usados porel
gobierno y sus diferentes agencias. Por ejemplo, el Instituto
Nacional de Estadistica e Informatica dedica grandes recursos
pararecolectar informaciony preparar la medida agregada mas
conocida de precios, el indice de precios al consumidor (IPC).
Otros indices que producen las agencias de gobierno incluyen
los indices de precios del PBI, de exportaciones, de importacio-
nes, etcétera.
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En este capitulo se presenta la manera de calcular tanto los
indices simples como los indices agregados para precios, canti-
dades y valores. Para ilustrar estos calculos, a lo largo de todo el
capitulo utilizaremos el caso de la empresa comercializadora
“Estrella S.A.”, que vende tres productos basicos: arroz, azlcar
y harina de trigo. El cuadro 28 muestra las ventas y precios de
estos productos en los meses de enero, febrero y marzo de este
afio.

CUADRO 28: PRODUCTOS COMERCIALIZADOS POR
“ESTRELLA S.A*

Precios Cantidades

(Dolares por tonelada) (Toneladas)
Producto Enero Febrero Marzo Enero Febrero Marzo
Arroz 236.27 240.10 244.90 20,000 22,000 23,000
Azlcar 22150 230.36 230.36 10,000 9,000 12,000
Harina 352.15 39441  408.50 5,000 3,000 3,000

1. INDICES SIMPLES

Un indice simple es aquel que compara el precio, cantidad o
valor de un producto o articulo individual en un periodo dado
con el precio, cantidad o valor que se registro en el periodo base.

A. Calculo de indices simples de precios

La férmula general para el indice simple de precios o precio
relativo esta dada por:

IPn=E!i*100 (l)
po
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donde pn es el precio del articulo en el periodo dado, n.
po es el precio del articulo en el periodo base.
IPn es el indice de precios para el periodo n.

Debemos sefialar que el periodo de andlisis puede ser cual-
quier unidad de tiempo: dia, semana, mes o afio. Asimismo,
notamos que los indices estan identificados por suscritos; el
primero nos indica el tipo de indice, en este caso p, precio,
seguido por un segundo suscrito que define el periodo para el
cual se calcula.

Para el caso de laempresa "Estrella S. A.* calculamos niameros
indices simples de precios para cada uno de los productos que
comercializa con el fin de analizar el comportamiento de los
precios a través de los tres primeros meses del afio. Se conside-
rard el mes de enero como periodo base. Tomando como ejemplo
el mes de febrero (f), el indice simple de precios para el arroz
sera:

240.10
Ip.f- 53697 100= 101.6
Los indices para los meses restantes y para cada uno de los
productos se calcularon de manera similar, y se presentan en el
cuadro 29.

CUADRO 29: PRECIOS E INDICES SIMPLES DE PRECIOS DE LOS
PRODUCTOS COMERCIALIZADOS POR “ESTRELLA S. A"

Arroz AzUcar Harina
Mes Precio indice Precio indice Precio indice
Enero 236.27 100.0 221.50 100.0 352.15 100.0

Febrero 240.10 101.6 230.36 104.0 394.41 112.0
Marzo 244.90 103.7 230.36 104.0 408.50 116.0
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La elecciéon del periodo base es arbitraria. Podriamos haber
elegido cualquier otro mes como nuestra base y expresado todos
los precios como un porcentaje del precio de ese mes.

Los numeros indices facilitan la interpretacion del movimien-
to de los precios a través del tiempo. Como se puede observar
en el cuadro 29, mientras el precio del arroz subié 3.7%, el precio
delaharina seincrementd en 16% entre los meses de enero y marzo.

B. Calculo de indices simples de cantidad

El indice simple de cantidad o cantidad relativa se define como:.
Ign=9il*100 m
4 o

donde gn eslacantidad del articuloen el periodo dado, n.
go es la cantidad del articulo en el periodo base.
Ig,n es el indice de cantidad para el periodo n.

Los indices simples de cantidad para los productos de la
empresa “Estrella S.A." se presentan en el cuadro 30. Como se
puede observar en dicho cuadro, las ventas de arroz se incre-
mentaron en 15% de enero a marzo, mientras que las cantidades
comercializadas de harinadisminuyeron en40% en el mismo periodo.

CUADRO 30: CANTIDADES VENDIDAS E INDICES SIMPLES
DE CANTIDAD DE LOS PRODUCTOS COMERCIALIZADOS
POR “ESTRELLA S.A.”

Arroz Azlcar Harina
Mes Cantidad indice Cantidad indice Cantidad indice
Enero 20,000 100.0 10,000 100.0 5,000  100.0
Febrero 22,000 110.0 9,000 90.0 3,000 60.0
Marzo 23,000 115.0 12,000 120.0 3,000 60.0
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C. Caélculo de indices simples de valor

Un indice simple de valor o valor relativo se define como:

lvn=£03n* 100

©)

donde pnqn es el valor del articulo en el periodo dado, n.
POJo  es el valor del articulo en el periodo base,
Iv,n es el indice simple de valor para el periodo n.

Utilizando los datos del cuadro 28, calculamos los indices de
valor (precio * cantidad) para el arroz, azGcar y harina tomando
como base los valores de las ventas del mes de enero. Asi, el
indice simple de valor del mes de febrero (f) para el arroz sera:

236.27 * 20,000
240.10 * 22,000 100=111.78
Este indice indica que el valor de las ventas de arroz en
febrero fue 11.78 % mayor que las ventas de enero. El cuadro 31
muestra los indices de valor de los productos comercializados
por “Estrella S.A.” para los tres meses, tomando como periodo
base el mes de enero.

CUADRO 31: VALOR DE VENTAS E INDICES SIMPLES DE
VALOR DE LOS PRODUCTOS COMERCIALIZADOS POR
"ESTRELLA S.A.”

Arroz Azlcar Harina

Mes Valor indice Valor indice Valor indice

Enero 4725,400 100.0 2715,000 100.0 1760,750 100.0
Febrero 5782,200 111.8 2'073,240 93.6  1'183,230 67.2
Marzo 5'632,700 119.2 2764,320 1248 1725,500 69.6
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El cuadro 31 permite analizar el comportamiento del valor de
las ventas de los productos comercializados por “Estrella S.A.”.
El valor de las ventas de azuUcar se incrementé en 24.8%:; las
ventas de arroz so6lo subieron en 19.2%; y las de harina disminu-
yeron en 30.4% entre los meses de enero y marzo.

2. INDICES DE PRECIOS AGREGADOS NO
PONDERADOS

Ahora consideremos la forma de representar las variaciones de
precios de un grupo de articulos. Para obtener un indice de
precios agregados no ponderados tenemos dos alternativas.
Primero, podemos sumar simplemente los precios del grupo de
articulos para el periodo dado y compararlos con la suma de los
precios observados en el periodo base. Segundo, podemos cal-
cular indices simples de precios para cada uno de los articulos
individuales, y luego usar el promedio de estos indices como un
indice agregado de precios; es decir, calculamos un promedio
de precios relativos.

Supongamos que tenemos una serie de observaciones de los
precios de un grupo de k articulos, para un cierto periodo, y
tomamos el periodo 0 como periodo base. De acuerdo con la
primera alternativa mencionada, el indice de precios agregados
no ponderados estara definido por:

Ipa = |S’\p:’r‘Ml 00 (4)

donde Imes el indice de precios no ponderados.

Esta alternativa de calculo del indice agregado no ponderado
tiene una seria limitacidn. Los precios de los articulos se refieren
necesariamente a una unidad de medida especifica, y los k
articulos podrianestar expresados en unavariedad de unidades,
haciendo que esta metodologia de calculo sea irrelevante.
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La segunda alternativa, el promedio de los precios relativos,
esta definida por:

iF=t};2’;:100 5)

donde Ipr es el indice de precios no ponderados usando el
promedio de precios relativos. El cuadro 32 presenta los calcu-
los para obtener el promedio de los precios relativos para el caso
de la empresa “Estrella S.A.". Los nameros indices simples de
precios para los tres productos se tomaron del cuadro 29.

CUADRO 32: PROMEDIO DE PRECIOS RELATIVOS DE LOS
PRODUCTOS COMERCIALIZADOS POR “ESTRELLA S.A.”

indices simples de precios Promedio

de precios

Mes Arroz Azlcar Harina relativos
Enero 100.0 . 100.0 100.0 100.0
Febrero 101.6 104.0 112.0 105.9
Marzo 103.7 104.0 116.0 107.9

Si bien esta manera de calcular los indices de precios agrega-
dos ha superado la limitaciéon de la influencia de las unidades
de medida del lpa, aun persiste su ineficacia para medir la
tendencia general de los precios de los k articulos, pues asigna
la misma ponderacion a cada uno de estos k articulos sin consi-
derar el volumen de ventas de cada uno de ellos.

3. INDICES DE PRECIOS AGREGADOS PONDERADOS
Para evitar los problemas sefialados en la seccidn anterior, con-

sideremos la posibilidad de usar la informacién de las cantida-
des transadas (q) como ponderacion en el calculo de los indices
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de precios agregados. Surge el interrogante: ;estas cantidades se
referiran al periodo base o al periodo n para el cual se calcula el
indice? Dependiendo del periodo que se seleccione, se definen
diferentes indices de precios agregados ponderados, como se
verd a continuacion.

A.indice de precios de Laspeyres

El indice de Laspeyres es calculado utilizando las cantidades
asociadas con el periodo base como ponderacién de los precios,
y esta definido por:

yPnidoi

£poiq°i

Ip,n(L) 100 (6)

Una caracteristica importante en la construccién de este indi-
ce es que requiere Unicamente informacién de las cantidades del
periodo base. Esto es muy valioso, en especial cuando la reco-
leccion de informacion referida a cantidades en cada periodo es
imposible o0 muy costosa. Por otro lado, esto puede ser una
desventaja, si es que por alguna razon las cantidades transadas
en el periodo escogido como base no son representativas de la
serie de tiempo bajo andlisis. Esta dificultad se toma crucial
cuando se continua calculando el indice de Laspeyres para series
de tiempo cada vez mayores sin cambiar el periodo base. La
estructura de las cantidades transadas podria cambiar sustan-
cialmente a través del tiempo de tal manera que la estructura
original resulte completamente desactualizada. Una manera de
resolver este problema es construyendo indices de precios de
Laspeyres moviles, en los cuales el periodo base es cambiado
cada cierto tiempo.

Los indices de Laspeyres para el caso de lacomparniia “Estrella
S.A.” se calculan tomando como base los datos de precios y
cantidades del cuadro 28. Para el mes de febrero (f):
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Zpfiqoi =240.10*20,000 +230.36*10,000 +394.41 *5,000

=9'077,650
Xpo,q,,, =236.27*20,000+221.50* 10,000 +352.15 *5,000
=8'701,150
9'077,650 |, .. _
Ip.f (L) — 8'701,150 100 - 104.3

De manera analoga, el indice de precios de Laspeyres para el
mes de marzo (m) es:

9'244,100
I = ' 100 = 106.2
Pm (L) = 8701,150
Esto quiere decir que los precios de los productos comercia-
lizados por "Estrella S.A.”, ponderados por las cantidades ven-
didas en enero, se han incrementado en 6.2% entre enero y
marzo.

B. indice de precios de Paasche

En contraste con el indice de Laspeyres, el indice de precios de
Paasche utiliza lainformacion de las cantidades de cada periodo
dado como ponderaciones de los precios.

ALPnigni
o0 Y=o an, 100 )

La ventaja de incluir las cantidades transadas en cada periodo
es que ello permite considerar los posibles efectos de sustitucién
en las cantidades transadas como resultado de cambios en los
precios relativos y en los habitos de consumo. Por otro lado,
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como ya se dijo anteriormente, en muchas circunstancias es
dificil o muy costoso recolectar informacion de cantidades para
cada periodo.

Lainterpretacién de los indices de Paasche para cada periodo
es menos clara que aquella de los indices calculados con la
formula de Laspeyres. En estos ultimos, los costos totales que se
comparan de periodo a periodo son aquellos que corresponden
a las cantidades transadas en el periodo base; en cambio, en el
indice de Paasche las cantidades varian de periodo a periodo.

Consideremos nuevamente el ejemplo de laempresa “Estrella
S.A*. Los indices de precios de Paasche para los meses de
febrero (f) y marzo (m) son los siguientes:

8'58( 1,940
i * 100=104.0
'PI®) " Xpoiqu 8'247,890
SPAL 9'622,520.
! 100 = 105.2
Pm®) g™ 9-148,660

Los indices de precios de Paasche nos indican que los precios
de los productos comercializados por “Estrella S.A.” se incre-
mentaron en 4% en el mes de febrero y en 5.2% entre enero y
marzo.

4. INDICE DE CANTIDADES AGREGADAS
PONDERADAS

Los indices de cantidades agregadas se construyen con el objeto
de medir el cambio en las cantidades transadas de un conjunto
de articulos a través del tiempo. La metodologia para calcular
indices de cantidades de Laspeyres y Paasche es similar a la
explicada en la seccién anterior.
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A. indice de cantidad de Laspeyres

El indice de cantidad de Laspeyres pondera las cantidades
individuales por los precios asociados con el periodo base:

AClniPoi

lg,n(L) ~ 100 (8)

Poi

Es decir, que el indice de cantidades de Laspeyres para el
periodo en curso (n) es el costo total de las cantidades transadas
en dicho periodo evaluadas a precios del periodo base, expresa-
do como un porcentaje del costo total de las cantidades del
periodo base.

B. indice de cantidad de Paasche

El indice de cantidad de Paasche utiliza como ponderacién los
precios del periodo en curso (n):

lgn.Pn,

100
y.doiPni ©)

19.n(P)

El indice de cantidad de Paasche para el periodo n expresa el
costo total de las cantidades transadas en dicho periodo como
un porcentaje de lo que hubieran costado las cantidades transa-
das en el periodo base si se hubieran comprado a los precios del
periodo en curso, n.

5. INDICES DE VALOR

Asi como se han obtenido formulas para los indices de precios
y cantidades, se puede establecer una ecuacion para calcular
indices de valor. En estos indices el costo total de los bienes
transados en un periodo dado, evaluados a los precios corrien-
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tes, es comparado con el costo total de los bienes transados en el
periodo base, evaluados a los precios de dicho periodo.

SflnPri_

100
lgoiPoi (10)

El indice de valor refleja tanto las variaciones en las cantida-
des como en los preciosa través del tiempo. Estrictamente
hablando, este es un indice agregado simple, puesto que los
valores (g * p) no han sido ponderados.

9 Ejercicios

1. Para cada una de las siguientes situaciones, explique como el
decisor puede construir y usar un namero indice que lo ayude a tomar
la decision.

a. Un profesional que desea conocer el poder adquisitivo de la tarifa de
servicio que cobra hoy en comparacion a la que cobraba hace exacta-
mente un afio.

b. ElI Administrador del Club Lawn Tennis desea aumentar las cuotas
de los socios de acuerdo con el monto de inflacion de la economia.

c. El propietario de un almacén desea conocer el incremento de sus
ventas en los ultimos cinco afios en comparacion al incremento de las
ventas de una gran cadena competidora.

2. El indice de precios al consumidor (IPC) calculado mensual-
mente por el Instituto Nacional de Estadistica e Informéatica, como
una medida del costo de los bienes y servicios al consumidor, fue de
102.15 para agosto de 1991, usando como periodo base diciembre de
1990. Suponga que el salario de Carlos Carpid, un ingeniero de “Peru-
Gas”, aumento de 840 dodlares en diciembre de 1990 a 1,400 délares en
agosto de 1991. ;Ha aumentado el salario real del ingeniero Carpi6?
Explique.

3. Una compaifia manufacturera que produce tres productos (A, By
C) tiene la siguiente informacion de cantidades y precios para 1988 y
1991:
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198# 1991
Producto  Precio Cantidad Cantidad

A 35 1,200 1,600
B 25 1,000 800
C 30 400 500

a. Calcule los indices simples de cantidad. ;Cémo evoluciond el volu-
men de cada producto entre 1988 y 1991?
b. Calcule el indice de cantidades agregado ponderado. ;Cual es el
significado de este indice de cantidad?

4. Se tiene la siguiente informacién de los precios del algod6n en
rama y de los principales insumos requeridos para su produccién, para
los afios 1975y 1980.

Mano

Producto Semilla  Nitrégeno Maquinaria de obra

Afio ($/Tm)  ($/ko) ($/kg) ($/h)  ($/jornal)
1975 18,799 8.54 27.16 188.0 105.40
1980 107,980 56.04 171.78 2,772.68 1,174.49

Calcule los indices simples de precios tanto para el producto de
algodon en rama, como para sus principales insumos. ;Qué ha pasado
con los precios en este periodo?

5. La empresa ENCI tiene la siguiente informacion respecto a la
cantidad y precio de la importacion de trigo en el Pera para los afios
1975,1978 y 1980:

Precio prom.
Afos Tm (US$/Tm)
1975 768,100 176.60
1978 789,900 133.90
1980 841,736 194.42
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a. Calcule los indices simples de precios y cantidad. Comente estos
valores.
b. Calculeel indice de valor para las exportaciones de este producto.
Compareestos valores con los de la parte (a).

6. El cuadro que se presenta a continuacion indica los precios y las
cantidades de tres importantes productos agricolas exportados por un
cierto pais de Latinoamérica:

Precios Cantidad
(Ddlares por tonelada) (Toneladas)
Producto 1989 1990 1989 1990
Azucar 103.84 109.98 1'070,315 1'265,874
Café 1,023.15 873.72 28,639 25,182
Cacao 556.75 431.84 34,434 29,115

a. Calculelosindices simples de precios, cantidad y valor délos produc-
tos exportados por este pais. Explique su significado.
b. Calculeel indice de precios agregado no ponderado.
c. Construya el indice de precios de Laspeyres.
d. Construya el indice de cantidad de Paasche.
e. Construya un indice de valor

7. Una ferreteria vende pintura para exteriores y para interiores. Sus
ventas de los meses de agosto de 1979 y 1991, y los precios en délares
para agosto de 1979, son los siguientes:

Tipo de Precio en Numero de galones vendidos
pintura agosto 1979

(Dolares) Agosto 1979 Agosto 1991
Exteriores 11.45 220 290
Interiores 9.67 175 245

Calcule el indice de cantidades agregado ponderado para agosto de
1991, tomando como periodo base agosto de 1979.

8. La agencia de viajes “Tumi” requeria, en 1985, 12 minutos en
promedio para hacer una reservacion en una aerolinea, 1 hora para
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hacer una reservacion en un crucero y 18 minutos para hacer otras
reservaciones. En 1990, con la introduccion de un equipo automatico
mas eficiente, los tiempos para las reservaciones en aerolineas y otras
reservaciones se redujeron a 6 y 12 minutos respectivamente. Sin em-
bargo, el tiempo para hacer una reserva en un crucero no mejoro y
continda siendo una hora. Si en una semana tipica de 1990 la agencia
de viajes procesa 150 reservaciones de avion, 8 reservaciones en crucero
y 37 de las otras reservaciones, ¢cual es el indice de productividad para
1990, considerando 1985 como el afio base?
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Apéndice A: Tabla de distribucion de Poisson

nop 1

PO)="fr

Ejemplo: Si |1=3, X=7, entonces P (x=7) =0.0216

< o »l AWN RO

A OON RO

© 0o N ouo

0.1

0.9048
0.0905
0.0045
0.0002
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000

14

0.3329
0.3662
0.2014
0.0738
0.0203

0.0045
0.0008
0.0001
0.0000
0.0000

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1,00

0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4066 0.3679
0.1637 0.2222 0.2681 0.3033 0.3293 0.3476 0.3595 0.3659 0.3679
0.0164 0.0333 0.0536 0.0758 0.0988 0.1217 0.1438 0.1647 0.1839
0.0011 0.0033 0.0072 0.0126 0.0198 0.0284 0.0383 0.0494 0.0613
0.0001 0.0002 0.0007 0.0016 0.0030 0.0050 0.0077 0.01110.0153

0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0004 0.0007 0.0012 0.0020 0.0031
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0005
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

1.2 1.3 1.4 15 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

0.3012 0.2725 0.2466 0.2231 0.2019 0.1827 0.1653 0.1496 0.1353
0.3614 0.3543 0.3452 0.3347 0.3230 0.3106 0.2975 0.2842 0.2707
0.2169 0.2303 0.2417 0.2510 0.2584 0.2640 0.2678 0.2700 0.2707
0.0867 0.0998 0.1128 0.1255 0.1378 0.1496 0.1607 0.1710 0.1804
0.0260 0.0324 0.0395 0.0471 0.0551 0.0636 0.0723 0.0812 0.0902

0.0062 0.0084 0.0111 0.0141 0.0176 0.0216 0.0260 0.0309 0.0361
0.0012 0.0018 0.0026 0.0035 0.0047 0.0061 0.0078 0.0098 0.0120
0.0002 0.0003 0.0005 0.0008 0.0011 0.0015 0.0020 0.0027 0.0034
0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.00(13 0.0005 0.0006 0.0009
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0009

(sigue)
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AN —-O

© oo N U

10
11
12

o NN - O

© 00 N o U

1
12
13
14

1
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5

0.1225 0.1108 0.1003 0.0907 0.0821
0.2572 0.2438 0.2306 0.2177 0.2052
0.2700 0.2681 0.2652 0.2613 0.2565
0.1890 0.1966 0.2033 0.2090 0.2138
0.0992 0.1082 0.1169 0.1254 0.1336

0.0417 0.0476 0.0538 0.0602 0.0668
0.0146 0.0174 0.0206 0.0241 0.0278
0.0044 0.0055 0.0068 0.0083 0.0099
0.0011 0.0015 0.0019 0.0025 0.0031
0.0003 0.0004 0.0005 0.0007 0.0009

0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002

2.6 2.7 2.8

0.0743 0.0672 0.0608
0.1931 0.1815 0.1703
0.2510 0.2450 0.2384
0.2176 0.2205 0.2225

2.9 3.0

0.0550 0.0498
0.1596 0.1494
0.2314 0.2240
0.2237 0.2240

0.1414 0.1488 0.1557 0.1622 0.1680

0.0735 0.0804 0.0872

0.0940 0.1008

0.0319 0.0362 0.0407 0.0455 0.0504

0.0118 0.0139 0.0163

0.0188 0.0216

0.0038 0.0047 0.0057 0.0068 0.0081

0.0011 0.0014 0.0018

0.0003 0.0004 0.0005

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 aadco 0.0000 0.0001

M
3.1 3.2 3.3 3.4 3.5

0,0450 0.0408 0.0369 0.0334 0.0302
0.1397 0.1304 0.1217 0.1135 0.1057
0.2165 0.2087 0.2008 0.1929 0.1850
0.2237 0.2226 0.2209 0.2186 0.2158
0.1734 0.1781 0.1823 0.1858 0.1888

0.1075 0.1140 0.1203 0.1264 0.1322
0.0555 0.0608 0.0662 0.0716 0.0771
0.0246 0.0278 0.0312 0.0348 0.0385
0.0095 0.0111 0.0129 0.0148 0.0169
0.0030 0.0040 0.0047 0.0056 0.0066
0.0010 0.0013 0.0016 0.0019 0.0023
0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007
0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002

3.6 3.7 3.8

0.0273 0.0247 0.0224
0.0984 0.0915 0.0850
0.1771 0.1692 0.1615
0.2125 0.2087 0.2046
0.1912 0.1931 0.1944

0.1377 0.1429 0.1477
0.0826 0.0881 0.0936
0.0425 0.0466 0.0508
0.0191 0.0215 0.0241
0.0076 0.0089 0.0102
0.0028 0.0033 0.0039
0.0009 0.0011 0.0013
0.0003 0.0003 0.0004

0.0022 0.0027

0.0006 0.0008
0.0002 0.0002

3.9 4.0

0.0202 0.0183
0.0789 0.0733
0.1539 0.1465
0.2001 0.1954
0.1951 0.1954

0.1522 0.1563
0.0989 0.1042
0.0551 0.0595
0.0269 0.0298
0.0116 0.0132
0.0045 0.0053
0.0016 0.0019
0.0005 0.0006

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001
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A W NP O

[ee)

10
1
12
13
14

15

A WN - O

41

0.0166
0.0679
0.1393
0.1904
0.1951

0.1600
0.1093
0.0640
0.0328
0.0150

0.0061
0.0023
0.0008
0.0002
0.0001

0.0000

51

0.0061
0.0311
0.0793
0.1348
0.1719

4.2

0.0150
0.0630
0.1323
0.1852
0.1944

0.1633
0.1143
0.0686
0.0360
0.0168

0.0071
0.0027
0.0009
0.0003
0.0001

0.0000

5.2

0.0055
0.0287
0.0746
0.1293
0.1681

4.3 4.4

0.0136 0.0123
0.0583 0.0540
0.1254 0.1188
0.1798 0.1743
0.1933 0.1917

0.1662 0.1687
0.1191 0.1237
0.0732 0.0778
0.0393 0.0428
0.0188 0.0209

0.0081 0.0092
0.0032 0.0037
0.0011 0.0014
0.0004 0.0005
0.0001 0.0001

0.0000 0.0000

53 5.4

0.0050 0.0045
0.0265 0.0244
0.0701 0.0659
0.1239 0.1185
0.1641 0.1600

M
4.5

0.0111
0.0500
0.1125
0.1687
0.1898

0.1708
0.1281
0.0824
0.0463
0.0232

0.0104
0.0043
0.0016
0.0006
0.0002

0.0001

M
55

0.0041
0.0225
0.0618
0.1133
0.1558

4.6

0.0101
0.0462
0.1003
0.1631
0.1875

0.1725
0.1323
0.0869
0.0500
0.0255

0.0118
0.0049
0.0019
0.0007
0.0002

0.0001

5.6

0.0037
0.0207
0.0580
0.1082
0.1515

4.7

0.0091
0.0427
0.1005
0.1574
0.1849

0.1738
0.1362
0.0914
0.0537
0.0280

0.0132
0.0056
0.0022
0.0008
0.0003

0.0001

5.7

0.0033
0.0191
0.0544
0.1033
0.1472

4.8 4.9 5.0

0.0082 0.0074 0.0067
0.0395 0.0365 0.0337
0.0948 0.0894 0.0842
0.1517 0.1460 0.1404
0.1820 0.1789 0.1755

0.1747 0.1753 0.1755
0.1398 0.1432 0.1462'
0.0959 0.1002 0.1044
0.0575 0.0614 0.0653
0.0307 0.0334 0.0363

0.0147 0.0164 0.0181
0.0064 0.0073 0.0082
0.0026 0.0030 0.0034
0.0009 0.0011 0.0013
0.0003 0.0004 0.0005

0.0001 0.0001 0.0002

5.8 5.9 6.0

0.0030 0.0027 0.0025
0.0176 0.0162 0.0149
0.0509 0.0477 0.0446
0.0985 0.0938 0.0892
0.1428 0.1383 0.1339

(sigue)
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© 00 N o Ul

10

12
13
14

15
16
17

0.1753
0.1490
0.1086
0.0692
0.0392

0.0200
0.0093
0.0039
0.0015
0.0006

0.0002
0.0001
0.0000

6.1

0.0022
0.0137
0.0417
0.0848
0.1294

0.1579
0.1605
0.1399
0.1066
0.0723
0.0441
0.0245
0.0124
0.0058
0.0025

0.1748 0.1740
0.1515 0.1537
0.1125 0.1163
0.0731 0.0771
0.0423 0.0454

0.0220 0.0241
0.0104 0.0116
0.0045 0.0051
0.0018 0.0021
0.0007 0.0008

0.0002 0.0003
0.0001 0.0001
0.0000 0.0000

6.2 6.3

0.0020 0.0018
0.0126 0.0116
0.0390 0.0364
0.0806 0.0765
0.1249 0.1205

0.1549 0.1519
0.1601 0.1595
0.1418 0.1435
0.1099 0.1130
0.0757 0.0791
0.0469 0.0498
0.0265 0.0285
0.0137 0.0150
0.0065 0.0073
0.0029 0.0033
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0.1728
0.1555
0.1200
0.0810
0.0486

0.0262
0.0129
0.0058
0.0024
0.0009

0.0003
0.0001
0.0000

6.4

0.0017
0.0106
0.0340
0.0726
0.1162

0.1487
0.1586
0.1450
0.1160
0.0825
0.0528
0.0307
0.0164
0.0081
0.0037

0.1714 0.1697
0.1571 0.1584
0.1234 0.1267
0.0849 0.0887
0.0519 0.0552

0.0285 0.0309
0.0143 0.0157
0.0065 0.0073
0.0028 0.0032
0.0011 0.0013

0.0004 0.0005
0.0001 0.0002
0.0000 0.0001

6.5 6.6

0.0015 0.0014
0.0098 0.0090
0.0318 0.0296
0.0688 0.0652
0.1118 0.1076

0.1454 0.1420
0.1575 0.1562
0.1462 0.1472
0.1188 0.1215
0.0858 0.0891
0.0558 0.0588
0.0330 0.0353
0.0179 0.0194
0.0089 0.0098
0.0041 0.0046

0.1678
0.1594
0.1298
0.0925
0.0586

0.0334
0.0173
0.0082
0.0036
0.0015

0.0006
0.0002
0.0001

6.7

0.0012
0.0082
0.0276
0.0617
0.1034

0.1385
0.1546
0.1480
0.1240
0.0923
0.0618
0.0377
0.0210
0.0108
0.0052

0.1656 0.1632
0.1601 0.1605
0.1326 0.1353
0.0962 0.0998
0.0620 0.0654

0.0359 0.0386
0.0190 0.0207
0.0092 0.0102
0.0041 0.0046
0.0017 0.0019

0.0007 0.0008
0.0002 0.0003
0.0001 0.0001

6.8 6.9

0.0011 0.0010
0.0076 0.0070
0.0258 0.0240
0.0584 0.0552
0.0992 0.0952

0.1349 0.1314
0.1529 0.1511
0.1486 0.1489
0.1263 0.1284
0.0954 0.0985
0.0649 0.0679
0.0401 0.0426
0.0227 0.0245
0.0119 0.0130
0.0058 0.0064

0.1606
0.1606
0.1377
0.1033
0.0688

0.0413
0.0225
0.0113
0.0052
0.0022

0.0009
0.0003
0.0001

7.0

0.0009
0.0064
0.0223
0.0521
0.0912

0.1277
0.1490
0.1490
0.1304
0.1014
0.0710
0.0452
0.0264
0.0142
0.0071

(sigue)



(viene dela pagina anterior)

15
16
17
18
19

A W N - O

© 00 N o Ul

1
12
13
14

15
16
17
18
19

20
21

0.0010 0.0012
0.0004 0.0005

0.0001

0.0002

0.0000 0.0001
0.0000 0.0000

71

0.0008
0.0059
0.0208
0.0492
0.0874

0.1241
0.1468
0.1489
0.1321
0.1042

0.0740
0.0478
0.0283
0.0154
0.0078

0.0037
0.0016
0.0007
0.0003
0.0001

0.0000
0.0000

7.2

0.0007
0.0054
0.0194
0.0464
0.0836

0.1204
0.1445
0.1486
0.1337
0.1070

0.0770
0.0504
0.0303
0.0168
0.0086

0.0041
0.0019
0.0008
0.0003
0.0001

0.0000
0.0000

0.CO14 0.0016
0.(1005 0.0006
0.0002 0.0002
0.0001 0.0001
0.0000 0.0000

7.3 7.4

0.0007 0.0006
0.0049 0.0045
0.0180 0.0167
0.0438 0.0413
0.0799 0.0764

0.1167 0.1130
0.1420 0.1394
0.1481 0.1474
0.1351 0.1363
0.1096 0.1121

0.0800 0.0829
0.0531 0.0558
0.0323 0.0344
0.0181 0.0196
0.0095 0.0104

0.0046 0.0051
0.0021 0.0024
0.0009 0.0010
0.0004 0.0004
0.0001 0.0002

0.0001 0.0001
0.0000 0,0000

0.0018
0.0007
0.0003
0.0001
0.0000

7.5

0.0006
0.0041
0.0156
0.0389
0.0729

0.1094
0.1367
0.1465
0.1373
0.1144

0.0858
0.0585
0.0366
0.0211
0.0113

0.0057
0.0026
0.0012
0.0005
0.0002

0.0001
0.0000

0.0020
0.0008
0.0003
0.0001
0.0000

7.6

0.0005
0.0038
0.0145
0.0366
0.0696

0.1057
0.1339
0.1454
0.1382
0.1167

0.0887
0.0613
0.0388
0.0227
0.0123

0.0062
0.0030
0.0013
0.0006
0.0002

0.0001
0.0000

0.0023 0.0026 0.0029 0.0033
0.0010 0.0011 0.0013 0.0014
0.0004 0.0004 0.0005 0.0006
0.0001 0.0002 0.0002 0.0002
0.0000 0.0001 0.0001 0.0001

7.7 7.8 7.9 8.0

0.0005 0.0004 0.0004 0.0003
0.0035 0.0032 0.0029 0.0027
0.0134 0.0125 0.0116 0.0107
0.0345 0.0324 0.0305 0.0286
0.0663 0.0632 0.0602 0.0573

0.1021 0.0986 0.0951 0.0916
0.1311 0.1282 0.1252 0.1221
0.1442 0.1428 0.1413 0.1396
0.1388 0.1392 0.1395 0.1396
0.1187 0.1207 0.1224 0.1241

0.0914 0.0941 0.0967 0.0993
0.0640 0.0667 0.0695 0.0722
0.0411 0.0434 0.0457 0.0481
0.0243 0.0260 0.0278 0.0296
0.0134 0.0145 0.0157 0.0169

0.0069 0.0075 0.0083 0.0090
0.0033 0.0037 0.0041 0.0045
0.0015 0.0017 0.0019 0.0021
0.0006 0.0007 0.0008 0.0009
0.0003 0.0003 0.0003 0.0004

0.0001 0.0001 0.0001 0.0002
0.0000 0.0000 0.0001 0.0001

(sigue)
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(viene de la pagina anterior)

A wWN - O

© oo N Ol

10 .

u
12
13
14

15
16
17
18
19
20
21
22

8.1 8.2 8.3 8.4

0.0003 0.0003 0.0002 0.0002
0.0025 0.0023 0.0021 0.0019
0.0100 0.0092 0.0086 0.0079
0.0269 0.0252 0.0237 0.0222
0.0544 0.0517 0.0491 0.0466

0.0882 0.0849 0.0816 0.0784
0.1191 0.1160 0.1128 0.1097
0.1378 0.1358 0.1338 0.1317
0.1395 0.1392 0.1388 0.1382
0.1256 0.1269 0.1280 0.1290

0.1017 0.1040 0.1063 0.1084
0.0749 0.0776 0.0802 0.0828
0.0505 0.0530 0.0555 0.0579
0.0315 0.0334 0.0354 0.0374
0.0182 0.0196 0.0210 0.0225

0.0098 0.0107 0.0116 0.0126
0.0050 0.0055 0.0060 0.0066
0.0024 0.0026 0.0029 0.0033
0.0011 0.0012 0.0014 0.0015
0.0005 0.0005 0.0006 0.0007
0.0002 0.0002 0.0002 0.0003
0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

382 / Apéndices

8.5

0.0002
0.0017
0.0074
0.0208
0.0443

0.0752
0.1066
0.1294
0.1375
0.1299

0.1104
0.0853
0.0604
0.0395
0.0240

0.0136
0.0072
0.0036
0.0017
0.0008
0.0003
0.0001
0.0001

8.6 8.7

0.0002 0.0002
0.0016 0.0014
0.0068 0.0063
0.0195 0.0183
0.0420 0.0398

0.0722 0.0692
0.1034 0.1003
0.1271 0.1247
0.1366 0.1356
0.1306 0.1311

0.1123 0.1140
0.0878 0.0902
0.0629 0.0654
0.0416 0.0438
0.0256 0.0272

0.0147 0.0158
0.0079 0.0086
0.0040 0.0044
0.0019 0.0021
0.0009 0.0010
0.0004 0.0004
0.0002 0.0002
0.0001 0.0001

8.8

0.0002
0.0013
0.0058
0.0171
0.0377

0.0663
0.0972
0.1222
0.1344
0.1315

0.1157
0.0925
0.0679
0.0459
0.0280

0.0169
0.0093
0.0048
0.0024
0.0011
0.0005
0.0002
0.0001

8.9 9.0

0.0001 0.0001
0.0012 0.0011
0.0054 0.0050
0.0160 0.0150
0.0357 0.0337

0.0635 0.0607
0.0941 0.0911
0.1197 0.1171
0.1332 0.1318
0.1317 0.1318

0.1172 0.1186
0.0948 0.0970
0.0703 0.0728
0.0481 0.0504
0.0306 0.0324

0.0182 0.0194
0.0101 0.0109
0.0053 0.0058
0.0026 0.0029
0.0012 0.0014
0.0005 0.0006
0.0002 0.0003
0.0001 0.0001

(sigue)



(Viene dela pagina anterior)

A w NN - O
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10

12
13
14

15
16
17
18
19

20
21
22
23
24

9.1

0.0001
0.0010
0.0046
0.0140
0.0319

0.0581
0.0881
0.1145
0.1302
0.1317

0.1198
0.0991
0.0752
0.0526
0.0342

0.0208
0.0118
0.0063
0.0032
0.0015

0.0007
0.0003
0.0001
0.0000
0.0000

9.2

0.0001
0.0009
0.0043
0.0131
0.0302

0.0555
0.0851
0.1118
0.1286
0.1315

0.1210
0.1012
0.0776
0.0549
0.0361

0.0221
0.0127
0.0069
0.0035
0.0017

0.0008
0.0003
0.0001
0.0001
0.0000

9.3 9.4

0.0001 0.0001
0.0009 0.0008
0.0040 0.0037
0.0123 0.0115
0.0285 0.0269

0.0530 0.0506
0.0822 0.0793
0.1091 0.1064
0.1269 0.1251
0.1311 0.130(

0.1219 0.1228
0.1031 0.1049
0.0799 0.0822
0.0572 0.0594
0.0380 0.0399

0.0235 0.0250
0.0137 0.0147
0.0075 0.0081
0.0039 0.0042
0.0019 0.0021

0.0009 0.0010
0.0004 0.0004
0.0002 0.0002
0.0001 0.0001
0.0000 0.0000

9.5

0.0001
0.0007
0.0034
0.0107
0.0254

0.0483
0.0764
0.1037
0.1232
0.1300

0.1235
0.1067
0.0844
0.0617
0.0419

0.0265
0.0157
0.0088
0.0046
0.0023

0.0011
0.0005
0.0002
0.0001
0.0000

9.6 9.7

0.0001 0.0001
0.0007 0.0006
0.0031 0.0029
0.0100 0.0093
0.0240 0.0226

0.0460 0.0439
0.0736 0.0709
0.1010 0.0982
0.1212 0.1191

9.8

0.0001
0.0005
0.0027

9.9

0.0001
0.0005
0.0025

0.0087 0.0081

0.0213

0.0418
0.0682
0.0955
0.1170

0.0201

0.0398
0.0656
0.0928
0.1148

0.1293 0.1284 0.1274 0.1263

1.1241 0.1245
0.1083 0.1098
0.0866 0.0888
0.0640 0.6062
0.0439 0.0459

0.0281 0.0297
0.0168 0.0180
0.0095 0.0103
0.0051 0.0055
0.0026 0.0034

0.0012 0.0014
0.0006 0.0006
0.0002 0.0003
0.0001 0.0001
0.0000 0.0000

0.1249
0.1112
0.0908
0.0685
0.0479

0.0313
0.0192
0.0111
0.0060
0.0037

0.0015
0.0007
0.0003
0.0001
0.0001

0.1250
0.1125
0.0928
0.0707
0.0500

0.0330
0.0204
0.0119
0.0065
0.0028

0.0017
0.0008
0.0004
0.0002
0.0001

10

0.0000
0.0005
0.0023
0.0076
0.0189

0.0378
0.0631
0.0901
0.1126
0.1251

0.1251
0.1137
0.0948
0.0729
0.0521

0.0347
0.0217
0.0128
0.0071
0.0031

0.0019
0.0009
0.0004
0.0002
0.0001

(sigue)
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(Viene de la pagina anterior)

o

A w N -

© oo ~N oL

10

12
13
14

15
16
17
18
19

20
21
22
23
24

n

12

13

14 15

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0002
0.0010
0.0037
0.0102

0.0224
0.0411
0.0646
0.0888
0.1085

0.1194
0.1194
0.1094

0.0001

0.0000

0.0000 0.0000

0.0004 0.0002 0.0001 0.0000

0.0018
0.0053

0.0008
0.0027

0.0004 0.0002
0.0013 0.0006

0.0127 0.0070 0.0037 0.0019

0.0255
0.0437
0.0655
0.0874

0.1048
0.1144
0.1144

0.0152
0.0281
0.0457
0.0661

0.0859
0.1015
0.1099

0.0926 0.1056 0.1099

0.0728

0.0905

0.1021

0.0534 0.0724 0.0885

0.0367
0.0237
0.0145
0.0084

0.0046
0.0024
0.0012
0.0006
0.0003

0.0543
0.0383
0.0256
0.0161

0.0097
0.0055
0.0030
0.0016
0.0008

384 / Apéndices

0.0719
0.0550
0.0397
0.0272

0.0177
0.0109
0.0065
0.0037
0.0020

0.0087 0.0048
0.0174 0.0104
0.0304 0.0194
0.0473 0.0324

0.0663 0.0486
0.0844 0.0633
0.0984 0.0820
0.1060 0.0956
0.1060 0.1024

0.0989 0.1024
0.0866 0.0960
0.0713 0.0847
0.0554 0.0706
0.0409 0.0557

0.0286 0.0418
0.0191 0.0299
0.0121 0.0204
0.0074 0.0133
0.0043 0.0083

16

0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0003

0.0010
0.0026
0.0060
0.0120
0.0213

0.0341
0.0496
0.0661
0.0814
0.0930

0.0992
0.0992
0.0934
0.0830
0.0699

0.0559
0.0426
0.0310
0.0216
0.0144

17 18

0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0001 0.0001

0.0005 0.0002
0.0014 0.0007
0.0034 0.0018
0.0072 0.0042
0.0135 0.0083

0.0230 0.0150
0.0355 0.0245
0.0504 0.0368
0.0658 0.0509
0.0800 0.0655

0.0906 0.0786
0.0963 0.0884
0.0963 0.0936
0.0909 0.0936
0.0814 0.0887

0.0692 0.0798
0.0560 0.0684
0.0433 0.0560
0.0320 0.0438
0.0226 0.0328

19

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0001
0.0004
0.0010
0.0024
0.0050

0.0095
0.0164
0.0259
0.0378
0.0514

0.0650
0.0772
0.0863
0.0911
0.0911

0.0866
0.0783
0.0676
0.0559
0.0442

20

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0001
0.0002
0.0005
0.0013
0.0029

0.0058
0.0106
0.0176
0.0271
0.0387

0.0516
0.0646
0.0760
0.0844
0.0888

0.0888
0.0846
0.0769
0.0669
0.0557

(sigue)



(viene dela pagina anterior)

25
26
27
28
29

30
31
32
33
34

35
36
37
38
39

0.0001 0.0004 0.0010
0.0000 0.0002 0.0005
0.0000 0.0001 0.0002
0.0000 0.0000 0.0001
0.0000 0.0000 0.0001

0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000

0.0024 0.0050 0.0092 0.0154 0.0237 0.0336 0.0446
0.0013 0.0029 0.0057 0.0101 0.0164 0.0246 0.0343
0.0007 0.0016 0.0034 0.0063 0.0109 0.0173 0.0254
0.0003 0.0009 0.0019 0.0038 0.0070 0.0117 0.0181
0.0002 0.0004 0.0011 0.0023 0.0044 0.0077 0.0125

0.0001 0.0002 0.0006 0.0013 0.0026 0.0049 0.0083
0.0000 0.0001 0.0003 0.0007 0.0015 0.0030 0.0054
0.0000 0.0001 0.0001 0.0004 0.0009 0.0018 0.0034
0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0005 0.0010 0.0020
0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0006 0.0012

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0007
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0004
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001
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Apéndice B: Areas bajo la curva normal estandarizada

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0
11
1.2
13
1.4

15
1.6
1.7
1.8
1.9

0.00

0.0000
0.0398
0.0793
0.1179
0.1554

0.1915
0.2257
0.2580
0.2881
0.3159

0.3413
0.3643
0.3849
0.4032
0.4192

0.4332
0.4452
0.4554
0.4641
0.4713

0.01 0.02

0.03 0.04

0.05

Ejemplo:
Si z=1.96, entonces

p(0<z <1.%) = 0.4750

0.06 0.07 0.08

0.0040 0.00800.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319
0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714
0.0832 0.08710.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103
0.1217 0.12550.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480
0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.17720.1808 0.1844

0.1950 0.1985
0.2291 0.2324
0.2611 0.2642
0.2910 0.2939
0.3186 0.3212

0.3438 0.3461
0.3665 0.3686
0.3869 0.3888
0.4049 0.4066
0.4207 0.4222

0.4345 0.4357
0.4463 0.4474
0.4564 0.4573
0.4649 0.4656
0.4719 0.4726

386 / Apéndices

0.2019 0.2054
0.2357 0.2389
0.2673 0.2704
0.2967 0.2995
0.3238 0.3264

0.3485 0.3508
0.3708 0.3729
0.3907 0.3925
0.4082 0.4099
0.4236 0.4251

0.4370 0.4382
0.4484 0.4495
0.4582 0.4591
0.4664 0.4671
0.4732 0.4738

0.2088
0.2422
0.2734
0.3023
0.3289

0.3531
0.3749
0.3944
0.4115
0.4265

0.4394
0.4505
0.4599
0.4678
0.4744

0.21230.2157 0.2190
0.2454 0.2486 0.2517
0.2764 0.2794 0.2823
0.3051 0.3078 0.3106
0.3315 0.3340 0.3365

0.3554 0.3577 0.3599
0.37700.3790 0.3810
0.3962 0.3980 0.3997
0.41310.4147 0.4162
0.4279 0.4292 0.4306

0.4406 0.4418 0.4429
0.4515 0.4525 0.4535
0.4608 0,4616 0.4625
0.4686 0.4693 0.4699
0.4750 0.4756 0.4761

0.09

0.0359
0.0753
0.1141
0.1517
0.1879

0.2224
0.2549
0.2852
0.3133
0.3389

0.3621
0.3830
0.4015
0.4177
0.4319

0.4441
0.4545
0.4633
0.4706
0.4767

(sigue)



(vViene de la pégina anterior)

2.0
21
2.2
2.3
2.4

25
2.6
2.7
128
2.9

3.0

0.4772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817
0.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
0.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.49130.4916
0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936

0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952
0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.49730.4974
0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986

0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990
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Apéndice C: La distribucion t de Student

(Valores criticos de t)

Ejemplo: Si el area de la cola derecha es 0.05 y los grados

de libertad son 10, entonces t = 1.81

libertad

g s WN -

©O© 00 N o

1
12
13
14
15

388 / Apéndices

0.25

1.00
0.82
0.76
0.74
0.73

0.72
0.71
0.71
0.70
0.70

0.70
0.70
0.69
0.69
0.69

Area de la cola derecha

0.1

3.08
1.89
1.64
1.53
1.48

1.44
141
1.40
1.38
1.37

1.36
1.36
1.35
1.35
1.34

0.05

6.31
2.92
2.35
2.13
2.02

1.94
1.89
1.86
1.83
181

1.80
1.78
1.77,
1.76
1.75

0.025

12.71
4.30
3.18
2.78
2.57

2.45
2.36
2.31
2.26
2.23

2.20
2.18
2.16
2.14
2.13

0.01

31.82
6.96
4.54
3.75
3.36

3.14
3.00
2.90
2.82
2.76

2.72
2.68
2.65
2.62
2.60

0.005

63.66
9.92
5.84
4.60
4.03

3.71
3.50
3.36
3.25
3.17

3.11
3.05
3.01
2.98
2.95

(sigue)
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16 069 134 175 212 258 292
17 069 133 174 211 257 290
18 069 133 173 210 255 288
19 069 133 173 209 254 286
20 069 133 172 209 253 285
21 069 132 172 208 252 283
22 069 132 172 207 251 282
23 069 132 171 207 250 281
24 068 132 171 206 249 280
25 068 132 171 206 249 279.
26 068 131 171 206 248 278
27 068 131 170 205 247 277
28 068 131 170 205 247 276
29 068 131 170 205 246 276
30 068 131 170 204 246 275
- 40 068 130 168 202 242 270
60 068 130 _167 200 239 266
® 067 128 164 196 233 258
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Apéndice D: Tabla de numeros aleatorios

63271
88547
55957
46276
55363

69393
13186
17726
36520
81628

84649
63291
70502
06426
20711

41990
72452
37042
53766
90585

32001
62606
10078
91561
13091

59986
09896
57243
87453
07449

92785
29431
28652
64465
36100

48968
11618
53225
24771
55609

70538
36618
40318
52875
58955

96293
64324
28073
46145
98112

71744
95436
83865
44790
34835

49902
88190
56836
05550
39254

75215
12613
03655
59935
29430

77191
76298
57099
15987
53122

37203
46354
85389
24177
53959
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51102
79115
09911
67122
15290

58447
04588
78351
30157
56835

75498
75055
05915
49801
70165

25860
26678
10528
46962
16025

64516
72157
50324
15294
79607

15141
08303
19761
45573
76616

42048
38733
47327
82242
37636

49539
43915
37140
11082
45406

55204
89334
09925
67342
84299

51530
67248
14500
10061
52244

80714
01041
66535
84358
67191

30378
81290
18518
29520
02421

74240
26488
57051
66762
78484

73417
33938
89773
77592
53310

37069
20135
15562
98124
63303

58683
20030
40102
21625
12777

87618
89541
92222
69753
98063

03466
41116
48393
94477
31639

83920
95567
41335
57651
67380

40261
49804
64105
75732
10413

93108
63754
26646
16999
21861

26933
70290
55201
72602
89641

49292
64531
91322
02494
52009

69468
29380
96244
95508
84249

61374
09266
06125
00815
63839

13554
08459
60147
13385
68689

40640
40113
27340
23756
64953

36401
56827
25653
88215
18873

74972
75906
29002
80033
25348

05815
64419
71353
83452
74762

79945
28364
15702
22782
03263

16281
08243
10493
54935
99337

45525
30825
06543
27191
96927

38712
91807
46453
69828
04332

06714
29457
77669
97355
50289

(sigue)



(viene de la pagina anterior)

73864
66668
84745
48068
54310

14877
78295
67524
58268
97158

04230
94879
71446
32886
62048

83014
25467
41042
26805
96175

33095
23179
02865
57219
28672

16831
56606
15232
05644
33711

72457
48894
29493
94595
97594

10924
02771
39593
68124
50685

69085
30401
66715
79316
25290

22682
51043
01836
47907
88616

58013
43464
54278
73455
01181

30802
02602
26385
09819
21526

03033
02365
09044
13357
42035

61439
59061
04237
83236
24262

65559
57658
91518
00813
02223

61714
91726
51926
38412
38093

21882
71411
92441
08710
19427

09205
70091
70566
88407
75947

88173
09365
43630
33318
36745

42059
05697
26002
04284
52106

71829
54986
02888
17461
66466

90835
63167
63470
26098
56702

24177
67194
63835
55005
34308

06489
41394
79941
73925
06232

00634
95264
76508
82782
40644

58739
30495
38032
84171
73685

85650
60437
39684
53037
10913

85169
45643
14194
42851
83514

60170
21157
94770
42596
74246

38707
03195
54315
91904
75336
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