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Prologo

Optimizacion dinamica y Teoria econdmica es un Apuntes de Estudio que ha sido
desarrollado sobre la base de nuestra experiencia en el dictado del curso Métodos
de Optimizacion Econdmica de la Facultad de Economia de la Universidad del
Pacitico. Dicho curso tiene como finalidad introducir a los alumnos de pregrado en
las técnicas matemdticas de optimizacion aplicadas al andlisis econdmico y cubre
los tdpicos de programacién matematica, optimizacion dindmica y teorfa de jucgos.
De estos tres temas, el segundo ha presentado una mayor dificultad en el curso. El
problema radica en que no existe en el mercado bibliografico peruano un texto
universitario escrito en espanol que abarque dicho tema. En algunas bibliotecas
universitarias es posible encontrar muy buenos libros de optimizacion dindmica,
tanto en el nivel de pregrado como de posgrado, pero en la mayoria de los casos las
ediciones se encuentran publicadas en inglés. Este hecho condujo a que buena
parte de nuestros alumnos tuvieran limitaciones cuando deseaban profundizar un
tema especifico del curso. Este problema fue el principal factor que motivo la
publicacion de esta suerte de manual de optimizacion. Hemos incluido en el texto
las tres técnicas mds relevantes de optimizacion intertemporal: cdlculo de
variaciones, control 6ptimo y programacién dinamica. En el desarrollo de estos
temas hemos enfatizado fos resultados de las aplicaciones econdmicas, sin
descuidar el desarrollo formal de los problemas.

El presente texto no solo pretende ser un documento de referencia para el curso de
la Universidad del Pacifico, sino que constituye también un aporte tanto para los
estudiantes de economia de todas las universidades del pafs, a quienes no les es
posible acceder a bibliogratia en idiomas extranjeros, como para los profesionales
vinculados al mundo académico que deseen actualizar sus conocimicntos en el
instrumental matemdtico de la optimizacion dindmica. Asimismo, pensamos que
serd una herramienta importante de preparacién para aquellos estudiantes que
desean seguir estudios de posgrado en economia. Sin embargo, para que sca
posible fa compresion del presente texto, es necesario contar con nociones previas
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en programacion matematica, ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias.
Sobre la base de estos temas, se facilita en gran medida la comprension de la teoria
y las aplicaciones econdmicas de las técnicas de optimizacion intertemporal.

Es importante considerar que el Apuntes de Estudio ha sido elaborado pensando
fundamentalmente en un lector promedio, que se encuentra cursando el pregrado
de la carrera de economia. En este sentido, en la medida de lo posible, se ha
evitado tratar los temas més complejos de las técnicas de optimizacion dindmica.
Es el caso de la mayoria de los ejemplos, en donde solamente hemos considerado
dos variables dindmicas, cuando en general se podrian incluir “n” variables.
Asimismo, no se han incluido aspectos tedricos que permiten resolver los
problemas de optimizacion para casos mas complicados. Por otra parte, una
limitacion del documento es que no se ha incluido, como parte de la teoria, la
resolucion de problemas mediante métodos computacionales, que constituye la
forma mas eficiente de enfrentar un problema de optimizacion intertemporal. No
obstante, en futuras ediciones podrian cubrirse todos estos aspectos.

En esta primera edicion corregida presentamos algunas modificaciones, las que
fueron gentilmente sugeridas por los alumnos de la Facultad de Economia de la
Universidad del Pacifico y del curso de Extension Universitaria del Banco Central
de Reserva. Agradecemos, en esta presentacion, la eficiente labor de Claudia
Delgado y Eduardo Mantilla en la incorporacion de dichos cambios.

Finalmente, quisiéramos agradecer por la publicacion del presente documento a la
Universidad del Pacifico, por su apoyo a la difusion de los métodos cuantitativos
aplicados a la economia; en particular, a Jorge Fernandez-Baca, por el especial
interés mostrado en el desarrollo de este proyecto, y a Eduardo Morén, por sus
valiosos comentarios sobre el tratamiento general del tema. Cualquier error u
omision queda enteramente bajo nuestra responsabilidad.

Los Autores



Introduccion a la
optimizacion dinamica

Conforme ha ido evolucionando la teoria econdmica, las técnicas de optimiza-
cién matemdtica cada vez han cobrado una mayor relevancia. Estas han permi-
tido que la ciencia econémica formule y explique diversos problemas de una
manera mds rigurosa y precisa. En general, diversas variables econémicas como
el precio de un producto, los beneficios de una empresa o la produccién de un
pais pueden ser explicadas de una forma simple a través de un problema de op-
timizacion, en el cual se encuentra presente una funcion objetivo, que represen-
ta de una u otra forma el bienestar del agente optimizador y un conjunto de res-
tricciones, que constituyen las limitaciones a las cuales se encuentra sujeto el
individuo.

Gran parte de los problemas econémicos pueden modelarse mediante técnicas
de optimizacién estdtica. El cldsico problema de maximizacién de la utilidad
del consumidor es un ejemplo de ello. En este caso, se plantea una situacién
en la cual un individuo desea maximizar su utilidad sujeto a una restriccién de
ingresos. A partir de este problema es posible obtener la funcién de demanda
por algin bien que sea de interés para el consumidor, pero s6lo para un pe-
riodo de tiempo. En dicho caso, la variable temporal no es relevante.

Sin embargo, este enfoque del problema de eleccién del consumidor presenta
limitaciones. En general, cuando un agente toma una decisién, considera las
consecuencias sobre su bienestar futuro. Podemos pensar en las decisiones de
ahorro de las personas, en las decisiones de inversién de las empresas o en las
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decisiones de endeudamiento de un gobierno. En todos estos casos, el agente
optimizador toma en cuenta el efecto futuro de sus decisiones presentes.

Para introducirnos en la formulacién del problema de optimizacién dindmica,
desarrollaremos un problema simple de eleccién del consumo a lo largo del
tiempo. Supondremos que existen sélo dos periodos: el presente, o periodo 1,
y el futuro, o periodo 2, y hay un solo bien de consumo (C) en la economia
que tiene un precio igual a 1. También asumiremos que existe un consumidor
con una cantidad de dinero equivalente a “I" unidades monetarias (u.m.) en el
presente, pero decide no trabajar en el futuro, por lo cual no recibird ingresos
en dicho periodo.

Ademds, este individuo vive dos periodos y valora tanto el consumo presente
(C1) como el consumo futuro (C,). Sin embargo, el consumidor presenta cier-
to grado de impaciencia, y tiene una mayor utilidad si consume en el presente
que si consume en el futuro. Una funcién de utilidad que refleje estas prefe-
rencias es la siguiente:

UGG =fQ) +BfO) O<B<d  f(O>0 f1O<OVi=12 (1)

Esta funcién puede interpretarse como una suma ponderada de las utilidades
asociadas a cada perfodo. Mientras que la utilidad proveniente del primer pe-
riodo tiene una ponderacion igual a 1, la utilidad del segundo periodo tiene
una ponderacién igual a B. Al ser este coeficiente una fraccién entre cero y
uno, el consumidor le asigna un menor valor a la utilidad proveniente del fu-
turo. Dicho factor de ponderacién se denomina factor de descuento, y refleja
el grado de impaciencia intertemporal del individuo. Si el factor tomara el va-
lor de cero, nos encontrariamos en un caso extremo en el cual el consumidor
es totalmente impaciente, y sélo valora el consumo presente’. En cambio, si el
factor tomara un valor igual a uno, tendriamos otro caso extremo, en el cual el
consumidor le daria el mismo grado de importancia al consumo presente y al
consumo futuro.

Una propiedad, en particular, de esta funcién de utilidad es que es aditiva
con respecto al tiempo. Ello implica que la funcion puede expresarse como la

I. El consumo puede interpretarse como la cantidad de dinero destinada a bienes de consumo.
2. A las decisiones que se toman considerando exclusivamente ¢l bienestar presente se les
denominan decisiones miopes. En general, los problemas de optimizacién dindmica no conside-
ran agentes o consumidores “miopes”.
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suma de las utilidades asociadas a cada periodo del tiempo (f(Cy) Vi = 1, 2).
Esta especificacion de fa funcion de utilidad simplifica en gran medida la re-
solucion de los problemas de optimizacion intertemporal.

La restriccidn presupuestaria que enfrenta este consumidor abarca los dos pe-
rfodos. Al igual que la restriccion presupuestaria formulada en la teoria del
consumidor, Ia restriccion mtertemporal limita la decision del agente a que no
consuma mds de lo que puede adquirir con sus recursos. Sin embargo. debido
a la existencia de la variable temporal, el ingreso y el consumo en cada perio-
do no son comparabies directamente en la restricc1on presupuestaria. Esto se
debe al valor que posee el dinero en el tiempo.

Ello puede apreciarse al comparar [ u.m. recibida en el presente con respecto
I u.m. recibida en el futuro. St a una persona le otorgaran 1 u.m. en el presen-
te podria acudir a una entidad financiera, depositar dicha cantidad en una
cuenta de ahorros a una tasa positiva de 1" por ciento por periodo, y en el
futuro obtendria (1 + r) um. Al ser (1 + r) mayor que | en el periodo futuro,
resulta mds conveniente recibir ¢l dinero en el presente. De esta manera, para
comparar flujos de dinero es necesario primero descontarlos por la tasa de
interés. En este sentido, (1 + r) u.m. en ¢l futuro resultaria equivalente a 1
u.m. en el presente; de igual forma, 1 u.m. en el futuro tendria el mismo valor
que 1/(1 +r) en el presente’.

En finanzas, a esta comparacion entre flujos de dinero provenientes del futuro con
respecto al tiempo presente se le denomina valor presente. Para este caso en par-
ticular, I u.m. constituiria el valor presente de 1 + r”” u.m. del futuro. En general,
dada una cantidad de dinero “A” en el futuro, su valor presente estaria dado por
“A/(1 + 1) um., que representa el valor del dinero futuro en el periodo actual.

La restriccion presupuestaria a la que estd sujeta este consumidor establece
que el consumo en el primer periodo més el valor presente del consumo en el
segundo periodo, debe ser equivalente a los ingresos en el primer periodo*:

3. Unindividuo podria depositar 1/(1 + 1) u.m. en una entidad financiera, y obtener | u.m.
en el futuro.

4. La restriccion presupuestaria estd planteada de esa forma porque se asume el siguiente
proceso de cleccion. El consumidor en ¢l periodo 1 cuenta con 1 um., y decide el consumo en
dicho periodo (Cy). E@ ingreso remanente (1 - Cy) es depositado =i una entidad financiera a una
tasa de 't por ciento. En ¢l siguiente perfodo destina todos sus 1ezresos ([1 + r][1 - Ci]) al con-
sumo futuro(C2). De esta forma se cumple la igualdad [1 + rj{l - C1} = C2, que no es otra cosa
que la restriceion presupuestaria (2).
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C,
Cy+—=1 2)
l+r

Con dicha restriccion se evita que el consumo a lo largo de los dos perfodos ex-
ceda a sus ingresos. Una vez definida la funcién objetivo y la restriccion inter-
temporal. el problema de optimizacidn que enfrenta el individuo es el siguiente:

Maximizar U(C,,C,) (3)

sujeto a  C +&=1
I+r

La solucidn al problema se presenta en el Grafico No. 1.1. La decisién ¢ptima
del individuo consistiria en destinar sus recursos tanto al consumo presente
(C1) como al consumo futuro (Cz*)4 Este ejemplo constituye una formulacién
sumamente sencilla de un problema de optimizacidn dindmica. El objetivo del
problema consiste en determinar la decision Gptima del agente en cada perio-
do del tiempo, tomando en cuenta que el individuo le asigna importancia, a
través de la funcidn de utilidad, a sus decisiones futuras.

El problema de eleccion intertemporal del consumo puede extenderse a un horizonte
de tiempo mayor. El consumidor podria tener utilidad por el consumo en los siguien-
tes *'I” periodos. De esta forma, la funcion de utilidad del consumidor seria la si-
guiente:

U=fC)+BICH+BCH+..+Bf(Cr) (4

o expresada en una sumatoria:

,
U= ) (5)
1=1
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Grafico No. 1.1

U(C1.Cy)

v

C I C

En esta funcién de utilidad, el factor de descuento posibilita que conforme el
consumo sea de un periodo mds lejano con respecto al presente, el individuo
le asignard una menor importancia®. Por otra parte, la restriccién intertempo-
ral para “T" periodos serfa similar a la restriccién (2). Esta establece que la
suma del consumo en cada periodo, expresado en valor presente, debe ser
equivalente al ingreso:

BiaLIUTECA

5. En el limite, cuando 2l periodo tienda a infinito, ¢l factor de descuento tenderd a cero
1 . . . . . . .
(Lim fi"=0). Ello implica que el consumidor le asignard muy poca importancia al consumo
proveniente de periodos muy alejados con respecto al presente.
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o en términos de una sumatoria:

1+ ryt

Finalmente. el problema de optimizacién dindmica para un horizonte de tiem-
po “T” serfa el siguiente:

.
Maximizar U = ZﬂH )

t=|

¢)
;

C
sujeto  a 2—-—’—:[

~a+ ry!

Hasta el momento, la unica variable dindmica del problema (8) es el consu-
mo. Sin embargo, el ingreso también puede convertirse en una variable que
dependa del tiempo. Para ello, en vez de emplear como restriccion el ingreso
total, puede utilizarse el ingreso disponible del individuo. Esta variable con-
siste en la cantidad de dinero remanente con la que cuenta el agente, en un
periodo cualquiera, para gastos de consumo®. La evolucién del ingreso dispo-
nible estarfa dada por la siguiente ecuacion en diferencias:

Vea] =8 Cp) =+ ) (y =) )

Donde “y.” representa el ingreso disponible y “r”” la tasa de interés. A la ecua-
cién (9) se le denomina ecuacién de movimiento, ya que determina el com-
portamiento del ingreso disponible en el tiempo. La I6gica de la ecuacion de
movimiento es la siguiente. En un periodo determinado, el individuo posee
una cantidad de ingresos y,, y decide consumir por un monto equivalente a C.
El dinero remanente (y,- C,) lo destina a una entidad financiera que otorga un
rendimiento igual a “r”. En el siguiente periodo, el ingreso con el que con-
tarfa serfa igual a (1 + r)(y:- Cy). En dicho periodo, nuevamente este agente
decidira su nivel de consumo y asi se determinard el ingreso disponible pa-
ra el siguiente perfodo. Este proceso se desarrolla sucesivamente hasta el
periodo “T".

6. Si nos imaginamos que el ingreso total de un individuo estd en una cuenta de aho-
rros, el ingreso disponible estaria dado por el saldo de dicha cuenta.
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En realidad, la ecuacién de movimiento no es otra cosa que la especificacion
dindmica de la restriccién {6). Para comprender mejor la relacién existente
entre la restriccion intertemporal y fa ecuacién de movimiento, desarrollare-
mos paso por paso la ecuacidn (9). Asumiendo un ingreso disponible inicial
equivalente a “T” u.m., el ingreso disponible tomaria los siguientes valores:

w=I (10)
¥ =N -G) =10+ -G +r)

¥ =(1+0[(0+NT ~ Q) —Cl= {1+ - Cl+#? -G+
Yy =+ A+ 0T Q) - CI-Cl =i+ QU+ P -G+ -G+

T
Yrug =TT = S

=1

Si suponemos que el individuo destina todos sus recursos para gastos de
consumo hasta el perfodo “T”, en el periodo “T+1”, el ingreso disponible
serfa igual a cero (yr.. = 0)’. Simplificando esta condicién obtendriamos
la restriccidn presupuestaria (6):

.
Ve =10+ 07 v;a(lw)""‘"‘ =0 (an
o 7 o
H+n" =Y ¢+
=1

;
1= Ciit4n'
i=l

La restriccién (6) llega a ser equivalente a la (9} debido a que el ingreso dis-
ponible en un perfodo refleja el conjunto de decisiones tomadas previamente.
De esta forma, en el perfodo “T+1", la variable incorpora todas las decisiones
de consumo previas.

7. Encl problema de optimizaciéu dindmica se asume que el individuo sélo tiene la pasibi-
lidad de elegir su consumo hasta ¢l perfodo “T7. Ello es equivalente a suponer que el consumi-
dor sélo vive “T” periodos, y en el perjodo “T + 1* fallece. La condicién yr.1 = 0 podria inter-
pretarse como una situacion en la cual ¢l individuo no deja herencias.
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Cabe destacar que en la ecuacién de movimiento (9) se relacionan dos tipos
de variables: la variable de control y la variable de estado. La variable de
control es aquella que debe elegir un agente con el fin de optimizar la funcién
objetivo, mientras que la variable de estado no es directamente controlable
por el agente, y refleja el resultado del problema. Para el ejemplo detallado
anteriormente, el consumo serfa la variable de control y el ingreso disponible
la variable de estado.

El problema bdsico de optimizacién dindmica (8) podria tener algunas modi-
ficaciones adicionales. Por ejemplo, si tenemos una situacién en fa cual el ho-
rizonte de tiempo es muy largo, podemos especificar la funcién de utilidad
con un horizonte infinito:

U =iﬂ"'f((y) (12)
1=1

También podria modificarse la naturaleza del tiempo. En vez de definirse una
funcion de utilidad en tiempo discreto tal como (5), se podria establecer en
tiempo continuo. Es decir, el horizonte de tiempo en el cual se desarrolla el
proceso de optimizacion ya no estaria compuesto por un conjunto de periodos
(t=1,2,.,T), tal como se establece en el problema (8), sino que estaria de-
terminado por un intervalo de tiempo (t € [0, T]). Cuando el tiempo es conti-
nuo, una sumatoria de variables puede expresarse mediante una integral®. De
esta forma, la funcién objetivo en tiempo continuo seria:

T
U =J'e“"f<C(r)) dt (13)
0

En este caso, el factor de descuento estaria dado por el término e™ y, al igual
que en el caso de tiempo discreto, este factor tiene la finalidad de asignarle
una menor ponderacién o una menor valoracion a las utilidades provenientes
de periodos mds alejados con respecto al presente’. Es importante tener en
cuenta que el consumo ya no constituirfa una variable discreta, sino continua.
Adicionalmente, asi como la ecuacién de movimiento se expresa a través de

&

$
8. Mediante la integral de Riemann, una sumatoria en tiempo discreto aproxima el resulta-
do de una integral en ticmpo continuo.
9. Verel Ancxo al final del capitulo.
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una ecuacion en diferencias en tiempo discreto, en tiempo continuo dicha
ecuacion estarfa dada por una ecuacion diferencial:

dy -,

vVi=g(y,C)
dr 8 (1)

Dado que en la funcion de utilidad (5) existen tantas decisiones de consumo
como periodos en el tiempo, es que no puede obtenerse una solucion grifica
al igual que en el problema (3). Para ello tendriamos que graficar un espacio
de T dimensiones, lo cual serfa imposible. En vez de ello, la solucion grifi-
ca a la optimizacién de la funcion de utilidad (5) -o alternativamente (13)-
toma la forma de sendas o trayectorias. La idea basica se refleja en el Grifi-
co No. 1.2. De un conjunto amplio de trayectorias de consumo existentes (S,
Sa. S1). el objetivo es seleccionar la “mejor” de todas. La “mejor” senda esta
definida como aquella que optimiza la funcion objetivo.

Grafico No. 1.2

C)

»
>

0 T tiempo




22 Apuntes dc Estudio

Cuando se considera a la soluciéon como una senda, a la funcién de utilidad se
le denomina funcional ebjetivo. Este concepto hace referencia a aquella fun-
cion (en este caso, la funcidn de utilidad) que depende de otra funcién (como,
por ejemplo, el consumo)'. Dicho concepto es similar al de funcién objetivo
empleado en los problemas de optimizacién estdtica. Por otro lado, a la fun-
cidn instantinea de utilidad se le denomina funcion intermedia.

Existen diversas metodologias para determinar la senda éptima. En los si-
guientes capitulos se desarrollardn tres técnicas para resolver problemas de
optimizacién dindmica: cdlculo de variaciones, control éptimo y programa-
cién dindmica. Para los dos primeros casos se formulard el problema en
tiempo continuo, y para el tercero en tiempo discreto. A continuacién se
explicard brevemente las principales caracteristicas de cada una de las
técnicas.

Cilculo de variaciones

El cilculo de variaciones data del siglo XVII. Uno de los trabajos pioneros en
este campo fue el de John Bernoulli, realizado en 1696", quien resolvié el
problema de la braquistécrona. Dicho problema consiste en determinar la
trayectoria mds rdpida de un pequefio objeto entre dos puntos, bajo la in-
fluencia de la gravedad. El cdlculo de variaciones aplicado al andlisis econd-
mico recién se inicia a partir de la década de los veinte con los trabajos de
Evans", Ramsey"” y Hotelling" **. El problema de cilculo de variaciones, en
términos generales, puede ser planteado de la siguiente forma:

b
10. Una definicién mds precisa de funcional es la siguiente: el funcional VIy(]= [fywndt s
da

una regla de correspondencia que asigna a cada funcién y(f) un tnico valor real V[)'(I)]‘

I'1. Para mayor detalle, ver Kline, M., Mathematics: A Cultural Approach, Mass.: Addison-
Wesley. 1962.

12, Evans, G.C., "The Dynamics of Monopoly”, en American Mathematical Monthly, febre-
ro 1924, pp. 77-83.

13. Ramsey, Frank P., "A Mathematical Theory of Savings", en Economic Journal, Oxford:
Blackwecll Publishers, diciecmbre 1928, pp. 543-559.

14. Hotelling, Harold, "The Economics of Exhaustible Resources", en Journal of Political
Economy, Chicago: The University of Chicago Press, abril 1931, pp. 137-175.

15. Una explicacion detallada de estos trabajos pucde encontrarse en Chiang, Alpha, £le-
ments of Dynamic Optimization, 3a. edicién, Nueva York: MacGraw Hill, 1992,
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-
Maximizar Vivi= J.f(n (1) (1))t (15)
0
sujeto a ¥(0) =¥ (vq dado)
Iy =yy (vy, 1 dado)

En este caso s6lo se ha tomado en cuenta una variable (y), y para que el pro-
blema tenga solucion se asume que la funcién intermedia f(¢) es integrable
con respecto al tiempo, y que “y” es continua y diferenciable. Una aplicacion
cldsica dei calculo de variaciones a la teorfa econdmica la constituye el mode-
lo de Evans'®. que describe el comportamiento de una firma monopolfstica.
En dicho modelo se asume que un monopolio posee una funcidn de costos
cuadratica, y ia demanda depende finealmente del precio (P(1)) y la tasa de
variacion del precio (P(1)) de esta forma:

CQ) =0 +pO+y (a.B.y>0) (16)
Q=P)+pP (1)+n (Zop.n>0)

A partir de las funciones de demanda y costo se determina la funcion de bene-
ficios, mediante la diferencia entre los ingresos y los costos:

= P(OQ(P(1), P'(1)) = C(Q(P(1), P'(1)) = t(P(1), P'(1)) (17)

El objetivo del monopolista es determinar la evolucion del precio que maxi-
mice los beneficios totales a lo largo del periodo de produccion (t e [0, T1).
Los beneficios totales estin determinados por la suma de los beneficios en
cada instante del tiempo. Como ¢l tiempo es continuo, dicha suma se expresa
a través de una integral. De esta torma, el problema de optimizacion serfa:

.
Maximizar I Pr}= fﬂ(P,l")d( (18)
0

sujeto a P0)=F, (Py dado)
P(T)="Pr (P, T dado)

16. Evans, G.C.. op. cit.
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En el capitulo II se estudiard el cilculo de variaciones vy se desarrollardn di-
versas aplicaciones a ia teoria econdmica. En todos los ejercicios y aplicacio-
nes se considerard el caso de una sola variable dindmica (y).

Control dptimeo

La teoria de control éptimo constituye una generalizacién del cdlculo de va-
riaciones. Este método fue desarrollado por el matemdtico ruso L.5. Pontrya-
gin, a fines de Ia década de los cincuenta'”. Este matemético desarrollé la
condicidn de primer orden al problema de control Sptimo, la cual se denomi-
na principio del maxime. A diferencia del célculo de variaciones, en el pro-
blema de control dptimoe se incorpora tanto la variable de control (u) como la
vartable de estado (y). Ademais, lus dos variables se encuentran relacionadas
mediante la ecuacién de movimianto g{e). El objetivo del control dptimo es
determinar [as trayectorias de las variables de control y estado que optimicen
un funcional chjetivo:

T
Maximizar Viu] :ch(f.y(l),u(r})dl (19)
0

sujeto a ¥ ()= glt, y(6).uir))
Y =ys  (yodado)
Wy=yr  (yr.T dado)

Este problema es muy similar af del cdleulo de vartaciones. Si asumimos que
la ecuacidn de movimiento es igual a y'(t) = u(t), y la reemplazamos en la
funcidn objetivo, obtendriames el problema (15},

El control éptimo se ha venido aplicando en la formulacién de problemas
econdmicos desde mediados de los afios sesenta. Los trabajos picneros fueron
los de Koopmans y Cass'®, en los cuales se modela el crecimiento éptimo de
una economia a lo largo del tiempo. El planteamiento de este modele ma-

17. La obra de L.S. Pontryagin fue publicada en inglés recién en 1962, bajo el titulo The
Mathematical Theory of Optimal Processes.

18, El trabajo de Koopmans, T.C., On the Concept of Optimal Economic Growth, Discussion
paper, New Haven: Coules Foundation, Yale University, 1963; y ¢l de Cass, David, "Optimum
Growth in an Aggregate Model of Capital Accumulation”, en Keview of Econonsic Studies, vol. 32,
No. 3, 1965, pp. 233-240, se enmarcan dentro de la teotfa neocldsica de crecimiento econémico. Se
denomina neocldsica porque asume, entre otras cosas, una funcidn de produccién neocldsica con
refornos constantes a escala, productos marginales positivos y decrecientes.
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croecondmico es simple. Por una parte, ¢l funcional objetivo es la suma de las
utilidades futuras descontadas de la sociedad:

o

U :J'(»“’"'f(c') di (>0 (20)

0

Por otro lado, en cada periodo, la economia estd sujeta a una restriccion: la
produccion debe destinarse a consumo o a mversion bruta en capital. De esta
manera:

Ok)=C + k" + Ok (0>0) 21

Donde Ia funcion de produccion (¢(k)) depende del capitat (k), k' representa
la variacion del srock de capital con respecto al tiempo o la inversion neta en
capital, 9 la tasa de depreciacién y Ok la depreciacion del capital. Esta consti-
tuye la ecuacién de movimiento, y relaciona el consumo (variable de control)
con el capital existente en la economia (variable de estado).

En este tipo de problema de optimizacién dindmica se asume que existe un
“dictador benevolente” (denominado planificador social), a quien le interesa
maximizar el bicnestar de la sociedad y decide las asignaciones de consumo y
capital en la economia. De este modo, el problema que enfrenta el planifica-
dor social es el siguiente:

Maximizar U = [e~% f(C)dr (22)
0
sujeto a K =¢k)-C -6k

k(0) =k, (ko dado)

A partir del problema (22) se obtiene la senda dptima de tres variables: el
consumo (C), el capital (k) y la produccion agregada (¢(k)).

Una revisién detallada de la teorfa de control Gptimo se encuentra en cl capi-
tulo 111, En el desarrollo de la teoria y las aplicaciones se considerard el caso
de una sola variable de control (u) y estado (y).
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Programacion dinamica

La técnica de programacién dindmica fue desarrollada a fines de la década de
los cincuenta, por el matemdtico norteamericano Richard Bellman'. La pro-
gramacion dindmica, al igual que cualquier problema de optimizacién dind-
mica, puede formularse tanto en tiempo discreto como en tiempo continuo.
Sin embargo, para resolver el problema en tiempo continuo, es necesario te-
ner un conocimiento previo de ecuaciones diferenciales parciales. Por ello,
con el tin de brindar una explicacién clara y sencilla de esta metodologia, se
estudiard el problema en su version discreta. El planteamiento del problema
en version discreta serfa:

T
Maximizar V[tt,j=2f,(y,,u,) (23)

1=0
sujeto a y, =g, (y,.u,)
yo =1Iq (14 dado)
yr =1y (1,1 dado)

Nétese que en el problema (23) se estd brindando una especificacién general.
Tanto la funcién f, como la funcién g, pueden ser cambiantes en el tiempo.

Esta técnica se basa en el principio de optimalidad. En términos generales, es-
te principio establece que la trayectoria dptima de la variable de control debe
satisfacer la siguiente propiedad: en cualquier periodo *“t” del tiempo, dado un
valor de la variable de estado y, que depende de las decisiones tomadas previa-
mente, el resto de la secuencia de la variable de control (uy, U1, Uya,... Ur) tam-
bién debe ser Gptimo. A partir de este principio se desarrolla toda la teoria de
programacién dindmica. Una aplicacion a esta técnica la constituye el modelo
de crecimiento éptimo de Koopmans y Cass. El problema a resolver por el pla-
nificador social seria el siguiente:

Maximizar U = Z B’ F(C) (0<p<h (24)

1=0
sujeto a ki =0k)-C,
ko =1y (1 dado)

19, Bellman, Richard, Dyvnamic Programming, Princeton: Princeton University Press, 1957.
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Al igual que en el caso de control éptimo, el funcional objetivo a maximizar-
se constituye la suma de las utilidades futuras de la sociedad descontadas por
el factor B. Por otro lado, en este modelo en particular, no se asume deprecia-
cion y la produccion en un periodo determinado (¢(k:)) se destina tanto a con-
sumo (Cy) como al stock de capital del siguiente periodo (kw1).

Una variacidn al problema (24) consistiria en introducir sfocks estocdsticos a
la funcion de produccion ¢(k,), tal como se establece en el modelo de creci-
miento estocdstico desarrollado por Brock y Mirman™. En dicho caso, la va-
riacién de la produccion no se encuentra asociada exclusivamente a cambios
en el stock de capital en la economia, sino que ademds intervienen un conjun-
to de elementos aleatorios o no anticipados® que pueden resumirse en una
variable estocistica g, En este sentido, asumiendo la funcién de produccién
o(ew ko, el objetivo del planificador social vendria a ser la maximizacién del
valor esperado (o promedio) del funcional objetivo condicionado a la infor-
macion del periodo inicial t = 0:

Maximizar U=E, 2 B' (¢ O<B<D (25)
=0
sujeto a ki =0k, ,)~C,

ko =1, (1, dado)

El gran potencial de la programacidn dindmica consiste en su aplicabilidad a
problemas numéricos, mientras que su empleo en problemas analiticos es un
poco mds limitado. De esta forma, en el capitulo IV se brinda solamente una
introduccion a la programacién dindmica, y se desarrollan problemas tanto con
un horizonte de tiempo finito como infinito. En este caso, también se considera
basicamente el caso de una variable de control (u) y una de estado (y).

20. Brock, William y Leonard Mirman, "Optimal Economic Growth and Uncertainty”, ¢n
McCall. J.J. (ed.). Chicago: The University of Chicago Press, 1972, pp. 1-43.

21.  Uno pucde imaginarse ¢l efecto de un desastre natural o una crisis financiera internacio-
nal, eventos que a priori no podrian anticiparse.
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Anexo
FACTOR DE DESCUENTO EN TIEMPO CONTINUO

En los problemas de optimizacién dindmica se sucle descontar las variables provenicntes
de periodos futuros. En el caso de la funcién de utilidad (5) se incluye un factor de
descuento (B), el cual retleja la valoracién que le asigna el agente optimizador a la
utilidad proveniente de los periodos futuros. De igual forma, en la restriccion
presupuestaria (6) se descuenta el valor del consumo en cada instante del ticmpo a la tasa
de interés (r). Para ambos casos, ¢l descuento puede expresarse a través de una tasa o un
factor. El factor de descuento (B) puede determinarse a partir de una tasa de descuento
intertemporal (8)*, de esta forma:

ﬂ=; (0<5<1,0<B<l)
1+6

Por otra parte, a partir de la tasa de interés puede construirse otro factor de descuento
(). que pondera el consumo de cada periodo en la restriccién presupuestaria:

a=-—l - (O<r<l,0<a<))
l1+r

Como pucde apreciarse, el descuento de las variables futuras puede realizarse tanto a
través de una tasa (r o 8) o un factor (¢ 0 ). Cuando el tiempo es continuo, el factor de
descuento toma un valor distinto. A continuacién hallaremos dicho valor para el caso del
factor .

Supongamos que cada periodo “t” del problema de optimizacién (8) dure doce meses,
y la tasa de interés en dicho lapso de tiempo es igual a *r” por ciento. Si un individuo
deposita “A” u.m. en una entidad financiera, al siguiente periodo obtendria (A + Ar)
um. o A(l + r) um. Sin embargo, ;Qué sucederia si los periodos de eleccion se
acortan a seis meses, pero la tasa de interés anual sigue siendo “r” por ciento? En los
primeros scis meses, s¢ obtendria (A + A(1/2)) um. o A(l + (1/2)) u.m., podria
depositarse dicha cantidad nuevamente y obtener al final del afio A(l + (1/2))°. De
csta manera, la tasa de interés efectiva estaria dada por (1 + (t/2))*-1. Si el periodo se¢
acortara a la tercera parte (cuatro meses), la tasa de interés efectiva seria (1 + (r/3))3- l.
En términos generales, cuando el periodo se fracciona en “m” subperiodos, la tasa de

22. El concepto de tasa de descuento intertemporal y factor de descuento son cquivalentes.
Ambos constituyen dos formas alternativas de expresar el descuento de las utilidades futuras.
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interés efectiva estarfa dada por (1 + (/m))"-1. Cuando ¢l tiempo es continuo, “m”
tiende al infinito y la tasa de interés efectiva converge a la siguiente expresion:

mn

. r !
Lim| 1+ = ¢!
m—see m

De esta forma, el factor de descuento ¢ en tiempo continuo estarfa dado por:

}

-~ m
-

i
Limijl+ -~
m —w:[“ m

=T

De mancra similar. el factor de descuento 3 en tiempo continuo serfa equivalente a:

1

o
Lim| 1+ ° -’
m

m—eo J

1l
o
]
<.

Donde ry § son tasas de descuento intertemporales expresadas en términos anuales.



Calculo de variaciones'

Como se mencion6 en el primer capitulo, el problema basico del cdlculo de
variaciones a resolver es el siguiente:

.
Maximizar V[ =J' [, (). v ()i )
0

sujeto a y(0) = vy (vodado)
y(T) = yy (vr dado)

Para que dicho problema tenga solucion es necesario que se cumplan dos
condiciones: (1) deben existir las derivadas parciales de primer y segundo
orden de la funcién intermedia f(*); y, (2) deben existir las derlvadas de
primer y segundo orden de la funcién y(t), que depende del tlempo El re-
sultado del problema (1) consiste en una trayectoria y (1) que optimiza el
funcional objetivo V{y]. Sin pérdida de generalidad, inicialmente supon-
dremos que todos los problemas de célculo de variaciones consisten en
maximizar el funcional objetivo Vl]yl. Posteriormente, cuando se expli-
quen las condiciones de segundo orden, se distinguirdn entre problemas de
maximizacién y de minimizacién.

1. Para comprender este capitulo y el siguiente, el lector debe tener un manejo adecuado de
las ccuaciones diferenciales. Si no es asi, se sugiere consultar: Chiang, Alpha, Métodos funda-
mentales de economia Matemdtica, 3a. edicién, Madrid: McGraw Hill, 1996 y Sydsaeter. Knut
y Peter J. Hammond, Mathematics for Economic Analysis, Prentice Hall, 1995.

2. Una forma J.Ilu‘l'ldll\él de definir esta condicién es que y(t) debe ser una funcién C’. En
general, una funcién c implica que todas sus derivadas hasta el orden “k” son continuas.
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Este capitulo estd compuesto por cuatro secciones. En la primera se explica la
condicion de primer orden del problema (1), que se denomina la ecuacion de
culer. y se detalla como aplicarla a La resolucion de los problemas de cileulo
de variaciones. En la segunda seccion se explican las condiciones de trans-
versalidad, que son empleadas en la resolucion del problema cuando la con-
dicion terminal y('T) ya no constituye un sélo punto (T, yr), sino un conjunto
de puntos. En la tercera seccidn se explican las condiciones de segundo orden.
Por daltimo, se desarrolla el problema con un horizonte de tiempo infinito.

1.  Condicion de primer orden: la ecuacién de Euler

Cuando se optimiza una funcion de una variable (h(x)). sin restricciones, un
determinado punto (x") constituye un candidato a m‘mmo o minimo cuando
la derivada de la funcidn objetivo se iguala a cero (h” (! ) = 0). Esta condi-
cion permite discriminar de un conjunto amplio de puntos, aquel que posi-
blemente logre optimizar a la funcion objetivo. En el cdleulo de variaciones
se aplica el mismo concepto. De un extenso conjunto de curvas (y(0). es
necesario escoger aquella que maximice o minimice el funcional objetivo.
A la condicion que permite seleccionar la curva dptima se le denomina
ecuacion de Euler.

1.1  La ecuacion de Euler

Dada la funcion y*(t) € C’ que resuelve el problema (1), es decir:

1 1
J.,/'(r._\"(z). VU yde = J./'(z_\‘(/)‘ Nde Yy (2)
( 0

. 2 . . .. L . .
Para cualquier senda y(t) € C7, dicha funcion debe satisfacer la siguiente
ccuacion:

o _d o
v di| IV

o de otra forma:

Sy ===f (4)
: ar -
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A la ecuacian (4), se le denomina ecuacion de Euler. Si desarrollamos el lado
derecho de la ecuacion mediante la regla de la cadena, tendriamos lo siguien-
te:

o I deday Ieoay
9 _ n av

—_t— 5 (5)
d o oy dr ' dr
o expresado de otra manera:
fo =Lt Loy + fopy” (6)

La ecuacion (6) constituye una ecuacion diferencial de segundo orden, que
nos darfa la trayectoria 6ptima y (t). Para resolverla necesitamos dos constan-
tes, las cuales se obtienen con la condicidn inicial (yo) y terminal (yr) del
problema.

Demostracion

Para comprobar que una trayectoria Optima y (1) satisface la ecuacién de Eu-
ler, es necesario compararla con el resto de sendas y(t) factibles’. Para ello
empleamos una senda auxiliar x(t), que satistace la siguiente condicion inicial
y terminal:

X(0)=x(T)=0 (7

A partir de esta curva auxiliar se pucde construir una familia de curvas facti-
bles cercanas a la senda Optima, dadas por la siguiente relacion:

Y)Y =y (1) + &x(r) (8)

Donde ¢ es un ndmero positivo arbitrariamente pequefio. Para distintos valo-
res de €. las curvas factibles tendrdn distintas trayectorias. La relacion entre la
senda Optima y una senda proxima puede observarse en el Grifico No. 2.1.
Como puede comprobarse, ambas trayectorias poseen una condicion inicial y
terminal coman.

.

3. Por factibles se entiende a aquellas trayectorias que satisfacen la condicién inicial y ter-
minal del problema.
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Grafico No. 2.1

Para comprobar que solamente la curva dptima y (t) satisface la ecuacion de
Euler. primero construimos una funcion D(e) que depende del valor Optimo
del funcional Viy ]y dei valor suboptimo V{y]:

. r
D(e) = J‘ FU,y )+ exte). VO + e dr - J‘j‘(z. v ,\"' ())dr 9)
;—Y_'j k_ﬁf_}

0 0
’

v v

Por la relacion (2), la funcion D(e) es no positiva y alcanza el maximo cuando
¢ = 0 (para dicho valor, ambas integrales son iguales). De esta forma, la con-
dicion de primer orden para maximizar la funcion D(g) es D(0) = 0. La pri-
mera derivada de la funcion con respecto a g seria igual a:

,
D) =J.[/"\..\'(r) + f o)t (10)
0
Evaluando esta derivada en ¢ = 0 tendriamos:
, |
D'(0) =J'[/'\ 1y O X+ [y Oy X )de =0 (1
0

I )
f[ fox(n)dr = —J‘[,/'\.l,\/a’t)ld/
0 i)
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La ccuacion (11) puede simplificarse adn mds. Si integramos por partes el la-
do derecho de la ecuacion, obtendriamos lo siguiente:

T P
j[/‘\,,\’(t)l(/l = fox(1)] - fol [ () d I ldt (12)
0 : 0 dr ™

En vista de que la curva auxiliar tiene un valor inicial y terminal igual a cero
(x(0) = x(T) = 0). el primer término del lado derecho de la ecuacion también
es igual a cero. Si reemplazamos la ecuacion (12) en la (11), se llegaria a la
siguiente condicion:

-
,( “( f\ - d f" x(1) (dr =0 (13)
oL dtT

Para que se cumpla (13) para cualquier curva x(t), la senda optima y (1) debe
satistacer la condicion:
d

=L =0 ,
/s drj‘ (14)

que constituye la ecuacion de Euler planteada en (4). A continuacion se apli-
card la ecuacion de Euler a tres ejemplos de cilculo de varaciones.

Ejemplo 1.- Halle la senda optima en el siguiente problema:

|
Maximizar Viv]= J.( V=24 100y )dr
0

sujeto a ¥0) =1
v(l)=2

Primero identificamos la funcién intermedia (), que estd dada por f(t, y, y")
22 -, . N

=y - 2yy + 10ty, y luego obtenemos las derivadas que conforman la ecua-

cion de Euler:

£, ==2 +10r
fo=2y"~-2y

d . P ,
L fo=0v -2y

dt
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Notese que en las dos primeras lincas se obtienen derivadas parciales con
respecto a y ey’ respectivamente; en cambio, en la tercera linea se obtiene
una derivada total con respecto al tiempo. Reemplazando las derivadas en la
ecuacion (4), obtenemos la siguiente ecuacion diferencial:

=2V 10 =237 =2y

217 =101

Si integramos una vez la ecuacion diferencial anterior, se obtendria la expre-
S 2 ) .
sion y” = (5/2)t" + Hy. Integrando una segunda vez, se llegaria a la solucion

general del problema:

. 5 .
YW= r'+Hi+H,
0

Para hallar las constantes de la senda Gptima y (1), debemos evaluarla en el
punto inicial y terminal. Para t = 0 se cumple la igualdad y(0) = H,= 1; y para
t= 1, se cumple que y(i) = (5/6) + H; + Hy=2. A partir de ambas ecuaciones
obtenemos el valor de las constantes: Hy = 1/6 y Ho = 1. La trayectoria Optima
estaria dada por:

. 5, 1
y@= t+ 1+l
6 6

Ejemplo 2.- Halle la senda optima en ¢l siguiente problema:

|
Maximizar Vivl= J‘t\\‘y/clt
0
sujeto a y0y=0
wl) =1
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Dada la funcion f(t, y, y) = tyy’, hallamos las derivadas que conforman la
ceuacian de Euler:

[, =0
fo=n
d

fo= v
dt

Reemplazando las derivadas de la funcion intermedia f(¢) en la ecuacion (4),
obtendriamos la siguiente ecuacion:

N =v+n

y(1)=0

Si bien la funcion y'(t) satisface la ecuacion de Euler, es necesario verificar si
cumple con la condicion inicial y terminal del problema. La condicion inicial
y(0) = 0 es consistente con la senda Optima, en cambio no lo es la condicion
final y(1) = 1. De este modo, la respuesta obtenida no es factible y se conclu-
ye que no existe una senda dptima que resuelva ¢l problema.

Ejemplo 3.- Halle la senda éptima cn el siguiente problema:
1
Maximizar Viv]= J.(.\"‘ +dvy + 4y )dr
0

sijeto a y(0)=2Ve

y(h=1+e

Las derivadas de la funcion f(t, y, y°) = (yz + dyy" + 4y'2) estin compuestas
por:

fo=2v+ 4y
fo=4v+8y
d

fo=4y+8y

dt
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Aplicando la ecuacion de Luler:

2v+ 4y =40+ 8y
8y -2y =0
4=y =0

Esta es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes. cuya solucion estd definida por las raices de la siguiente ecuacion
caracteristica:

y la integral particular:

La solucion general estaria dada por:

t |

Vi =1e e !

Para hallar Hy y Ha. reemplazamos la senda y*(t) en la condicién inicial vy
terminal. Para y(0) = H; + H, = 2 y para y(1) = e + He = I+e. Re-
solviendo este sistema de ecuaciones obtendriamos el valor de las constantes:
Hy =" ylh= ¢'” La senda Optima seria:

| 1
(Lery =)

Viy=er  +e?

1.2 La ecuacion de Euler en casos especiales

Hasta el momento se han desarrollado los problemas de cdlculo de variacio-
nes empleando la ecuacion de Euler propuesta en (4). Sin embargo, cuando la
funcion () toma una forma determinada, la ecuacicn de Euler se simplifica y
el problema de cilculo de variaciones puede resolverse de una forma mas
sencilla. A continuacion se explicardn cuatro casos particulares de la ccuacion
de Luler, derivados a su vez de casos especificos de la funcion intermedia.
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Caso 1.- f=f(t,y")
En este caso. la funcidn f(*) no depende de y. lo cual implica que fy = 0.
Reemplazando dicha igualdad en la ecuacion de Euler (4), se obticne que

dfy/dt = 0 o de manera equivalente:

[ =constante (15)

Esta constituye una ecuacion diferencial de primer orden. A continuacion se
resolverd un ejemplo empleando esta condicién.

Ejemplo.- Halle la senda Gptima en el siguiente problema:

1.7
Maximizar Viv]= f » -dt
o I°
sujeto a »(0)=2
17

Aplicando la ecuacion de Euler simplificada (15), solamente tendriamos que
calcular la derivada parcial fy- e igualarla a una constante:

2y
f\-‘z".} =Hl
I

La solucion a la ecuacién diterencial de primer orden estarfa dada por:
(4
yviy= -H+H,
8
A partir de la condicion inicial y(0) = Hy = 2 y terminal y(1) = H/8 + Hy =
17/8, determinamos las constantes: Hy = 1, Hy= 2, y la senda optima serfa:

’4
V() =42
=%



Cilculo de variaciones 39

Caso 2.-f=1f(y")

Si reemplazamos la funcion f(y”) en la ecuacion de Euler (0), las derivadas fi,
fon y fyy - se igualarian a cero y obtendriamos la siguiente expresion:

Sy =0 (16)

Para que se cumpla la ecuacion (16) puede suceder que y™ =0 o que f, = 0.
En el primer caso, la senda optima se obtendria integrando dos veces la ccua-
cion diferencial y” = 0, con lo cual se obtendria una recta y(t) = Hit + Ha. En
el segundo caso. f dependeria linealmente de y” (f(y") = a + by’) y la ecuacion
de Euler se convierte en una identidad”. De esta forma, cualquier senda que
cumpla con la condicién inicial y terminal resolveria el problema de cdlculo
de variaciones. En general, la respuesta a este tipo de problema dependerd de
la funcion f(¢). Si t depende de y” de manera no lineal, entonces se puede
concluir que la senda Gptima estard dada por una recta.

Ejemplo.- Encuentre la curva que pase por los puntos (0,3) y (1.4), y que
presente una distancia minima.

Intuitivamente la respuesta seria una linea recta, ya que cualquier otra curva
incurriria en una mayor distancia entre ambos puntos. Para resolver este pro-
blema a través del cdlculo de variaciones, en primer lugar, debe definirse una
funcion que represente la distancia entre dos puntos. Esta funcion puede deri-
varse a partir del Grafico No. 2.2.

Supongamos que en la curva Gptima existan dos puntos muy cercanos uno de
otro (A y B), el tiempo existente entre ellos estard dado por dt, la diferencia
en y por dy, y la distancia por dl. Por ¢l teorema de Pitigoras, se cumple la
siguiente relacion entre la distancia (dl), la variacion en el tiempo (dt) y la va-
riacion en la variable y (dy):

' = (d_\‘)" +(dr)

4. Alaplicar la ccuacion de Euler a la funcion f(y') = a + by, se obtiene la igualdad 0 = 0.
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Grafico No. 2.2

(0.3)

Tras algunas manipulaciones algebraicas tendriamos la siguiente relacion:
(dly’ _(dvy’
- e= +1
(dty”  (dt)”

W’
(dry 'y L

Finalmente, la distancia (dl) quedarfa definida del siguiente modo:
dl =1+ y" di

La ecuacion anterior expresa la distancia entre dos puntos préximos en una
curva y(t). La distancia total de la curva (D) estaria dada por la integral de dI:

|
D= l+y?dr
QO
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De esta forma, el problema quedaria definido del siguiente modo®:

l !
Maximizar  V]y|= _J‘“J/l +y2dt
0

sujetoa ¥»0)=3
y =4

La ecuacion de Euler del problema viene dada por: y“fyy = 0. Como la fun-
cién f(*) depende de manera no lineal de y’, no puede darse el caso fy = 0.
Por lo tanto, la respuesta debe ser y "= 0, cuya solucion es una linea recta y(t)
= Hit + Ha. Las constantes se obtienen reemplazando la trayectoria optima en
la condicion inicial y terminal: y(0) = Hy= 3 e y(1) = H; + Hy= 4. Las cons-
tantes serfan: Hy = 1 y H, = 3. La respuesta final al problema corresponde a la
recta que une los puntos indicados:

y(t)=t+3

Caso 3.- f=A1(t, y)

En este caso se cumple que fy-= 0. Si reemplazamos esta condicién en (4), la
ecuacion de Euler se simplifica del siguiente modo:

fy =0 (17

La ecuacion (17) no constituye una ecuacion diferencial, lo cual implica que
el problema es degenerado’. En los problemas anteriores, la senda dptima
posefa constantes arbitrarias que tomaban un valor en funcién de la condicién
inicial y terminal. En este caso, al no existir una ecuacién diferencial, la senda
obtenida no posee constantes, de tal forma que ésta s6lo cumpliria con la
condicion inicial y terminal de manera casual.

5. En realidad, ¢l problema de cilculo de variaciones es de minimizacion de la distancia D.
Sin embargo, al multiplicar por (-1) a la funcién objetivo, cambiamos el problema por uno de
maximizacién. En vista de que -D siempre es un valor negativo, buscar la distancia mds corta equi-
vale a maximizar -D. Las diferencias entre un problema de maximizacion y uno de minimizacion en
el cdlculo de variaciones se veran con mayor detalle en las siguientes sceciones.

6. Lo cual quiere decir que no existe senda que maximice ¢l funcional objetivo V[y].
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Ejemplo.- Halle la senda 6ptima en el siguiente problema:

t
Maximizar Viyl= J.(.v“) = vt)dt
0
sujeto a ¥(0)=0
yi)=1
Aplicando (17), igualamos la derivada fy a cero:

f=2y-1=0

* !
y(’)~'2‘

La trayectoria Gptima estarfa definida por y (t). Si bien la condicién inicial se
cumple, y(0) = 0, no sucede lo mismo con la condicion terminal y(1) # 1, por
lo cual no existe solucidn al problema.

Caso 4.-g =f(t,y,y") e

. R - . -pt
En este caso, la funcién f(*) va acompafada del factor de descuento € * . Las
derivadas parciales que conforman la ecuacion de Euler estin dadas por:

g.\' = f)'e_pl
8y = f{\"eﬂ"

d d .
—g = f -pt — -prf,
2 [drf)]e pe = f,

Reemplazindolas en (4) obtenemos la siguiente expresion para la ecuacion de
Euler:

fre P = {(; f‘\'l e~Pl —pe Pl f,

dt
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o de manera simplificada:
Ly 18
fo==fv =0ty (18)
Tode :

A partir de la ecuacidn (18) es posible resolver los problemas de cdlculo de
variaciones con factor de descuento de una forma mas sencilla.

Ejemplo.- Los ingresos (1) y costos (C) de una firma dependen de la produc-
cion (y) y de la tasa de variacion de la produccidn (y”), de la siguiente forma:

.
Clnyy =257+

Determine la trayectoria de la produccion a lo largo del presente afio, de tal
forma que se maximice el valor presente de los beneficios de la firma. Asuma
una tasa de descuento (p) igual a 0.5, y que la produccién al final del afio y(1)

serd igual a 1/2.

El problema de cdlculo de vartaciones a resolver es el siguiente:

i I
! E ; R D) _.'_’[
Maximizar — V|y|=[(I(y,y)=C(y.y Ve ~dr=[(y—y =2y")e " dt
0 0
sujeto a v0)=0
v(l)y=1/2

En primer lugar se determinan las derivadas necesarias para la ecuacion de
Euler:

fy=1-2y
fo=—4y
(1 j.\‘ _ _4.\"

dt
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Reemplazando estas derivadas en la ecuacion (18), se obtiene la siguiente
ecuacion diferencial de segundo orden:

” l ’
1_2\‘ = -4y — ....(_4\,~
) R )

4" =2y -2y =~1

La solucion a la ecuacion diferencial estd determinada por las raices del poli-
nomio caracteristico:

y por la integral particular:

k=1/2

La trayectoria 6ptima de la produccion seria:

{

y()=Hpe' +H,e? ty

Evaluando la senda éptima en la condicion inicial y terminal, obtenemos las
constantes Hy y Ha. Para y(0) =H; + Ho + 1/2 =0, y para y(1) = Hie + Hye
+ 172 = /2. La solucion al sistema de ecuaciones vendria dado por: H; =
(ef2)f(c'm-e) yHi = (e'”z/’_’)/(e-e'”l).

A continuacién se presentan dos aplicaciones del cdlculo de variaciones a la
teoria econdmica. En la primera aplicacién desarrollaremos una versién sim-
plificada del modelo de Hotelling’, en el cual se determina el patrén éptimo
de extraccion de un recurso natural no renovable. En la segunda aplicacion se
resolverd el modelo de Taylor®, en el cual se determina la politica anti-
inflacionaria ¢ptima para una economia.

7. Hotelling, Harold, "The Economics of Exhaustible Resources", en Journal of Political
Economy, Chicago: The University of Chicago Press, abril 1931, pp. 137-175.

8. Taylor, Dean, “Stopping Inflation in the Dornbusch Model: Optimal Monetary Policies
with Alternate Price-Adjustment Equations”, en Journal of Macroeconomics, Baton Rouge:
Louisiana State University Press, 1989, pp. 199-216.
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1.3 Aplicacién: extraccion 6ptima de recursos naturales

Supongamos que una firma es propietaria de una cantidad "A” de un recurso
agotable, tal como petréleo, carbén o cobre. La funcidn de beneficios de la
firma es logaritmica, de tal forma que por extraer “q” unidades del recurso
obtiene beneficios iguales a “L.n(q)”. El objetivo de la firma es determinar el
patrén de extraccion de los recursos, de tal manera que maximice el valor
presente de los beneficios. En este problema se asume que la tasa de descuen-
to es constante e igual a “p”, y que ¢l recurso se agota en su totalidad en el
periodo “T™.

Para resolver este problema, en primer lugar, debemos definir la variable a
optimizar. Para ello es necesario distinguir entre dos tipos de variables: la do-
tacion de recursos que constituye un stock, y la extraccion del recurso agota-
ble que constituye un flujo. Una forma simple de relacionar estas dos varia-
bles es definiendo a las ventas acumuladas del recurso natural como “y”. Las
ventas acumuladas constituyen una variable con un valor inicial igual a cero
(en el periodo inicial no se ha realizado ninguna venta previamente) y un va-
lor terminal igual a A (todo el stock del recurso ha sido vendido previamente
en el dltimo periodo). Por otra parte, la extraccion del recurso equivale a la
variacion en el tiempo de las ventas acumuladas (y”). De esta manera, el pro-
blema que debe resolver la firma es el siguiente:

1
Maximizar Vivl= J‘(l,lz)")e"“'cll
0

sujeto a y0)=0
v =A

El problema puede ser resuelto de una forma rdpida, empleando la ecuacion
de Euler (15) o (18). Para este caso en particular, resulta conveniente emplear
la ecuacion (15):

f\' = Iil

1

-, e o H|
y

9. Esta aplicacion estd basada en el articulo escrito por Hotelling, Harold, op. cit.
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Despejando la ecuacién diferencial e integrando una vez, obtenemos:

\(/ — __l o

R 1
yys——-e"+H,
PH,

Reemplazando la trayectoria Optima en la condicién inicial y terminal del pro-
blema, obtenemos las constantes H; y Hz. En la condicion inicial se cumple que
y(0) = Ha- (1/pH)) = 05 y en la condicion terminal, y(T) = H, - (l/pl{l)e""l‘ =A.
Las constantes vienen dadas por Hy= A/(1-e™") y H, = (l-e"”r)/Ap. Finalmente,
la evolucion Optima de la extraccién y las ventas acumuladas vienen dadas
por las siguientes ecuaciones:

PA

\‘/» I)=—— e I
0=

. o I
Para T > 1y p > 0, H; tomard un valor positivo (dado que 0 <e* < 1)y, por
lo tanto, la trayectoria del patrén de extraccion de recursos disminuird expo-

[XPREE

nencialmente a lo largo del tiempo a la tasa “p”.

El resultado anterior puede generalizarse para cualquier funcion de beneficios
que sea concava y continua. Supongamos una funcién de beneficios B(y”),
que satisface las propiedades B'(y) > 0y B”(y") < 0 (V y"). Dicha funcién
indica que los beneficios marginales de extraer una unidad son positivos,
aunque decrecientes conforme se incremente la extraccion. El problema a re-
solver seria:

1
Maximizar Viyl= J.B(,\")e' o
0

sujeto a yv(0)=0
yTry=A
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Aplicando la ecuacion de Euler (15) obtendriamos la condicidn de primer or-
den del problema:

fo=H,
B'(y)e" = H,
B(y)y=H,e"

La solucion al problema general consiste en que el beneficio marginal de ex-
traer el recurso crece exponenciaimente a la tasa p. Como la funcion de bene-
ficios es concava, beneficios marginales mayores se obtienen para valores ba-
jos de la extraccion del recurso (y”). De esta forma, como los beneficios mar-
ginales crecen a lo largo del tiempo, el patrén de extraccion optimo debe ser
decreciente en cl tiempo, al igual como se observa en el Grifico No. 2.3.

Grifico No. 2.3

y b T

pA/(1-¢*h

>

=T ticmpo
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Este resultado es consistente con la formulacion del problema inicial. Debido
al factor de descuento e™, los beneficios obtenidos de los periodos mis aleja-
dos del presente tienen un menor impacto sobre el funcional objetivo V|(yl|
que los beneficios obtenidos en periodos cercanos al prescntelo. De esta ma-
nera, una estrategia racional de la tirma es obtener mayores beneficios en el
presente con respecto al futuro, lo cual es posible extrayendo la mayor canti-
dad de recursos en periodos cercanos al presente.

1.4 Aplicacion: politica anti-inflacionaria éptima"’

En este modelo se asume que una situacion econdmica Gptima para un pafs es
aquella en la cual la produccion (Y) se acerque al nivel de pleno empleo’
(Y1), y que la inflacidn (P) sea cercana a cero. Una funcién que represente el
costo social por desviarse de dicha situacién seria la siguiente:

MPY)=(Y, -Y)" +aP®  (a>0) (19)

La funcién A(*) alcanza su nivel minimo cuando Y = Yy y P = 0. Cualquier
otro valor del producto y la intlacion incrementa A(*) o el costo social. La in-
flacion se relaciona con la produccion y la inflacidn esperada (1) de acuerdo
con la siguiente relacidn:

P=-B(Y, -Y)+n (B>0) (20)

Esta ecuacién de comportamiento constituye una representacion de la curva
de Phillips. La intlacion se relaciona negativamente con la produccidn a tra-
vés del coeficiente . Un menor producto implica un mayor desempleo, que
se traduce en menor inflacién. Por otro lado, dado un nivel de produccion,
mayores expectativas inflacionarias incrementan la inflacién efectiva. La
formacion de las expectativas inflacionarias se asume adaptativa:

= j(P-m) (0<j<D @

10. Esto se debe al hecho de que el efecto del factor de descuento es mayor conforme se in-
crementa ¢l tiempo.

I'l. Este modclo fue tomado de Chiang, Alpha, Elements of Dynamic Optimization, 3a. cdi-
cién, Nucva York: McGraw Hill, 1992, pp. 54-58. y constituye una version simplificada del
trabajo de Taylor, op. cit.

12. El producto de pleno empleo (Yf) se asume constante en el problema.
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Si la inflacion actual resulta superior a la inflacion esperada, entonces T > 0
y la expectativa de inflacion se incrementa. Por otro lado, si la inflacién ac-
tual es inferior a la inflacion esperada, entoncesT “ < O y la expectativa de in-
flacion disminuye. Para resolver el problema de optimizacién dindmica es ne-
cesario simplificar el modelo. con el fin de determinar la trayectoria Gptima
de una sola variable. A partir de la ecuacién (21) es posible expresar la infla-
cién efectiva en funcion de la inflacion esperada:

P=-ﬂ:—+ﬂf o)
: (22)
J

Si reemplazamos la ecuacion (22) en (20), se obtendria una expresion para la
desviacion del producto del nivel de pleno empleo:
’
/4

Y=Y =—o 23
f ,BJ (23)

Al sustituir las ecuaciones (22) y (23) en (19), obtendriamos la funcion de
costo social en funcion de la inflacion esperada (nr) y su primera derivada
(n):
, 7Y n )
Mra)y=||-—=| +a m+— (24)
j J

Finalmente, el problema que deberia resolver la sociedad (o el planificador
social) si desea disminuir a cero las expectativas de inflacion en un plazo de
“T" afos, serfa el siguiente:

Ty N2 SN2
Maximizar Vir)= —J' [ %T +ol 7T+ ”._] i
0

sujeto  a 7n(0) =m,
n(T)=0
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Para determinar la senda dptima de las expectativas de inflacion, en primer
lugar, debemos hallar las derivadas que conforman la ecuacion de Euler:
7
[ =—2am - 2w
n’ T n
/ﬁ/ =-2. =3 -2 j'—?.()( B
) J J

L4 ’ ”
d . n n
=-2 =20 =20

- —_— . 7Z.
di" B J J

Reemplazando estas derivadas en la ecuacion (4) llegariamos a la siguiente
ecuacion diferencial de segundo orden:

V4 /1 b1 /4
2 +20 0 =2 200 + 20 5
j 2 p

(I+uBHn” —af’ j'n =0

La solucidn a la ecuacién diferencial viene dada por las raices caracteristicas
del siguiente polinomio:

(I+af’y? -af’j* =0
y laintegral particular:
k=0
La solucion genérica a la ecuacion diferencial viene dada por:
() =He "+ He"
Donde r representa la raiz caracteristica de la ecuacion diferencial y equivale a:

_ ap
Jl+ap?
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Las constantes se obtienen de la condicion inicial y terminal del problema. En
el perfodo t = 0 se cumple que m0) = H, + 1, =7, y en ¢l periodo t = T se
=rt rt
cumple que T(Ty=1e ' + H, ¢ ' =0 Las constantes del problema son
e T RS
iguales aH; = (o) /(J ¢ ' )y H, =(mo) / (I1-e " ). Por dltimo, la senda
Optima de la inflacion esperada estarfa conformada por:
. b , bia
T (f): (]‘;"l ety - (”_/v/ e
(I=e ™) (I=e™)

La trayectoria éptima de la inflacién esperada dependerd basicamente del sig-
no de las constantes H; y Ha, asi como del signo de las raices de la ecuacion
caracteristica. Considerando que la raiz r; es positiva (debido a que los paré-
metros “B7 y “J son positivos), es ficil demostrar que las constantes Hy y Ho
tendrdn un signo positivo y negativo, respectivamente. De esta forma, el primer
término de la inflacion esperada tenderd a cero, mientras que el segundo a me-
nos infinito. Sumando ambos efectos, la trayectoria de la inflacion esperada sera
monotonicamente decreciente, tal como se muestra en el Grifico No. 2.4:

Grafico No. 2.4

|

=T tiempo
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La convergencia rapida de la inflacion esperada a cero, se debe a la importan-
cia relativa que se le asigna a la inflacién (P) a través del pardmetro ¢ ¢n la
funcion de costo social. St asumiéramos una baja ponderacion en la funcion
de costo social (¢ = 0), a partir de (24) obtendriamos:

A
,\2

YA
)w(”’) =0T
B

En este caso, la funcién de costo social depende solamente de (1) de manera
no lineal. Por consiguiente, empleando la ecuacién de Euler (16) la trayecto-
ria optima de la inflacion esperada vendria dada por la recta () =Ht + Hy.
Esta solucion, a diferencia de la representada en el Grifico No. 2.4, implica
una convergencia lenta de la inflacion esperada. Dicho resultado, como se
menciond anteriormente, se debe a la baja ponderacion de la inflacion espe-
rada en la tuncidn de costo social.

2.  Condicion de transversalidad

Hasta el momento, el problema (1) se ha resuelto empleando la ecuacion de Euler,
y la condicion inicial y terminal de la senda dptima. Sin embargo, en ausencia del
valor inicial y/o terminal de la senda Optima, para resolver el problema es necesa-
rio contar con otra condicién adicional denominada condicién de transversali-
dad. En este sentido, un nuevo problema a resolver seria el siguiente:

;
Maximizar Vivl= J.f(r, V{t), ¥(@))dr (25)
0
sujeto a WO0) =y (vo dado)

WT)=yr (v, Tlibres)

En (25) se ha mantenido fija la condicién inicial; sin embargo, la determina-
cioén de la condicion terminal pasa a formar parte del problema de cdlculo de
variaciones. A continuacion se explicard la derivacion de las condiciones de
transversalidad para resolver el problema (25) y algunas aplicaciones.
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2.1 Condicion de transversalidad

La funcion y*(1) € C? resuclve el problema (25). si satistace la ecuacion de
Euler (5) y la condicion de transversalidad:

L/ BN - ‘)/, AT =0 (20)
Ny dt oy T

o de manera simplificada:

[fv —r Avy + If- ,\‘/f\-’ Jp AT =0 27
Donde AT y Ayr representan pequefias variaciones del horizonte de tiempo
“T” y la condicidn final “yy”, respectivamente.
Demostracion

Al igual que en la demostracion de la ecuacidn de Euler, para derivar la con-
dicion de transversalidad es necesario comparar a la senda dptima con respec-
to a un conjunto de sendas factibles. Para ello, creamos una trayectoria auxi-
liar (x(1)) que dnicamente satisfaga la condicion:

x(0)=0 (28)

. e 13 . . ,
A partir de esta curva auxiliar ”, las sendas factibles estarfan dadas por la re-
lacion:

V(1) =y (1) +&x(r) (29)

Como se menciond anteriormente, € constituye un nimero arbitrariamente
pequefio. Como el horizonte de tiempo “T” es una variable a determinarse
dentro del problema, es posible construir un conjunto de valores de “T” facti-
bles, los cuales estarfan definidos por:

T=T" +eAT (30)

13, Notese que a diferencia de la senda auxiliar (7), en este caso no se restringe el valor ter-
minal a x(T) = 0. La condicion terminal de x(1) es libre.
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Donde T representa ¢l horizonte temporal éptimo. Tomando en cuenta (29) y
(30), la tuncion objetivo a optimizar quedaria definida del siguiente modo:

rsear -
Die) = J‘f(n VO e,y )+ ex)dr - J.f(’* VO ()t (3
[\ 0

Al igual que en el caso (9), la funcidén D(g) es no positiva y alcanza su valor
maximo cuando € = 0. De esta forma, la senda Gptima se determina a partir de
la condicion D(0) = 0. Para obtener la derivada D’(g), debemos aplicar la re-
gla de Leibnitz":

T4 eAT
D'(e)= J foxny+ f\_,.x’(:)ldz+f(T,_v<T),y’(T))[ ‘IT] (32)

de
0 y

Integrando por partes el primer término de (32) y tomando en cuenta la con-
dicidn (8), obtenemos la siguiente relacion:

T +eAT T eAT y
J.[[\..\'(r) + f_\.r.\"(f)idt = f {f\ - :[—[f\ }\'(f)(lz + [f),' g X(T) (33)
0 0

Finalmente, reemplazando (33) en (32), D(0) seria igual a:

D)= | {/ -4 Iy }x(wdz el T+ AT 34y
0 A dt” ¥ = =1
Con el objeto de establecer una condicién general para la solucién del pro-
blema, independientemente de la trayectoria que tome x(t), es necesario
despejar el término x(T'). Para ello, se debe determinar en el instante T
cémo se relaciona dicho término con el valor final y (T) y el horizonte de
tiempo “T”. En el Grifico No. 2.5 se puede apreciar dicha relacién. La
senda Optima y"(t) presenta el valor terminal y (T), mientras que la senda

14, Verel Anexo A al final del capitulo.
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factible, que cumple con la relacion (29), posee el valor terminal y(T +
€AT). La diferencia entre la condicion final de y(t) e y (t) puede ser defini-
da del siguiente modo:

vy = (T +€eAT)~ ¥ (T") (35)

Grafico No. 2.5

A
y(t)
<“«—— y(T'+gAT)
«— y'(T)
+— eX(T)
0 T T+eAT 1

Por otro lado, la curva y(t) entre el instante T y (T + ¢AT) puede ser apro-
ximada mediante una linea recta con intercepto igual a y(T ) y pendiente
y (T

VT + ATy = y(T )+ " (T )eAT 56
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De este modo, para valores muy pequefos de g y reemplazando (36) en (35),
obtendremos:

eAvy = v(I) =y (T ) + ¥ (17 )eAT (37)
eAvy = ex(T )+ ev” (THAT

Avy =x(T" )+ v (THAT

XTIy =Avy — ¥ (TT)AT

Finalmente, sustituyendo (37) en (34), obtenemos la condicién de primer or-
den del problema (25):

.
ﬂf}- - i[-f\./ }.\-(z) Hfyd g By +1f =y f) o AT =0 (38)

dr
0

Una senda y*(t)€ C* satisface (38), siempre y cuando se cumpla la ecuacion
de Euler y la condicion de transversalidad:

[folerByr +1f = Yfeloy AT =0

En esta condicion se han omitido los asteriscos por simplicidad. Es importan-
te tomar en cuenta que mientras la ecuacién de Euler constituye una condi-
cion de primer orden que se debe cumplir para todo el periodo de tiempo (t g
[0, T)), la condicion de transversalidad se cumple solamente en el dltimo pe-
rfodo (t = T). Por otra parte, la condicién de transversalidad también es valida
cuando la determinacion de la condicién inicial forma parte del problema de
optimizacion.

2.2 Casos especiales de la condicién de transversalidad

Cuando la condicién terminal toma una caracteristica especifica, la condicién
de transversalidad se simplifica y es posible resolver el problema de cdlculo
de variaciones de una manera mas sencilla. A continuacién se muestran algu-
nos casos especiales de la condicidn de transversalidad.
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Caso 1.- Horizonte temporal fijo

Cuando el horizonte temporal es fijo, se cumple que AT = 0 y desaparece el
segundo término de la condicion de transversalidad. En vista de que Ayt pue-
de tomar cualquicr valor, la tnica forma de asegurar que se satisfaga (27) es
mediante la condicion:

[filr =0 (39)

El problema a resolver se representa en el Grifico No. 2.6. Debe determinar-
se simultineamente la senda dptima y ¢l valor terminal yr. En este caso, dado
que solamente el horizonte de tiempo se encuentra fijo, existe un conjunto
amplio de valores terminales factibles. En este sentido, la condicion de trans-
versalidad permite discriminar al valor terminal optimo del conjunto de valo-
res factibles.

Grifico No. 2.6

y(t)

e




58 Apuntes de Estudio

Ejemplo.- Halle la senda Gptima en el siguiente problema:

Maximizar V]y|= J.(I2 +vdr
0
sujeto a v0)=4
¥(2)y=y, (v, Libre)

En este caso, la funcion f(¢) depende s6lo de t e y(1), por lo que la ecuacién
de Euler se reduce a la siguiente condicion:

fo=2y=H,

¥

Integrando una vez esta ecuacidn diferencial obtenemos la solucidn:

. H
vy = -tr+H,
y () 5

Una constante de la senda Gptima se obticne a través de la condicién inicial
y(0) = H>= 4. La otra constante se determina aplicando la condicién de trans-
versalidad (39):

De esta manera, las constantes vienen dadas por Hy = 0 y Hy = 4. Finalmente,
la senda Optima seria:

yin=4
Con el valor terminal yr= 4.

Caso 2.- Valor terminal fijo

Cuando el valor terminal de la trayectoria éptima (yr) se encuentra fijo, Ayr
es igual a cero y se elimina el primer término de la condicién (27). Para que
se cumpla la condicidn de transversalidad, independientemente del valor que
tome AT:

[/-vf]i=r=0 (40)
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En el Grifico No. 2.7 se representa el problema a resolver. A diferencia del
caso anterior, deben determinarse la trayectoria éptima y el horizonte tempo-
ral optimo. Como se puede apreciar en ¢l Grifico, para un valor terminal da-
do existen diversos horizontes temporales factibles, y la condicion de trans-
versalidad permite determinar el valor de T dptimo.

Grafico No. 2.7

)’(U+

/(T)
} /

Ejemplo.- Halle la senda Optima en el siguiente problema:

1
Maximizar V|y] = J.(rl +yv7)dt
0

sujeto a y(0)=4
WT)=5 (T Libre)
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Al igual que en el ejemplo anterior, la ccuacién de Euler brinda el siguiente
resultado:

La constante Ha sc obticne a partir de la condicion inicial del problema y(0) =
4 = Ha. Para obtener la otra constante es necesario emplear la condicion de
transversalidad (40):

~

r 3 I N ,7"

Lt‘ - y't'y, = [12 + y'l - y'('ly')Jl - = Ll y _Jl . =0

t=T

Evaluando esta expresion en el dltimo periodo t = T, obtenemos la siguiente
relacion:

'\l
~
|
TN
o T
N———
H
(e}

En esta ecuacion, (H/2) puede tomar dos valores +T o =T. Sin embargo, como
la senda Optima debe ir de un valor inicial igual a cuatro a un valor terminal de
5, necesariamente la pendiente de la funcidn (Hi/2) debe ser positiva, por lo que
se debe cumplir que (Hi/2) = T. De lo contrario, el problema no tendria solu-
cion. Finalmente, para hallar fas constantes del problema evaluamos la trayecto-
ria Optima en dltimo periodo “T", tomando en cuenta que (H,/2) = T:

=l Ty a=T2 4 4=5

T=1
La solucion algebraica para la variable T arroja dos soluciones: T=1y T = -1.
Dado que el problema con un horizonte temporal negativo no tendria sentido, se
toma la solucion T = 1. La solucidn al problema quedaria definida por la senda:

yity=t+4

Con el harizonte de tiempo T = 1.
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Caso 3.- Curva terminal

En este caso, el valor terminal depende del horizonte de tiempo T de acuer-
do con la siguiente funcion:

Ty =d(T)

Por otra parte, la primera diferencia del valor terminal se relaciona con “T™
del siguiente modo:

AW(T) = ®(T)AT

Si reemplazamos esta relacion en la condicién de transversalidad (27) y facto-
rizamos la expresion AT, obtendriamos:

If\’ /=’I‘(D,(T)AT+ If—'\‘ :f‘] =7AT=0
LA ir @ (M + [ f=yhli=r] AT=0

Simplificando la ecuacion, llegarfamos a la siguiente condicidn de transversa-
lidad: '

fF+@(M=-y)fili=rAT=0 (41)

En el Grifico No. 2.8 se representa el problema a resolver. Como se puede
apreciar, la condicién terminal estd definida por la curva @(T).

Ejemplo.- Halle la senda con menor distancia que pase por el punto (0,1) y la
curva y(t) = 2 - 3t

El problema a resolver seria similar al de la seccion 1.2 del presente capitulo.

Debe determinarse una curva que posea la distancia minima, pero sujeta a una
condicion terminal y(T) = 2 - 3T. De esta forma, el problema a resolver seria:

.
Maximizar V|y]= _J‘,“ + ny di
0

sujeto a y0)y=1
v(T)y=2-3T
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Grifico No. 2.8

y(T)=¢(T)

Como se demostrd anteriormente, la senda Gptima viene dada por la linea
recta:

Vi =Ht+H,
El intercepto se obtiene evaluando la trayectoria optima en la condicion ini-
cial y(0) = Hy = 1. Para determinar la otra constante de la senda es necesario
evaluar la condicion de transversalidad (41). Tomando en cuenta la forma

tuncional de la curva terminal:

D(T)=2-3T

O(T)=-3

Aplicamos la condicion de transversalidad:

Iy + (@) - ¥ [ [— I+ 3=+ 37 )"] =0
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- o - 21172 L
Si multiplicamos esta ecuacién por (1 + y™)7" y tras algunas simplificacio-
nes, finalmente, llegarfamos a la siguiente condicién:

[3.\/]I;[ = 1

Dado que y” = Hj, s¢ cumpliria que 3H, = 1, con lo cual obtendriamos el va-
lor de la pendiente. Finalmente. la senda dptima quedaria definida por:

v(t) = ! +1
’ 3

En el Grifico No. 2.9 puede observarse que la senda optima es perpendicular
a la condicion terminal. Cualquier otra recta que no fuera perpendicular a la
curva terminal tiene una mayor distancia.

Grifico No. 2.9
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2.3 Aplicacién: minimizacién de costos™

Suponga que una firma ha recibido un pedido de “B™ unidades de un produc-
to. En la elaboracion del producto existen dos tipos de costos. Por un lado se
encuentra ¢l costo de produccion, que constituye una funcion cuadritica de la
cantidad producida:

Cg)= (lq“’ (a>0)

Adicionalmente existe un costo de almacenaje. El costo unitario de mantener
una cantidad inventarios (y(t)) en el periodo “t” es constante e igual a “b". De
esta forma, el costo por concepto de almacenamiento es igual a:

C,(y(t) =byt)  (b>0)

El objetivo de la firma es determinar la evolucién de la produccién e in-
ventarios que determine el menor costo total, y el periodo de produccion
“T™ optimo.

En primer lugar, es necesario plantear el problema de optimizacion en fun-
cion de una sola variable. Si consideramos que los inventarios se incrementan
en el tiempo debido al aumento de la produccion, se cumple que q = y'(t). Por
consiguiente, los costos totales de la firma quedarfan definidos del siguiente
modo:

C=C+C,=ay” +by

De esta forma, la firma deberia resolver el siguiente problema de optimiza-
cion dindmica:
1
Maximizar V][y]= --J.(ay/2 + bv)dt
0

sujeto a ¥(0)=0
w(T) = B (T Libre)

I5. Esta aplicacion se basa en Kamien, Morton L. y Nancy L. Schwartz. Dyvnamic Optimiza-
tion. The Caleulus of Variations and Optimal Control in Economics and Management, 2a. cdi-
cion, Amsterdam: North-Holland, 1991, pp. 5y 6.
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Para determinar la trayectoria Optima de la produccién y los inventarios, de-
bemos obtener las derivadas que conforman fa ecuacién de Euler:

o= b
fr="2a
d

=2ay”
i f )

Reemplazando las derivadas en la ecuacién de Euler obtendriamos la siguien-
te ecuacion diferencial:

2ay" b =0
Integrando dos veces dicha ecuacion, llegamos a la siguiente solucién:

. b ,
y@)y= t"+Ht+H,
4a ”

Para hallar una de las constantes de la senda Gptima, evaluamos la funcién en
la condicion inicial y(0) = Hy = 0. La otra constante puede hallarse a través de
la condicién de transversalidad (40):

=31, =l vo)- 2w, =l -n] =0

Reemplazando la trayectoria Gptima en la condicion anterior obtendriamos:
L o
D )
a ~t+H, | b ~1P+Hi+H, =0
2u 4a
=T
Simplificando la ecuacion anterior se obtiene que H, = 0, por lo que la senda

Optima serfa:

. b,
y (1) = -—1t-
y o) 4a

ALY

El horizonte de tiempo 1
y(T) = B, de este modo:

se halla evaluando y (1) en la condicién final
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En la realidad, la variable “T” ticne dos soluciones; sin embargo, al ser uno
de los valores negativo, se descarta dicha solucion. Como se puede apreciar,
el horizonte de tiempo depende de todos los pardmetros del problema. Cuan-
do se incrementa el pedido de produccion "B o el coeficiente de la funcion
de costos “a”, la estrategia Gptima seria incrementar el periodo de produccion
para incurrir en menores costos. Por otro lado, cuando se incrementa el costo de
almacenaje, resulta conveniente cumplir con el pedido en un menor tiempo.

A continuacion se desarrollardn las condiciones de suficiencia del cdlculo de
variaciones, las cuales permiten determinar si la senda dptima hallada maxi-
miza 0 minimiza el funcional objetivo V]y].

3.  Condiciéon de segundo orden

En los problemas de optimizacion estitica, ademds de la condicion de primer
orden, es necesario contar con una condicion de suficiencia que determine si
el punto estacionario hallado determina un valor minimo o mdximo de la fun-
cion ()bjctivol('. Para ello se evalida la concavidad o convexidad de la funcién
objetivo. En el cdlculo de variaciones ocurre lo mismo. Es necesario evaluar
la concavidad de la funcion intermedia f(t, y, y*), para definir si la senda
hallada resuelve un problema de maximizacion o minimizacion.

3.1 Condicion de segundo orden

Si la funcién f(t, y, y’) es concava (convexa) respecto a (y, y”) entonces:
a) La ecuacion de Euler es suficente para la maximizacién (minimizacién)
de V]yl, cuando la condicién terminal (T, yy) es fija.

b) La ecuacion de Euler junto con la condicion de transversalidad son sufi-
cientes para la maximizacién (minimizacién), cuando la condiciéon termi-
nal (T, yy) es libre.

16. Puede haber dos puntos que pueden no cumplir necesariamente la condicion de sufi-
ciencia. pero aun asi son Optimos.
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Demostracion

Dada la senda Gptima y (1), una senda factible y(1), el horizonte temporal fijo
“T”, y el valor terminal fijo “yy”, una funcion intermedia f(*) concava cumple
con la siguiente relacion'

.

FE R e X (PR S A (IO TR ,v‘)+/‘_‘,/(z.y‘.,\"”)()' -y (42)
Considerando que la senda factible se encuentra definida segin (8), entonces
(42) se reduciria a la siguiente expresidn:

SUyy Y= [y YOS Lyt e + [yt v e (43)

Al integrar ambos lados de la desigualdad entre el periodo t=0y t =T se ob-
tiene:

1

Vivi=V]y'i< FJ‘[/\ 6y v+ foay " ),\"(r)](lz (44)

Q

Al ser y*(t) la trayectoria Optuma, se satisface tanto la ecuacion de Euler como
la condicion (11), de tal forma que el lado derecho de la desigualdad es igual
a cero:

VIyI<VIy') (45)

De esta manera, al ser {(*) concava, se asegura que Ja senda Gptima y~ genera
el mdximo valor posible del funcional objetivo V[y']. Si la tuncién f(+) fuera
estrictamente concava, las desigualdades (42) a (45) se cumplirian estricta-
mente y la senda Optima hallada darfa como resultado un dnico maximo abso-
luto del funcional objetivo. El lector puede demostrar que cuando el valor
terminal de la senda Gptima es libre, se llega a un resultado similar a (45)".
En este altimo caso, cuando la funcién intermedia es concava, tanto la ecua-
cion de Euler como la condicion de transversalidad son condiciones suficien-
tes para la maximizacion del funcional objetivo.

[7. Verel Anexo B al final del capitulo.
18, Es necesario emplear la condicion (33) para establecer la equivalencia en los resultados.
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3.2 Condiciones de concavidad

Basicamente existen dos formas de evaluar la concavidad de la funcion f(e).
Una de ellas es evaluando los menores principales de la matriz Hessiana de la
funcion intermedia, para determinar si es definida negativa o positiva. El otro
método consiste en hallar las rafces caracteristicas de la matriz Hessiana. A
continuacion se detallan ambos procedimientos.

Método de los menores principales

Dada una funcion f(t,y.y "), la matrniz Hessiana A:

Cfoo f
A ___! f\\ k4 <\¥ i
f‘\"\' f\\ J
y sus menores principales Ay y Az
A= fo = f
o [
Ay =0 T = fafy — fute
. [f\'\ f\.\ o ) ) .

La funcion f(t, y, y7) es concava si la matriz A es semidefinida negativa (A <0y
A2 = 0), y estrictamente concava si es definida negativa (A1 < 0y A>> 0). Por
otro lado, la funcidn es convexa si A es semidetfinida positiva (A;>0y A>=0), y
estrictamente convexa si es definida positiva (A1 > 0y A2> 0).

Ejemplo.- Evalie la condicion de segundo orden del problema desarrollado
en la seccidn 1.3 de este capitulo.

En el problema de extraccion Optima de recursos naturales, la funcién f(t, vy,
y’) estd definida por:

ft, v, ¥) = Ln(y)

La matriz A de la funcidn de beneficios serfa:
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y sus menores principales A1y Az

sf et
¥ ¥
1

A=l -0
0 0

Los menores principales cumplen con la condicion A< 0y A>= 0, por lo tan-
to, la funcién de beneficios es concava. De esta forma se cumple la condicion
de suficiencia, y se comprueba que la Ecuacion de Euler resuelve el problema
de maximizacion del funcional objetivo.

Método de las raices caracteristicas

Dada una funcion (t, y, y7), la ecuacion caracteristica p(r) cuyas raices son r
Yy ra:

faomr fu |

p(r) :| fon fo- r!

(f\";’ - /A)(fw - '.) - f\;\"fx"r =0

La funcion f(t, y, y) es concava siry <0y r2< 0, y estrictamente céncava si ry
<0y r2<0. Asimismo, la funcion f(t, y. y*) es convexasir; >0y > 0, y es-
trictamente convexa sir; > 0y ra> 0.

Ejemplo.- Evalie la condicion de segundo orden del problema desarrollado
en la seccion 2.3.

En este problema, f(t, y, y”) estd definido del siguiente modo:
[y y)y=ay? +by
A partir de la funcion de costos se plantea la ecuacion caracteristica p(r):

L 04; ==r(2a-r)=0

)
Py =| (o -1
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Las raices caracteristicas ry = 2a y ry= 0 satisfacen la condicion ;> 0y r; >
0 por lo tanto. la funcion es convexa. El problema cumple con la condicidn
de segundo orden; y de esta forma, la ecuacién de Euler y la condicion de
transversalidad resuelven el problema de minimizacion del funcional obje-
tivo. En la seccion 2.3 se multiplico por (-1) la funcién objetivo y el pro-
blema de minimizacion se convirtié en uno de maximizacion. Si bien dicho
artificio altera la condicion de segundo orden, no ocurre lo mismo con el
resultado del problema.

4. Horizonte de tiempo infinito

En esta seccidn se desarrollard un problema mds general de cdleulo de varia-
ciones, tomando en cuenta un horizonte de tiempo infinito, y un valor termi-
nal libre de la senda y(t). En este sentido, el problema a resolver es el siguien-
te:

Maximizar Vivl= J.f(l. (), y())de (46)
0
sujeto a ¥(0) = vy (vodado)

El supuesto de un horizonte temporal infinito es razonable cuando se con-
sidera el caso de agentes que enfrentan decisiones de muy largo plazo. Por
ejemplo, podemos pensar una situacién en la cual una compaiia planea in-
vertir en un proyecto de gran escala, y para recuperar el capital invertido
necesita un amplio periodo de operaciones. De esta forma, la empresa pue-
de ejecutar el proyecto teniendo en cuenta un horizonte temporal infinito.
También podria pensarse en el caso de una familia que desee maximizar
sus utilidades futuras descontadas®. Si consideramos que esta familia valo-
ra el bicnestar de las generaciones futuras, tomaria sus decisiones de con-
sumo, ahorro o inversidn con un horizonte temporal infinito, de tal forma
que efectivamente asegure un nivel determinado de bienestar para sus des-
cendientes. En algunos casos es mds realista un periodo de tiempo infinito,
no obstante, ello podria implicar que la integral del funcional objetivo no
converja, y por ende, que no exista una Gnica solucion al problema. A con-
tinuacion se explicardn algunas condiciones bajo las cuales se asegura la
convergencia en el problema (40).

19. Considerando una funcion de utilidad similar a la presentada en la ecuacién (5) del pri-
mer capitulo.
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4.1 Condiciones para la convergencia del funcional objetivo

La dificultad para resolver (40) radica en que la integral del funcional objeti-
vo €$ impropia, y podria tomar un valor infinito:

J‘\/A(f,_\",}”)(/f —» oo 47)
0

Aparentemente, una condicion que podria superar este problema es que la
funcion f(*) converja a cero cuando el tiempo tiende a infinito:

Lim f(1,y,y)=0 (48)

100

Sin embargo, la condicion (48) no garantiza una solucién. Veamos porqué
mediante un ejemplo. Considere la siguiente funcion que depende del tiempo:
f(t) = l/t. Claramente se puede apreciar que esta funcion en el infinito tiende a
cero:

1
Lim =0

t—eo t

Sin embargo, al evaluar la integral impropia de la funcién, obtenemos el si-
guiente resultado:

o

J.-l-(lt = Lim[Ln(D)]; — =
!

bh—oreo

0

De esta forma podemos apreciar que la condicién (48) no implica la existen-
cia de una solucion al problema. A continuacion se plantean dos condiciones
suficientes que aseguran la convergencia del funcional objetivo.

Condicién 1
Dada la integral impropia de la funcion objetivo V[y], si la funcion f(*) posee

un valor finito hasta el periodo de tiempo “T”, y posteriormente toma un va-
lor igual a cero y se mantiene constante, entonces la integral converge.
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Demostracion

La integral impropia de la funcién objetivo puede descomponerse en la suma
de dos integrales:

J.f(t, v, ¥ )dt = J.f(r, v, v)dr + J‘f(r, v, v )dt (49)
0 0 T

Si consideramos que la funcidn f(¢) es 1gual a cero a partir del perfodo “T”,
entonces la segunda integral seria igual a cero. con lo cual la mtegral impro-
pia se reduciria a una propia:

oo T

J‘f(r, o V)l = j £ty ¥t (50)

0

0
De esta forma, se asegura la convergencia de la integral.

Condicion 2

Si la funcién f(+) es descontada a través del factor e (donde p > 0), y posee
en todo el horizonte de tiempo un valor menor o igual a “M” (M < o), enton-
ces la integral converge.

Demostracion

La funcion f(e) tiene una cota superior igual a *“M”, por tanto se cumple la si-
guiente desigualdad:

ft, vy, y)e " <Me™ (51)

Si integramos ambos lados de la desigualdad obtenemos la expresion:

J‘f(r,y, yhe Pdr SfMe"”dr (52)
0 0
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Al desarrollar la integral del lado derecho de la desigualdad. se llega a la si-
guiente condicion:

oo

J.f(l,\\', _\")('_“’(IIS% (53)
0

De esta forma se asegura que la integral no exceda el limite superior (M/p) y,
por lo tanto, que exista una convergencia.

4.2 Condiciones de primer y segundo orden

Cuando el horizonte de tiempo es infinito, la ecuacion de Euler y la condicién
de scgundo orden siguen siendo vilidas para la resolucion del problema de
cdleulo de variaciones. Sin embargo, la condicidn de transversalidad se modi-
fica ligeramente. En lugar de evaluar la expresion (27), es necesario emplear
la siguiente condicidn:

Lim{(f = Vfy | AT 11, 1ep Avy) (54)

T —eo

Como el horizonte T es infinito, la expresion AT es distinta de cero; por
tanto, debe cumplirse la condicion:

Lim{ f — »'f\ [=0 (55

oo

Si el valor terminal de la senda dptima no estuviera especificado, al igual que
en ¢l problema (40), adicionalmente debe cumplirse:

Linz[f‘\.f }=0 (56)

[ —e0

Por el contrario, cuando se especifica un valor terminal de la senda y(t), tam-
bién denominado meta asintética, en lugar de la condicién (56) puede em-
plearse la siguiente:

Limy(t) =y, (57)

1—5e0
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Donde y., constituye un niimero real. A continuacion analizaremos un ejem-
plo para el caso de horizonte temporal infinito.
Ejemplo.- Halle la senda Gptima en el siguiente problema:

oo

Minimizar Vivl= '[e‘!” (¥ +av+by +cy2)dt
0
sujeto a yO)y=d (a.b,c.d.p>0)
Para resolver este problema debemos aplicar los tres conceptos desarrollados

a lo largo del capitulo: la ecuacion de Euler, la condicion de transversalidad y
la condicidn de suficiencia.

En este caso. al existir un factor de descuento, la ecuacion de Euler relevante
es la (18). Las derivadas que conforman la ecuacién de Euler son:

f,=2v+a
fr=2cV'+b
T
dt

Reemplazando estas derivadas en la ecuacién (18) obtendriamos una ecua-
cion diferencial de segundo orden:

2v+a=2cy" - pRey +b)

» ;o a+ pb
Vi —oy=p
¢ 2c

La ecuacion caracteristica del problema es la siguiente:

rz—pr— l =0
¢

cuyas raices ry y rz son iguales a:




N
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Notese que el término de la raiz cuadrada. en valor absoluto, posce un valor
superior a (p/2); por lo tanto, una de las raices es positiva y mayor que p (r; >
p > 0) y la otra es negativa (r2 < 0). Por otra parte, la integral particular serfa
la siguiente:

Dado que los pardmetros a, b y p son positivos, la integral particular es
negativa (k < 0). Finalmente, la solucion general al problema vendria da-
da por:

farob
2

yiy=He" +H,e"

Las constantes del problema, Hy y Ha, pueden obtenerse a partir de las condi-
ciones (55) y (50). y de la condicion inicial y(0) = d. La condicion (56) apli-

. 20
cada a este problema serfa igual a™:

Limje " (2¢y’+b)]=0

11—

Reemplazando la senda Sptima y*(t) en la condicion de transversalidad, obte-
nemos:

Lim[2crH e -9+ 2¢r,H e 0+ be 7 | =0
~>00

En esta condicidn existen tres términos exponenciales. Los dos dltimos térmi-
nos convergen a cero, puesto que los exponentes (r-p) y (-p) son negativos;
sin embargo, ¢l exponente del primer término (ri-p) es positivo, con lo cual
dicha expresién podria divergir conforme el tiempo tienda a infinito. Para que
ello no suceda, la constante Hy debe ser igual a cero, con lo cual se cumpliria
la condicion (56). El lector puede comprobar ficilmente que al evaluar la

20. En este caso. al aplicar la condicion de transversalidad se considera como una sola fun-
cion a f(+), multiplicado por el factor de descuento ¢t
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condicion (55) se Ilega al mismo resultado (H; = 0). Para hallar la otra cons-
tante H» evaluamos la senda Optima en la condicion inicial y(0) = H2 - (a +
pb/2) =d, con lo cual la solucion final serfa:

2

La condicion de segundo orden del problema se verifica evaluando la matriz
Hessiana de la funcion intermedia f(e):

(2(' o 0 —l
L 0 2ce ’”J

Dado que los menores principales de la matriz son ambos positivos, la matriz
es definida positiva y, por lo tanto, la funcién intermedia es convexa. En este
sentido se cumple la condicion de segundo orden y se asegura que la senda
Optima minimiza el funcional V|y].

4.3 Diagrama de fase

En todos los ejemplos desarrollados hasta el momento, se han hallado solucio-
nes cuantitativas al problema de cdlculo de variaciones con horizonte infinito.
Es decir, a través de la ecuacion de Euler se ha obtenido fa forma funcional de
la trayectoria Optima. Sin embargo. en algunos casos, la ecuacion de Euler arro-
ja una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden, a partir de la cual no es
posible derivar la senda 6ptima de manera analitica. En estas situaciones resulta
conveniente emplear un diagrama de fase, a partir del cual es posible determi-
nar la dindmica de las variables analizadas y el punto de equilibrio hacia el cual
convergen en el infinito, también conocido como estado estacionario. A conti-
nuacion se explicard la téenica del diagrama de fase.

4.3.1 Diagramas de fase de una variable

El paso inicial para la elaboracién de un diagrama de fase de este tipo es co-

nocer una relacién entre a variable y su tasa de cambio con respecto al tiem-
b

. . <. e . P 21
po. mediante cualquier ecuacion diferencial auténoma™ :

dY/dt =Y = f{Y)

21, Llamamos auténoma a una ecuacion diferencial, cuando el tiempo no aparece en forma
explicita como argumento de la funcién dY/dt = ((Y).
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La funcion f(Y) puede presentar cualquier forma (lineal o no lineal); ademas,
es posible graficarla en un plano cartesiano con ejes dY/dt e Y. La represen-
tacion grdfica de f(Y) es denominada curva de fase. Para entender el meca-
nismo del diagrama de fase debemos conocer la dindmica de los diversos
puntos implicados en el mencionado plano cartesiano. Para tal fin, conside-
remos el Gritico No. 2.10.

Grafico No. 2.10

day 4
aA
<
C »
Y
B

La posicion del punto A hard que éste tienda a moverse de izquierda a dere-
cha, es decir, en la direccién en la que Y crece. Esto se debe a que estd ubica-
do en el cuadrante donde dY/dt > 0; el signo positivo de esta derivada implica
que conforme pasa el tiempo, la variable (representada por el eje de abscisas)
aumenta, dando asi la explicacion al movimiento del punto. El punto B se
comporta de manera contraria a A, ya que en ese cuadrante dY/dt <0 ¢ Y de-
crecerd ante un incremento en la variable temporal, por lo que se describe un
movimiento de derecha a izquierda. El dltimo caso involucra al punto C. No-
tese que €ste se encuentra sobre el eje horizontal, donde dY/dt = 0. Este punto
representa lo que se conoce como un estado estacionario (t — eo) porque no
describe movimiento alguno. De esto podemos concluir que estamos frente a
un posible punto de equilibrio™, cuando la variable adquiere un estado estati-
co (Y =0).

22, Posteriormente veremos que la condicion dY/dt = O no involucra necesariamente un
punto de cquilibrio. Tal es el caso mostrado en ¢l Grifico No. 2.13.
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Luego de comprender la dindmica que toma una variable ante los distintos
comportamientos de sus cambios con respecto al tiempo, podemos distinguir,
de manera cualitativa, tres tipos de trayectorias mostrados en los Grificos
Nos. 2.11,2.12 y 2.13.

En el primer caso. el punto "a" es un equilibrio dindmicamente inestable, por
lo que puede concluirse que la trayectoria Y diverge. Resulta interesante dar
cierto énfasis a las condiciones iniciales de esta trayectoria: si empezamos en
el equilibrio, es decir Y, = a, la dindmica hard que nos alejemos, cada vez
mds, con el paso del tiempo y que no sea factible “retornar” a este equilibrio;
si Y9 > a, tendremos una funcién creciente en todo momento y, por el con-
trario, si Yo < a, la funcidn serd decreciente.

Grafico No. 2.11
dYT Y
dt
fY) 4
a

e
» —_\
/a Y 0 T

Por otro lado, el punto "b" en el segundo caso representa a un equilibrio di-
ndmicamente estable. En tal caso, si Y, = b, la dindmica hard que siempre se
mantenga este punto; si Y, # b, se dard un desplazamiento a lo largo de la
curva de fase que nos llevard, finalmente, al equilibrio.



Cilculo de variaciones

79

Grafico No. 2.12

dy+ Y¢
dt
b
\\ b e
Y 0 1
f(Y)
Grafico No. 2.13
dY 4 Y4
dt
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De los dos casos anteriores podemos obtener una conclusién importante, que
involucra a la pendiente de la curva de fase: si ésta es negativa (dY'/dY < 0),
aseguramos la estabilidad dindmica de la variable; si es positiva (dY’/dY >
0), tratamos con inestabilidad dindmica®.

El tltimo caso presenta dos puntos en Y’ = 0. Estos no representan puntos de
equilibrio, ya que son las cotas de una trayectoria fluctuante. Este tipo de
movimiento se debe a que nos podemos situar tanto en la zona donde Y’ > 0
como en la que Y’ < 0. Ademds podemos apreciar que dY’/dY es indetermi-
nada, hecho que descarta a ¢ y a ¢’ de ser puntos de equilibrio.

4.3.2 Diagramas de fase de dos variables

Hasta el momento hemos resaltado que es posible evaluar cualitativamente
cualquier variable dinimica mediante la elaboracion de un diagrama de fase.
Del mismo modo, podemos analizar sistemas de ecuaciones diferenciales. A
continuacion trataremos el enfoque grafico—cualitativo de un sistema de pri-
mer orden y auténomo, definido como:

X'(t) = dX/dt = fiX,Y)
Y'(t)= dY/dt = g(X, Y)

Recordemos que al resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, las tra-
yectorias de las variables involucradas se caracterizan por mostrar las mis-
mas raices. De esta manera, si una variable converge (o diverge) en el largo
plazo a su solucidn particular, la otra también lo hard, por lo que el andlisis
puede resumirse de manera integral a la convergencia (divergencia) del sis-
tema.

Como en el caso de una sola variable, el diagrama de fase de dos variables es
realizado sobre un plano cartesiano donde los ejes estdn dados por las varia-
bles dindmicas, mas no por sus tasas de cambio (X e Y, no X’ e Y’). En los
Grificos No. 2.11 y 2.12, los equilibrios estidn dados por puntos que hacen
que Y' = 05 al incrementar el nimero de variables, el equilibrio del sistema

23.  Esto puede comprobarse facilmente con una ecuacién diferencial lineal, de primer orden
y con término constante Y' + aY = b, donde la trayectoria final estd dada por

- ] w b ) . . }
Yoy = (Yo — s + e Cuando t — « (largo plazo), ésta converge si ~a < 0y diverge en el caso

caso contrario, -a > 0. Si consideramos que dY'/dY = -a, llegaremos a los mismos resultados.
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estd dado, por ende, cuando ambas variables alcanzan sus respectivos estados
estacionarios. Esta situacion puede ser graficada: los estados estacionarios de
las variables generan las curvas de fase (X' =0 e Y’=0) y la interseccién de
ambas, el punto de equilibrio intertemporal del sistema (las curvas de fase,
representadas por AX, Y) =0y g(X, Y) =0, nos proporcionan relaciones en-
tre las variables (involucradas en los ejes) que podemos graficar sin mayor
complicacién™).

Al cruzarse las curvas de demarcacién o de fase en el punto de equilibrio (X’
=Y’ = 0), el espacio de fases se dividide en cuatro regiones distintas. Fuera
del equilibrio, alguna variable o ambas reportan cambios con el tiempo en las
direcciones que indiquen las derivadas temporales™ (parciales) 9X’/9X,
dY’/8Y o bien, como manera alternativa, las derivadas cruzadas 9X’/9Y,
0Y’/9X. Estos movimientos generan las trayectorias de fase o sendas de fuse
del diagrama™ (que pueden ser graficadas) y las combinaciones de ellas gene-
ran diversos tipos de equilibrios: nodos, puntos de silla, focos y vértices. Ca-
be resaltar que, segin su forma funcional, las curvas de fase pueden determi-
nar mds de un punto de equilibrio; cada uno de ellos tendrd, consecuentemen-
te, las mencionadas cuatro regiones y pueden corresponder a distintas
categorias”.

Para explicar la elaboracién del diagrama de fase de dos variables, asi
como la naturaleza de los equilibrios, consideremos el siguiente ejemplo,
del cual desprendemos seis casos particulares™ ilustrados en el Grifico
No. 2.14.

24. De la misma forma que cl diagrama de fase de una variable, para atribuir aspectos cuali-
tativos a un sistema de ecuaciones diferenciales, no neccsitamos mds que un esbozo o una
aproximacién grafica. Por ello, es importante recordar la regla de la derivada de una funcién
implicita (las curvas de fase toman esta forma: f(*)=0):

dY/dX = - Qf(°YoX) (QfHY) = - fx / fy

25. La interpretacién de las derivas temporales es conocida: la variacion de la tasa de cam-
bio de una variable (Z' 0 Y’) ante una variacion en fa misma variable (Z o Y).

26. Estas trayectorias pueden desplazarse de una region a otra sin mayor complicacion, y asi
adoptar diversos movimicntos.

27.  El andlisis de estos casos es esencialmente el mismo que el explicado en esta seccion.

28. Existe una mayor cantidad de casos que el lector puede desarrollar y evaluar por su
cuenta.
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Definimos un sistema diferencial lineal: Z'=flY,Z)=aZ + bY + I
Y =gV, Z)=cZ+dY +k

Las curvas de fase son representadas por dos rectas, con pendientes —b/a para
2’ =0y-d/cparaY’ =0:

2 =07aZ+bY+h=0"Z=-blaY-l/a
Y'=0>cZ+dY+k=0"Z=-dlcY-Iklc

Ademis, 0Z'/0Z = fr=a oYY =gr=d

Una vez determinadas las curvas de demarcacidn, las graficamos en un plano
YZ y determinamos el equilibrio: (Y*, Z*) = [(hc - ak)/(ad - bc), (bk -
hd)/(ad - bc)].

Caso(a):a>0,b<0,c>0,d>0

De estas condiciones, vemos que Z’ = 0 constituye una recta de pendiente po-
sitiva mientras que Y’ = 0, de pendiente negativa. Examinemos cuidadosa-
mente el origen de la dindmica en el Grifico No. 2.14 (a). Al ser 9Z’/9Z = a >
0, apreciamos que conforme aumenta Z (zona superior a la curva de fase Z’ =
0) su variacién con el tiempo también lo hace; por ello, trazamos dos flechas
(una en cada region involucrada) de abajo hacia arriba. Andlogamente, dibu-
jamos un par de flechas en direccién opuesta (de arriba hacia abajo) en las
dos regiones restantes, ya que en ellas Z” disminuye, por lo que Z también lo
hard. Este movimiento vertical se debe exclusivamente a que la variable Z re-
presenta al eje de las ordenadas.

Centrémonos ahora en movimientos horizontales. Tenemos que 9Y'/9Y =d >
0, por lo que al ser positiva la variacién temporal de Y (zona superior a Y’ =
0), Y aumentard, lo que describe movimientos de izquierda a derecha en las
regiones correspondientes. En las regiones restantes, por simetria, los movi-
mientos serdn contrarios. De esta forma, hemos determinado el comporta-
miento que adoptard cada variable en cada zona de fase y, de esa forma, las
trayectorias. Un simple vistazo al Grifico No. 2.14 (a) nos sugiere que el
punto de equilibrio es inestable. Efectivamente, se trata de un nodo inestable.
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Grafico No. 2.14
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Caso(b):a<0,b>0,c>0,d<0

En este caso, las pendientes de ambas curvas son positivas. Ademds supon-
gamos que ~b/a > - d/c, hecho que hace que Y’ = 0 sea mds inclinada que
2 =0.

Tenemos que 9Z'/9Z < 0y 9Y’/9Y < O, por lo que encontramos relaciones
inversas entre las variables y sus tasas de cambio: al ser positiva Y’ (zona in-
ferior de Y’ =0), Y disminuird y al ser Z’ positiva (zona inferiorde Z’' = 0), Z
también se verd reducida. Podemos percatarnos que tratamos con un equili-
brio estable (Grifico No. 2.14 (b)), ya que todas las posibles trayectorias
tienden a éste (grificamente, las flechas “sefialan™ al punto de interseccion).
Formalmente, en este caso se presenta un nodo estable.

Tanto en el caso (a) como en el (b), hemos catalogado a los equilibrios como
nodos. Un nodo es un equilibrio tal que las posibles trayectorias fluyen de
manera directa hacia él (estable, Grifico No. 2.14 (b)) o hacia fuera de €l
(Gréfico No. 2.14 (a)).

Caso (¢):a<0,b>0,c>0,d >0 (queda de tarea para el lector)
Caso(d):a>0,b<0,c<0,d<0

En estos dos casos (Grifico No. 2.14 (¢) y (d)). se presenta un punto de silla como
equilibrio. Puede considerarse al punto de silla como un equilibrio que presenta
dos comportamientos: es estable en un par de trayectorias (las ramas estables), que
fluyen directa y consecuentemente al equilibrio, e inestable en otro par. Por esta
caracteristica particular, el punto de silla es calificado como inestable.

En el Grifico No. 2.14 (¢) y (d), las lineas que atraviesan el equilibrio son
denominadas sendas de ensilladura y estin compuestas por el conjunto de
trayectorias convergentes del sistema. Por ello, con el fin de obtener un sis-
tema estable, las condiciones iniciales de éste deben ubicarse sobre la senda;
de lo contrario, las trayectorias serdn divergentes y el sistema, inestable.

Caso(e)ia<0,b>0,c<0,d<0

En el Gréfico No. 2.14 (e) se presenta un foco estable. Este equilibrio se ca-
racteriza por contar con trayectorias que se aproximan (estable) o se alejan
(inestable) del estado estacionario del sistema de manera ciclica, describiendo
grificamente una espiral al cruzar de una zona a otra. Es asf como Y y Z son,
en este caso, trayectorias fluctuantes.
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La posicion e inclinacién de las curvas juegan un rol importante, ya que de-
terminan la estabilidad o inestabilidad de la trayectoria; pero en cualquiera de
estas situaciones su pendiente en los puntos de cruce serd infinita (en Y’ =0,
puesto que se establece un movimiento perfectamente vertical) o cero (en Z’
= 0, movimiento perfectamente horizontal).

Caso (f):a=0,b<0,c<0,d=20Yy, para efectos practicos, 1 >0,k <0

Notemos que los nuevos valores de los pardmetros cambian la forma de las
curvas de fase (dejan de ser rectas): Z” = 0 es una linea vertical e Y’ = 0 es
una funcién constante:

Z=0"Y=-b
Y'=02>Z=-kk

En este caso, las derivadas que hemos utilizado hasta el momento no nos pro-
porcionan ninguna informacién dindmica (9Z'/0Z = 9Y’/9Y = 0), por lo que
recurrimos al uso de las derivadas temporales cruzadas: ya que 9Z°/9Y =b <
0, vemos que conforme Y aumenta (a la derecha de Z’ = 0), Z varia negati-
vamente, por lo que trazamos en esa zona flechas de arriba hacia abajo; por
otro lado, dibujamos flechas de izquierda a derecha en las regiones sobre Y’
=0,yaque 9Y'/9Z=c>0.

Apreciamos que el equilibrio es rodeado por trayectorias que forman circu-
los o espirales concéntricas a través de un movimiento perpetuo. Este tipo
es conocido como vdrtice (0 centro) y puesto que el equilibrio es inalcan-
zable (con una excepcion: (Y, Zo)) = (Y*, Z*)), es automdticamente cla-
sificado como inestable. De esta forma, las trayectorias Y y Z son simila-
res, individualmente, a la mostrada en el Grifico No. 2.13: fluctuantes pero
de manera uniforme.

A manera de conclusién, confirmamos la idea de que el diagrama de fase
constituye una herramienta Gtil para atribuir aspectos cualitativos a las
variables dindmicas. Sin embargo, tiene ciertas limitaciones: por ejem-
plo, no puede determinar la rapidez o aceleracidn con que las trayectorias
convergen o divergen; asi como, resulta complicado analizar con mayor
detalle el comportamiento que éstas toman sin considerar el equilibrio de
largo plazo.
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4.3.3 Aplicacién: explotaciéon éptima de peces”

Suponga que una poblacion de “N(t)” peces en un cierto lago, crece a la si-
guiente tasa:

N'(t) = aN(t) - bN*(1) (a,b>0)

en ausencia de actividades de extraccion. En una comunidad cercana al lago
se consume una cantidad “C(t)” de pescado, que brinda una utilidad igual
“UC)” (UYC) > 0, U(C) < 0) y altera el crecimiento de la biomasa de la
siguiente forma:

N'(t) = aN(t) - bN*(t) - C(1) (a,b>0)

El objetivo de la comunidad es maximizar las utilidades futuras descontadas a
la tasa p:

o

VIC] = J.e"”U (C)dt

0

Considerando la poblacién actual de peces Ny = a/b, y la ecuacién que explica
el crecimiento de la poblacién de peces, el problema de cdlculo de variacio-
nes a resolver serfa el siguiente:

=)

Maximizar VIN] = J.e"”U(aN —bN? = N')dr

0

sujeto a N(QO) = Z

29. Esta aplicacién fue tomada de Kamien, Morton I. y Nancy L. y Schwartz, op. cit., p.
183. Dicho problema estd basado en el trabajo de Clark, Colin W. y Gordon R. Munro, "The
Economics of Fishing and Modern Capital Theory: A Simplified Approach”, en Journal of En-
vironmental Economics and Management, Academic Press, 1975, pp. 92-106.



Cilculo de variaciones 87

En primer lugar, para elaborar el diagrama de fase que permita obtener una
solucién cualitativa del problema debemos emplear la ecuacién de Euler. Las
derivadas que conforman la ecuacién son las siguientes:

Yl dcC v
Uy =U"(CYy="- =U(C)a-2bN
N ( )dN ()X )
dc
dN'
iU =-U"CHY’
da v o

Uy =U(0) =-U"(C)

Al reemplazar las derivadas en la ecuacion de Euler (18) obtenemos:

U(C)a-2bN) =-U"(C)C"+ pU'(C)

La ecuacion de Euler y la ecuacidn de comportamiento de la poblacién de pe-
ces, conforman el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineal de
primer orden:

C = U(c)

=9 N —at
vy PN TP

N =aN -bN* -C

Para construir el diagrama de fase es necesario establecer las curvas de de-
marcacion, que representan el conjunto de puntos para los cuales las variables
del problema se mantienen constantes o estacionarias. Estas curvas se obtie-
nen estableciendo las condiciones C"= 0y N” = 0 en el sistema de ecuaciones
diferenciales. Al fijar C” = 0 en la ecuacién de Euler, obtenemos la curva de
demarcacién:

N=4TP
2b

Por otra parte, al establecer N” = 0 en la ecuacién de comportamiento de la
biomasa, obtenemos la otra curva:

C =aN -bN’
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Ambas ecuaciones de demarcacion determinan el diagrama de fase presenta-
do en el Grifico No. 2.15.

Para hallar la dindmica de las dos variables, es necesario analizar su compor-

tamiento en cada una de las cuatro dreas delimitadas por las curvas de demar-

cacion. La dindmica del consumo se obtiene a partir de la derivada parcial de

la primera ecuacién diferencial (C7) con respecto a la poblacion de peces (N):
I _UC) 5,
IN  U(C)

Grifico No. 2.15

t;“l v ? N‘=0

0 (a-p)/2b /2b b N

Dado que la funcion de utilidad presenta una utilidad marginal del con-
sumo positiva y decreciente (U(C) > 0, U(C) < 0), el ratio de la prime-
ra derivada de la funcién sobre la segunda derivada serd estrictamente
negativa, con lo cual la derivada parcial analizada también es negativa.
La relacion existente entre C”y N implica que conforme se incremente N,
la derivada del consumo con respecto al tiempo (C*) disminuird, asi como
el nivel de consumo. En vista de que a lo largo de la curva de demarca-
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cién el consumo permanece estacionario, al lado derecho de la curva, con
un mayor valor de N, el consumo tendrd un comportamiento decreciente;
mientras que al lado izquierdo, para un menor valor de N, el consumo se-
rd creciente. Esta evolucion del consumo puede ser representada median-
te flechas con una direccién hacia abajo, al lado derecho de la curva
(dreas IT 'y IV), y con direccién hacia arriba, al lado izquierdo de la curva
(dreas 1 y III).

Por otra parte, la derivada parcial de la segunda ecuacién diferencial (N”) con
respecto a C es negativa:

W =-1<0
aC

Siguiendo el mismo andlisis, esta condicidén implica que ante un incremento
del consumo, la derivada de la poblacién de peces con respecto al tiempo
(N") disminuird y, por ende, lo hard también la poblacién de peces. En este
sentido, en la parte superior de la curva de demarcacidn, para un mayor valor
de C, la poblacién de peces disminuird; y por el contrario, en el lado inferior
de la curva, para un valor menor de C, la poblacién de peces tendrd una tra-
yectoria creciente. La dindmica de la poblacidn de peces, en este caso, tam-
bién puede representarse mediante flechas. En la parte superior de la curva
(dreas 1 y II), el comportamiento decreciente de N se indica mediante flechas
con direccién a la izquierda; y en la parte inferior de la curva (dreas 1l y 1V),
el comportamiento creciente de la poblacién de peces se representa mediante
flechas con direccidn a la derecha.

Considerando de manera conjunta el comportamiento de ambas variables, la
dindmica del sistema quedaria determinado por flechas similares a las
manecillas del reloj, las que se encuentran incluidas en el Grdfico No. 2.15.
El equilibrio descrito en este diagrama de fase se denomina equilibrio inesta-
ble, lo cual significa que las variables C y N no siempre convergen al estado
estacionario. Si estas variables tuvieran un valor inicial que se ubicara en las
dreas I o IV, la dindmica del sistema, representada a través de las flechas,
muestra una trayectoria divergente en el tiempo. Por el contrario, si las condi-
ciones iniciales se ubicaran en un conjunto de puntos dentro de las dreas I o
HI, también denominada senda de ensilladura, las variables convergerian di-
rectamente al estado estacionario. El consumo y la poblacién de peces en es-
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tado estacionario se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones definido
por las ecuaciones de demarcacién. De esta forma, ambas variables en el
equilibrio toman el siguiente valor:

Un aspecto que llama la atencion en el problema es el nivel de consumo en
estado estacionario. A pesar de que la curva de demarcacion determinada a
partir de N” = O posee un mayor nivel de consumo para N = a/2b, éste no
constituye el punto de equilibrio del diagrama de fase. Ello se debe a la exis-
tencia de la tasa de descuento. Esta tasa, como se menciond anteriormente,
cumple la funcion de brindarle una menor ponderacién a las utilidades prove-
nientes de las generaciones futuras. En este sentido, como el agente optimiza-
dor tiene un mayor bienestar por las utilidades cercanas al presente, la deci-
sién Optima consistird en acceder a niveles altos de consumo en el presente, lo
cual ocasiona una depredacién del recurso marino y, por ende, un menor con-
sumo en el largo plazo o estado estacionario. Si la tasa de descuento fuera
muy elevada, como por ejemplo p = a, se asignarfa una ponderacién baja a las
utilidades futuras, y el consumo y la poblacién de peces serfan iguales a cero
en el estado estacionario™. Por el contrario, si 1a tasa de descuento fuera baja,
como por ejemplo p = 0, se daria igual importancia a las utilidades presentes
y futuras, de tal forma que el consumo y la poblacién de peces en el estado
estacionario tomarian el maximo valor posible determinado por la curva de
marcacion.

Ejercicios

1. Mediante la ecuacién de Euler, halle la senda éptima en los siguientes casos:

2

a Vivl= j(7,\"l)d( sujetoa  y(0)=9;,y(2) =11

o

b. V]iy]= J‘(y'2 =2y +10tv)dr  sujetoa y(0)=1;y(1)=2
0

30. Ello puede comprobarse reemplazando p = a en el consumo y la poblacién de peces en cl
estado estacionario (C*, N*).
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[e]

o

Viv] = J‘()‘l +4wW +23dt sujetoa v(0) = 2;.\'(“.,:’:—?:) =c¢+e!

v

vivl= 'i.(zyf 30 ="M sujetoa y(0) =1 ,v(ﬁj‘zz'@') =2
Viyl= I(ZW'/ +y + ¥t sujetoa y(0)=2:y(2)=2¢ +e
Vivl= j:(?y’ +0dr sujeroa y(0) =3;y(5) =8

Viyl= j:(z + v 3Vt sujetoa  y(0)=0;y(5) =3

,[.
Viv]= fe "Ln(ay — Yt sujetoa  y(0) =b;v(T)=0 (a.b,p.T >0)
0

Viy]= J.(.v: ~y3dt  sujetoa y(0) =0, y(g-) =1
[

Viyl= f(,v”e e sujetoa v(0) =2;v(4) =1
0

Mediante la ecuacion de Euler y las condiciones de transversalidad, halle
la senda 6ptima en los siguientes casos:

r
Viyl= f(ay'z +bv)dr  sujetoa y(0)=0,3(T)=c (a,b,c>0;,T libre)

0

!
V[_v[=j(ry'+y"2)cll sujetoa  v(0)=Ly(T)=10 (T libre)
0
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Vivl= J.( y.; ydt  sujetoa  y(0) =1, y(2) = y,(y, libre)
.
0
1
Vivli= J.(SOy -y =2y =yt sujetoa  y(0) =1L y(1) = y,(y, libre)
Y

Vivl= J‘(\f[l: ..v'.Z Mt sujetoa  y(0)=0,y(T)=1-T"

Una firma monopolista presenta la siguiente funcion de costos cuadrdtica:
C=0"+0+l

La produccidn de esta firma no se almacena, por lo tanto, la cantidad pro-
ducida Q siempre es igual a la cantidad demandada. Por otra parte, la can-
tidad demandada depende tanto del precio P(t) como de la tasa de varia-
cion del precio P(t):

Q=2-2Pt)+P(r)

&4[’9

La funcién de beneficios del monopolio en el instante “t” esta determina-

da del siguiente modo:

n(P,P')=PQ-C

Encuentre la trayectoria del precio que maximice los beneficios totales del
monopolio en el intervalo de tiempo [0, 5], tomando en cuenta un precio
inicial de 3 y un precio final de 6. Es decir, resuelva el problema:

5
Maximizar TI[P) = J.r[(P, Pyt
Q
sujeto a P0)=3
P(S)Y=6

Compruebe la condicién de suficiencia.
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4. Una mina contiene una cantidad "A™ de un recurso mineral. La compania
propictaria de la mina desea determinar el patrén de extraccion del recur-
so que maximice el valor presente de sus beneficios descontados a la tasa
p en el intervalo de tiempo |0, T]. Considerando que y(t) constituye las
ventas acumuladas del mineral en el periodo “t”, y(t) la extraccion en el
periodo “t", y ta funcidn de beneficios de la compaiia es igual a:

n(y)=1-e™*

a. Halle la evolucion de las ventas acumuladas y(t), la extraccion del recurso
y(t) y el tiempo Optimo “T” para explotar la totalidad del recurso “A”. En
otras palabras, resuelva el problema:

)

Maximizar Tl[y]= J.e Py Wt
0
sujero a ¥0)=0
wWI)=A

b. Demuestre que en el ultimo periodo “T”, el beneficio promedio de la
compafia iguala al beneficio marginal.

¢. Compruebe la condicidn de suficiencia.

5. Los ingresos (B) de largo plazo de una firma dependen del stock de capi-
tal de la siguiente forma:

B(k) =50k - k*

Para incrementar el stock de capital, la firma incurre en costos que depen-
den de manera cuadrdtica de la inversién realizada (i). Asumiendo que la
depreciacion es igual a cero, la inversion equivale a la variacion del stock
de capital (i = k"), con lo cual la funcion de costos serfa igual a:

Ck"y= k" +2k

De este modo, la funcidn de beneticios queda determinada por:

mlk k'y=B—C =50k —k* —k"* =2k
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a.

Encuentre la senda del srock de capital que maximice el valor presente de
los beneficios descontados a una tasa de 10 por ciento (p = 0.1) con un
horizonte temporal infinito. Considere un stock inicial de capital de 10
unidades. Resuelva el problema:

Maximizar TI[k] = J.e'o Y (k& Yt

0
sujeto a k(0)=10

Demuestre que en la inversion dptima en el periodo “t”, (i*(t)) es una frac-
cion (B) de la brecha existente entre el stock de capital vigente (k (1)) y el
nivel de capital de largo plazo (K ):

fy=plk-kn) O<p<

Construya un diagrama de fase en el espacio inversion-capital (i - k), a partir
de la ecuacién de Euler obtenida en la seccidn (a) y larelacion i = k.

Compruebe la condicidn de suficiencia.

Suponga una economia cerrada donde existe una poblacién constante
compuesta por “L” trabajadores, y el consumo per cdpita de cada trabaja-
dor es c(t). Cada individuo tiene una funcién de utilidad logaritmica (U(c)
= Lnc). Ademds, un planificador central desea determinar un plan de con-
sumo que maximice el flujo de utilidades futuras de la sociedad desconta-
das a la tasa “§™

Maximizar V[c]= J.e"“LU(c(t))clt
0

En esta economia, la produccidn se genera a partir de los insumos capital
(K) y trabajo (L) mediante una funcién de produccion Cobb-Douglas
(F(K,L) = KL"%). Por otro lado, la produccién puede destinarse a con-
sumo o a inversion con el fin de incrementar el stock de capital. De esta
forma:

F(K,L)=Lc(t)+ K’ Dado K(0) = K|,
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a.  Plantee un diagrama de fase que explique la dinimica del consumo y el
capital per cdpita en la economia.

b. Halle el valor del consumo, el capital y el producto en términos per cépi-
ta en el estado estacionario.

7. En una economia se desea maximizar el flujo futuro de utilidades de la
sociedad, descontadas a la tasa “8” (§ > 0):

Maximizar Vicl= J.() YU (e)dt

0

Si se sabe que la sociedad tiene una funcién de utilidad logaritmica
(U (¢) = Ln(c)) y que el consumo (c) depende del stock de capital (k) de
acuerdo con la siguiente funcién:

c(t) = rk(r)—k'()
Donde “r” representa la tasa de interés (r > 0).
a. Halle las sendas del consumo (c) y del stock de capital (k) éptimas, con-
siderando que el stock inicial del capital es igual a “B” y el stock en el

periodo “T” (T > 0) es igual a cero.

b. Indique el signo de la tasa de crecimiento del consumo si § > r. Interprete
el resultado.
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Anexos A

A. Regla de Leibnitz

Dada la integral definida:

i

F(t.c) =J.f(c,1)(l/ ()

u

La derivada con respecto a ¢ (también definida como la regla de Leibnitz) es igual
a

b

; Af (¢
‘/r=j.-f("7-).-(/z @)
de 4 Jc
La derivada con respecto a “b™ es igual a:
JoF
—— = f(t,¢ = f(b,c 3
YA ) ., = fbo) 3)
Si el limite superior de la integral dependicra de la variable ¢
bicy
F(t,c)= J.f((',t)df €)
La derivada con respecto a “¢” se obtiene a partir de las propiedades (2) y (3):
F " oren 1b
bl _[ TED 4k fibie).o) (5)
dc oc de

«
B. Condicion de concavidad de una funcion

Dada una funcién céncava que depende de una sola variable f(x), como la mostrada
cen el Grifico A, ésta cumple con la condicion:

FO) = F) < fia) =) (1
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En términos simples. la condicion (1) significa que en toda funcién cdneava el seg-
mento TACT siempre serd mayor o igual que el segmento "BC™. La condicidn (1) es
viahda también para el caso de dos variables (x ¢ y) o mds:

SO0 v = U ) S L v =)+ 00, )0 = V) (

£

Grifico A

Pendiente = £7(x)

» —
i) 1A ‘
o) | B /

fxp) 1.C




Control optimo

En el capitulo anterior se analizé en detalle la resolucién de un tipo especifico
de problema de optimizacién dindmica: el cdlculo de variaciones. En esta
seccidn se desarrollard la teoria del control éptimo, mediante la cual pueden
desarrollarse problemas de optimizacién intertemporal mds complejos. El
problema bdsico de control éptimo a resolver es el siguiente:

T
Maximizar V= J‘f(r, y,u)dt (1)
0

sujeto  a V=gt y,u)
¥(0) = yy(y, dado)
W(T) = yp (yy libre)
u(e Q& Vire|0,T]

Tal como se menciond en el primer capitulo, en el problema de control Opti-
mo intervienen bdsicamente tres tipos de variables: el tiempo (t), la variable
de estado (y) y la variable de control (u). Algunos ejemplos econémicos de
variables de control y estado podrian ser la emisién monetaria y la inflacion,
o el gasto en publicidad y las ventas de una empresa. En estos casos, la pri-
mera variable, la de control, estd sujeta a la decision del agente que enfrenta
¢l problema de optimizacion intertemporal, mientras que la segunda variable,
la de estado, retleja el resultado de las decisiones tomadas sobre la variable
de control.
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La trayectoria de la variable de estado se encuentra determinada a través de la
ecuacién de movimiento o ecuacién de estado, en la cual se relaciona la va-
riacién de la variable de estado con respecto al tiempo (y”) con las variables
7, y” y “uatravés de la funcidn g(s). Una vez seleccionado el valor 6pti-
mo de la variable de control en un instante del tiempo, la funcion g(¢) deter-
mina la direccién de crecimiento de la variable de estado y, de este modo, su
trayectoria en el tiempo. De esta manera, cuando el agente optimizador selec-
ciona la senda dptima de la variable de control, afecta tanto de manera directa

669

el funcional objetivo mediante la variable “u”, como de manera indirecta a
w0y

través de la variable *“y”, que se encuentra definida por la ecuacién de movi-
miento.

Por otra parte, en el problema (1) se considera un valor libre de y(T). Esta
caracteristica se debe a que en la derivacidon de la condicion de primer orden
del problema de control éptimo, se hace referencia a sendas de control facti-
bles, similares a las empleadas en la demostracién de la ecuacién de Euler. A
través de la ecuacién de movimiento, cada senda de control factible posee una
correspondiente trayectoria factible de la variable de estado. En este sentido,
si el problema tuviera un valor terminal y(T) = yr dado, las sendas de control
factibles no serfan arbitrarias, sino que estarian predeterminadas para que sa-
tisfagan el valor terminal de la variable de estado. De este modo, un valor
terminal libre permite derivar la condicién de primer orden del problema de
control ptimo.

Con respecto a la variable de control, ésta se encuentra restringida al conjunto
Q, que por lo general es un conjunto compacto y convexo. Esta restriccién
abre la posibilidad de que existan soluciones de esquina en el problema de
optimizacién, a diferencia de los problemas de cdlculo de variaciones, en los
cuales sélo se admiten soluciones interiores. En algunos problemas no se es-
tablecen restricciones a la senda de control (Q = ]-eo, oo[), por lo que se omite
la condicién u(t) € Q.

Una de las ventajas que presenta la técnica de control gptimo, es que no re-
quiere necesariamente la continuidad y diferenciabilidad de las sendas de las
variables de control y de estado en todo el horizonte de tiempo [0, T]. Para el
caso de la senda dptima de control, basta con que se sea continua por tramos
o piecewise continuous. Este requisito implica que la trayectoria de la varia-
ble de control puede presentar un nimero determinado de puntos con discon-
tinuidades, siempre y cuando en dichos puntos no tome un valor infinito. Un
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ejemplo de ello puede observarse en el Grifico No. 3.1 (a), donde la variable
de control es discontinua en los instantes t; y t. En el caso de la trayectoria
de la variable de estado, al menos se requiere que sea continua y diferenciable
por tramos o piecewise differentiable. Ello significa que la senda de la varia-
ble de estado puede contener puntos en los cuales no sea diferenciable con res-
pecto al tiempo. Grificamente. ello implica que la trayectoria presenta puntos
con “esquinas”, tal como se muestra en el Grifico No. 3.1 (b).

Grifico No. 3.1
a. Senda de control b. Senda de estado
4 A
u y
0 L t> T t 0 1 5 T t

En los Grificos No. 3.1 (a) y 3.1 (b), los instantes t; y t; en los cuales se pre-
sentan discontinuidades en la variable de control coinciden exactamente con
aquellos en los cuales la variable de estado presenta “esquinas”. Esta coinci-
dencia se debe a la forma cdmo se obtiene la variable de estado. En este caso
en particular, una vez determinada la senda de control 6ptima en el intervalo
[0, ti[, mediante la ecuacién de movimiento y la condicidn inicial y(0) = yo. es
posible hallar la evolucién de la variable de estado para el mismo intervalo de
tiempo. Para el segundo intervalo [t;, t;[, nuevamente se puede hallar la tra-
yectoria de la variable de control y para determinar la evolucién de la varia-
ble de estado, necesitamos la ecuacion de movimiento y una condicién inicial.
La condicién inicial relevante es el valor terminal de la senda de la variable
de estado del primer tramo. Para los sucesivos puntos de discontinuidad de la
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variable de control se realiza el mismo procedimiento, de tal forma que se
asegura la continuidad de la variable de estado.

El presente capitulo se encuentra compuesto por cinco partes. En la primera
se deriva la condicién de primer orden al problema de control éptimo, tam-
bién conocido como principio del maximo. En la segunda, se explican las
condiciones de transversalidad para resolver el problema de control éptimo
cuando se establecen condiciones alternativas para el valor final de la variable
de estado. En la tercera seccion, se revisan las condiciones de suficiencia del
problema de control 6ptimo. En la cuarta. se compara las similitudes existen-
tes entre el problema de control 6ptimo y el del cdlculo de variaciones, y se
explica como este Gltimo constituye un caso especial de control Gptimo. Fi-
nalmente, en la dltima seccidn, se desarrolla el problema de control Gptimo
para el caso de un horizonte temporal infinito.

1.  Condicion de primer orden: principio del maximo

Asi como el cilculo de variaciones presenta una similitud con la optimizacién
estdtica sin restricciones, el control éptimo vendria a ser equivalente a un
problema de optimizacién estética sujeta a restricciones. En dicho caso, el
problema puede resolverse mediante el método de los multiplicadores de La-
grange. A partir de la funcién objetivo, la restriccién y una variable auxiliar
A. conocida como multiplicador de Lagrange, se conforma una nueva funcion,
denominada Lagrangiana. Los valores que resuelven el problema se determi-
nan a partir de la optimizacién de esta funcién.

De igual forma, en el control 6ptimo, a partir de la funcidn intermedia f(t, vy,
u), la ecuacién de movimiento y” = g(t, y, u) y una variable auxiliar A(t), de-
nominada variable de coestado, se determina la funcién Hamiltoniana del si-
guiente modo:

H(t, yu, A= f(t, y,u) + A g(t, y,u) (2)

Para determinar la senda de las variables de control y estado que resuelven el
problema, a partir de la funcién Hamiltoniana se emplea una condicion de
primer orden, denominada principio del maximo. A continuacién, se deri-
vardn las condiciones del principio del mdximo y se desarrollardn algunas
aplicaciones.
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1.1 El principio del maximo |

Las sendas u*(t). ytk(t) y k*(t) resuelven el problema (1) si satisfacen las con-
diciones del principio del mdximo establecidas para la funcién Hamiltoniana

(2):

a. MaxH(, y,u, Ay sujeto a u(t)e Q (3)
R
T dA
P
o
@
d. AMT)=0

La primera condicién establece que el Hamiltoniano debe ser maximizado
con respecto a la variable de control, sujeto a la restriccién dada por el con-
Jjunto Q. La maximizacién del Hamiltoniano puede brindar basicamente dos
tipos de soluciones: una solucién al interior del conjunto Q o una solucién en
el contorno. Asumiendo que el conjunto de control es igual a Q = [uy, uz] (uy,
u2 € R) y que H es una funcién que depende de manera no lineal de “u”, en-
tonces nos encontrariamos en una situacién como la presentada en la parte (a)
del Grifico No. 3.2. En este caso, para maximizar H, en el punto A se debe
cumplir que la primera derivada con respecto a la variable de control sea
igual a cero y que el Hamiltoniano sea cdncavo con respecto a “u” (9H/gu =
0; 9"H/au’ < 0). Por otra parte, con el mismo conjunto Q, si H dependiera li-
nealmente de la variable de control, la primera derivada nunca se haria igual a
cero. En este caso, la maximizacién darfa una solucién de esquina, tal como

se ilustra en la parte (b) del Gréfico No. 3.2 (9gH/gu > 0).

La segunda condicién constituye la ecuacién de movimiento de la variable de
estado. La tercera condicién representa la ecuacién de movimiento de la va-
riable de coestado. Estas dos ecuaciones, simultineamente, se denominan sis-
tema candnico o sistema Hamiltoniano. Finalmente, la cuarta condicién
consiste en la condicién de transversalidad para el problema de control 6pti-
mo, cuando el valor terminal de la variable de estado es libre.
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Griéfico No. 3.2

a. Solucién interior

[ u- [+5)

b. Solucion de esquina

c v

] u>=u

Como regla préictica, para determinar la solucién al problema (1) se pueden
seguir los siguientes pasos:

1) Resolver la condicidn (a) del principio del mdximo y, si es posible, expre-
sar “u” en funcidn de “t”, “A” e “y”.

2) Plantear el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden para la variable de estado y coestado, a partir de las condicio-
nes (b) y (c) del principio del mdximo. Si en este sistema apareciera la
variable de control, debe reemplazarse por la expresién hallada en el
primer paso.

3) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales considerando las constan-
tes y(0) =yo y M(T) = 0.

uun q (YRR L)
)

4) Expresar ¢ *'y” como funciones del tiempo.

A continuacidn se derivardn las condiciones del principio del maximo para el
caso en el cual el Hamiltoniano presenta una solucion interior, y la variable
de control no se encuentra restringida.
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Demostracién

Para demostrar que el principio del maximo resuelve el problema del control
Gptimo, en primer lugar, modificaremas el funcional objetivo de tal forma que
incorpore a la funcién Hamiltoniana. La demostracién se realizard partiendo
del problema (1) y omitiendo la restriccion u(t) & Q.

En dicho problema se debe cumplir la igualdad y” = g(t, y. u); por lo tanto, la
diferencia g{t, y, u) - y” siempre debe ser igual a cerc en el intervalo [0, T]. A
partir de esta diferencia construtmos la expresién A(0(g(t, v, u} - ¥*), que
también debe ser igual a cero a lo largo del horizonte temporal. De este mo-
do, debe satisfacerse fa condicidn:

.
j ADLg(r, y) ] dr =0 (s)
0

En vista de que la condicién (5) siempre se cumple, es que puede introducirse
dicha integral en el funcional objetivo sin alterar el planteamiento inicial del
problema. En este sentido, el nuevo funcional objetivo (W) serfa igual a:

T T
W=V +J‘/’b{t)[g(r, vu)—y1dr= J.{f(f. v+ A@ gl you) - y’_l}(it (6)
% 0

Tomando en cuenta la funcién Hamiltoniana (2), el funcional W podria ser
expresado del siguiente modo:

W=

[EL I,

T T
[Free, v, M= Ay dr = '[H ¢, v, el — f)L(t)y'dt (7
. il [&]
Integrando por partes [a segunda integral de {7), obtenemos la siguiente relacidn:
T T
Ay dr ==AT)yr + A yg + [ A1) dt (8)
1] 0
De este modo, a partir de (8), obtenemos la expresion para ¢l funcional W:

W= {|Ha v )+ A0 y] dr=2Ty + A0y, 9

JES IR
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Para verificar que solamente las sendas Gptimas u (1), y*(t) y 1 (t) satisfacen
las condiciones del principio del mdximo, en primer lugar, debemos construir
sendas factibles de la variable de control que sean préximas a la trayectoria
Optima u*(t). Asi, para formar las sendas factibles de u(t) empleamos una sen-
da auxiliar z(t) y un nimero @ arbitrariamente pequefio:

.

u(ty=u (t)+06 z(t) (10)
Por otra parte, dada una senda factible de la variable de control, mediante la
ecuacién de movimiento se determina la respectiva trayectoria factible de la

variable de estado. Sin pérdida de generalidad, podemos definir a la variable
de estado factible del siguiente modo:

y(t) =y (£)+0n(t) (11)

Donde h(t) representa otra senda auxiliar. Finalmente, si T e yr fueran libres,
podrian definirse valores factibles de estas variables de la siguiente forma:

T=T +0AT (12)
e =i Oy 13

De manera similar al caso de cédlculo de variaciones, elaboramos una funcidn

D(9) conformada por la diferencia entre el valor sub6ptimo del funcional W y
. *

el valor 6ptimo W :

DOY=W(t, y,u, A-W*(t, y*, 1", &) (14)

T +AT
DO)=" [{H(,y" +8ut).u +@(0). )+ X1y +E0)]} di- AT +6NT)[y; +6y, ]

0

+ M0, = [[H (. v 1", )+ 2] di=ATDyyy + A0y,
0
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En vista de que W' es el valor maximo del funcional, la funcién D(9) siempre
tendrd un valor no positivo, y alcanzard su maximo cuando 8 = 0. De este
modo, para maximizar la funcién D(8), se debe cumplir que D’(0) = 0. Em-
pleando la regla de Leibnitz, la primera derivada de la funcidn seria igual a:

TTHONT .
D)= f {‘;”n(:)+‘;ﬂz(:)+i’n(:)}dz+[1/+/11\>],=,AT—A(T)A)=,.—)/(T)y,,.AT (15)
173
[}

y

En la expresion (15) se elimind el término A(Q)yo debido a que es una cons-
tante. Por otro lado, tomando en cuenta la siguiente igualdad:

AY),or AT = A1)y AT (16)

simplificamos el segundo y cuarto elemento de la expresién (15), y plantea-
mos la condicién de maximizacién D’(0) = 0:

T \
D(0) = §~i—l—+k’ h(,)+ﬂ/_z(,) (+[H] AT = A(THAy... =0 (17)
5 dy ou =T T

Considerando que en el problema (1) el tiempo se encuentra predeterminado,
en la expresion (17) se cumple que AT = 0y, por lo tanto, [H]i=tAT = 0. Para
que la condicién de maximizacién se satisfaga para las sendas Sptimas y (t),
u'(t) y }f(t), y para cualesquiera sendas auxiliares h(t) y z(t), cada uno de los
elementos de la integral debe ser igual a cero:

OH oo (18)
dy
ol

du

Por otra parte, como el valor terminal de las sendas de estado se encuentra
libre, Ayr podria tomar cualquier valor. De este modo, para asegurar que se
cumpla la condicién de optimizacién, se debe satisfacer la condicién de
transversalidad:

AT =0 (19)



Control 6ptimo 107

Por dltimo, en la derivacién se ha supuesto que la ecuacién de movimiento se
cumple en todo el periodo de la optimizaciént ¢ {0,T]:

yi=g@, 1) (20)

Para que la condicién (17) se cumpla, deben verificarse necesariamente (18),
{19}y (20), que constituyen las condiciones del principio del méximo.

A continuacién se desarrollardn tres aplicaciones de control 6ptimo, en las cuales
se explica la metodologia tanto en la resolucion de problemas que presentan solu-
ciones de esquina como en aquellos que prgsentan soluciones interiores.

Ejemplo 1.- Halle las trayectorias y*(t), uMy A que resuelvan el problema:

Maximizar 1% =f(y +u)dr
0
sujeto  a y =1-u?
y0)=1

El primer paso para desarrollar el problema de control éptimo consiste en
formar la funcién Hamiltoniana:

H(t, yat,A) = y+u+ A1 —1?)

En segundo lugar, debemos maximizar la funcién Hamiltoniana con respecto
a la variable de control. Para ello es necesario verificar si el Hamiltoniano es
o no una funcién lineal de la variable de control. Si fuera no lineal, la solu-
cién serfa interior; en caso contrario, nos enfrentariamos a un problema con
una solucidn de esquina. En este problema, el Hamiltoniano presenta una va-
riable de control elevada al cuadrado, por lo que podemos emplear las condi-
ciones cldsicas de maximizacién:

JH
o1-2a=0
du ‘
IH _ p5<0
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A partir de esta maximizacion del Hamiltoniano, puede obtenerse la variable
de control en funcién de la variable de coestado: u*(t) = 1/2. En segundo lu-
gar, planteamos las ecuaciones de movimiento para las variables de estado y
coestado:

’ aH 2
=—=1-u
oA
. OH I
dy

Ambas ecuaciones de movimiento forman un sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineales de primer orden. Con el fin de simplificar la resolucién del
problema, se resolverd cada ecuacién de manera separada. Primero se puede
resolver la ecuacién de movimiento de la variable de coestado, mediante la
integracién de ambos lados de la ecuacién:

far=[-a

X)y=-t+H,

Para hallar la constante de integracidn, evaluamos la senda 6ptima de la va-
riable de coestado en la condicién de transversalidad del principio del méxi-
mo, con lo cual obtendriamos:

A @) =~t+1 210

Esta trayectoria éptima de la variable de coestado toma un valor comprendido
en el intervalo O < A < I para el intervalo de tiempo t € [0, 1], el cual permite
satisfacer la condicién de segundo orden de la maximizacién del Hamiltonia-
no con respecto a la variable de control. La trayectoria de control éptima
vendria dada por:

* 1 1

) )=——= ———
W= =30 (22)



Control dptimo 109

Para hallar la senda de la variable de estado tenemos que reemplazar la varia-
ble de control en la ecuacién de movimiento:

1

y=l-u’=l-—
4(l-1)"

Esta ecuacion diferenctal se resueive integrandc: ambos iados de la ecuacion y
empleando la condicién mmcial y10; = 1. con jo cual llegariamos ai siguiente
resultado:

De este modo. las sendas de (21), (22) y (23) cumplen con las condiciones del
principio del mdximo y resuelven el problema propuesto.

Ejemplo 2.- Halle las trayectorias y (1), u (t) y A (1) que resuelvan el
problema:

4
Maximizar V= J.3yd1
0
sujeto  a Y =y+u
»0)=5

u(t) e {0,2]

La funcién Hamiltoniana del problema es la siguiente:

H, y,u,A)=3y+A(y+u)=QBy+ Ay)+ Au

En este caso, la funcién depende de manera lineal de la variable de control, lo
que indica que la variable de control éptima se ubicard en la frontera del con-
Jjunto Q. La maximizacion del Hamiltoniano puede arrojar dos posibles resul-
tados. Si A > 0, entonces es una funcidn creciente de la variable de control,
por lo que el valor 6ptimo serfa u'(t) = 2. Por el contrario, si A<0, el Hamilto-
niano seria una funcion decreciente de “u” y tomaria el valor 6ptimo u'(t)=0.
Ambos casos se ilustran en el Gréfico No. 3.3.
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Grifico No. 3.3

a. A>0 b. A<0

»
v

v

0 2=u’(t) u 0=u'(t) 2 u

De esta forma, para hallar la senda de control 6ptima, debe determinarse en
cudl de los dos casos anteriores se encuentra la variable de coestado del pro-
blema. La trayectoria de la variable de coestado puede obtenerse a partir de la
siguiente ecuacién de movimiento:

oH
A =eet=3-
dy

Resolviendo esta ecuacién diferencial y empleando la condicién de trans-
versalidad A(4) = 0, llegamos a la siguiente trayectoria para la variable de
coestado:

A(r)=3¢*" -3 (24)
La senda 6ptima de la variable de coestado es exponencialmente decreciente
y toma valores positivos en todo el intervalo t € [0, 4]; por consiguiente, nos

encontraremos en el primer caso (A > 0) y el control éptimo seré:

u'(t)=2 (25)
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La trayectoria de la variable de estado puede obtenerse mediante la ecuacion
de movimiento y reemplazando la variable de controt u (t) = 2:

’

ot *
YVE——=v+u =y+2
J

Con la condicidn inicial y(0) = 3, la solucion de la ecuacién diferencial
seria:

vity=Te -2 (20)

En este ejemplo, las sendas Gptimas en (24), (25) y (26) satisfacen las condicio-
nes del principio del maximo y resuelven el problema propuesto.

Ejemplo 3.- Halle las trayectorias y*(t), u'(1) y L0 que resuelvan el problema:

5
Maximizar V= J'(uy— u?—y2)dt
|
. ’
sujeto a Vi=y+u
vi)=2

La funcién Hamiltoniana del problema es la siguiente:

H, you, Ay =uy —u’ =y + A(y + 1)

Tal como se observa, la funcién Hamiltoniana depende de manera no lineal
de “u™; por tanto, la solucidn al problema es interior y debe satisfacer las si-
guientes condiciones:

()—H =y-2u+A=0
Jdu
PH_ <o

ou’
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A partir de csta condicion de maximizacion. expresamos la variable de con-
trol en funcion del resto de variables: u = (A + y)/2. Las ccuaciones de movi-
miento de las variables de estado v coestado son:

o
= .= vd4u
‘»’.
arl ;
/ =—', C=uT 2y -4
h

Reemplazando la variable de control u = (A + y)/2 en el sistema candnico, ob-
tencmos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

’ 2.'*‘»\
Vi=ye
’ 2
, Aty
A=t e g
2

Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales, resulta convenicente
expresarlo matricialmente de la siguiente forma:

Loy =372 —12Tv] Jo

1 —_

R -
0 1Ay [-3/2 32 ]4) |0

Con las condiciones A(5)=0e y(l) =2.

La solucion general del problema viene dada por:

>~

y*(r)-l_ G +Gae™
A“(r)J Hye"" + Hye™

La integral particular del sistema de ecuaciones estd dada por:

J 0
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Las raices caracteristicas se obtienen a partir del siguiente determinante:
1 0 -3/2 —1/2
r+
0 1 -3/2 3/2

que forma la siguiente ecuacion caracteristica:

r’=3=0

Para r; =3 se puede obtener la relacién existente entre G, y H;:
-3/2+43  -1/2 Gl
-3/2 3/2+43] |H,
H, =G, (243 -3)

Del mismo modo, para r;=- \/3 se obtiene la relacion entre G;yHa:
-3/2-43  -1/2 G,
=0
-3/2 3/2-43] | H,
H,=Gy(-243-3)

Una solucién mds simplificada de (27), que incorpore las relaciones existentes
entre los coeficientes H; y G; (i = 1,2) y la integral particular, es la siguiente:

P*(r) _ Ge + Gye—¥ (28)
AW ]G 233l + Gy(-243 -3

Los valores de G| y G; se obtienen al evaluar la sendas éptimas de la variable

de estado y coestado en los puntos A(5) = 0 e y(1) = 2. A partir de esos pun-
tos se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A(5) = G,(2\3 =3)e™ + Gy(-23-3)e ™ =0

y()= G,e‘/3 + GzefVG =2
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Resolver este sistema de ecuaciones arroja como resultado aproximado las
constantes G; = 4,73 y G, = 11,30, por lo que las sendas éptimas de las varia-
bles de estado, coestado y control quedarian definidas del siguiente modo:
V(1) = 4,733 + 11,300
A1) =4.732-/3 = 3e V¥ +1130(-243 = 3)e

Aty 9.46(y3 = e ~22.60(+3 + e
o] 2

& <

u*(r) =

. .z . T . o
1.2 Aplicacién: nivel éptimo de contaminacion

Suponga una economia que produce una cantidad C(t) de un bien de consu-
mo, y esta produccidn se elabora a partir de una cantidad L(t) de trabajo, de
acuerdo con la siguiente funcion:

C(r) =al(t) (o >0)

Por otra parte, la evolucion del stock de polucién P(t) en la economia se
determina a partir de la siguiente ecuacion de movimiento:

Pty =C*(1)-yP(t) (y>0)

Esta ecuacién diferencial indica que un incremento del consumo afecta posi-
tivamente el nivel de contaminacion, y que la contaminacién presenta una ta-
sa natural de eliminacion igual a y.

Por otra parte, el bienestar de la sociedad es una funcién del consumo, el es-
fuerzo y la contaminacion:

U =LnC—-pL -0P

1. Esta aplicacion fuc tomada de Léonard. Daniel y Ngo Van Long. Optimal Control Theo-
ry and Static Optimization in Economics, Cambridge: Cambridge University Press, 1993, pp.
224-226. El problema se basa en el articulo escrito por Forster, Bruce A., "On a One State Va-
riable Optimal Control Problem: Consumption-Pollution Trade-Offs”, en Forster, Bruce A.. Ap-
plications of Control Theory to Economic Analyxis, Amsterdam: North Holland, 1977.
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En la funcion de utilidad, el consumo incrementa el nivel de bienestar, mien-
tras que el trabajo y la contaminacién lo disminuyen.

Si consideramos que la sociedad descuenta las utilidades futuras a la tasa p, y
reemplazamos la condicién C = gL en la funcidn de utilidad, el problema de
control 6ptimo se resumiria de la siguiente manera:

.
Maximizar V= f [1‘”(} - j_: C? - 0/;},_,),(/,
0 a -
sujeto a P'=C—yP
P0) =1

Py =Py (P libre)

En este problema, la variable de control viene dada por el consumo (C),
mientras que la variable de estado estd representada por el srock de polucién
(P). La funcion Hamiltoniana es la siguiente:

B

H(@.C.PA) = (LnC ~--C" =0P)e ™™ + A(C* —yP)
(04

Para maximizar el Hamiltoniano, debe cumplirse las condiciones de optimi-
.2
zacion”:

Q“-:[-'—— 2B C})-l-" +2AC=0
oc | C a2

)2

-d—li=(~ —l——gq}e‘ﬂ +2A<0

Jac: | ol

Despejando la condicién de primer orden obtenemos la siguiente expresion
para el consumo:

-
c{%j——ww}

o?

2. Posteriormente s¢ demuestra que la variable de coestado es no positiva en el periodo de
optimizacion, con lo cual la condicién de segundo orden de la maximizacién se cumple.
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El sistema Hamiltoniano del problema viene dado por el siguiente par de
ecuaciones de movimiento:

p=2locoyp
o Y
o

A =———=06"+yA
op Ty

La ecuacién de movimiento de la variable de coestado constituye una ecua-
cién diferencial de primer orden, que puede ser resuelta de manera indepen-
diente. La solucion general de esta variable es la siguiente:

Ai)y=He" SR
p+y

Para hallar la constante H;, basta con aplicar la condicién de transversalidad:

0
p+y

A(Ty=He" - e =0

Resolviendo la ecuacién anterior obtenemos H, en funcién de todos los parimetros
del problema, con lo cual llegamos a las variables de coestado y control Sptimas:

Xy=—0 o mpeeman _y 29)
p+y

e
C‘(t)=l:§_+_£(l_e(p+y)<l—ﬂ)j! (30)
a?  p+y

Este problema de optimizacién intertemporal da como resultado una variable
de coestado no positiva en todo el horizonte temporal’. Dado que esta varia-
ble se interpreta como el precio sombra del stock de polucidn, es razonable
que tome un valor no positivo. Ello implica que el incremento de una unidad
adicional de polucién disminuye el valor del funcional objetivo, compuesto
por la agregacidn de las utilidades futuras descontadas.

3. Ello puede ser comprobado por el lector, ya que el segundo término exponencial sicmpre
es inferior a la unidad, con lo cual la variable de coestado seria no positiva.
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La senda del stock de polucidn puede obtenerse reemplazando la senda dpti-
ma de consumo en la ecuacion de movimiento:

-1
P = 2[’5 + 20 (l — plpryyi=T) ) — },’u
ar p+y

Esta ecuacion diferencial se resuelve mediante métodos numéricos, por lo cual
no se derivard una solucion exacta. En su lugar, se esbozard una solucién gené-
rica de la trayectoria de la contaminacién. Para ello se traslada al lado izquierdo
de la ecuacion el término yP y se multiplica toda la expresién por e

i

Y -
2/3 + ..20 (1 _(:(/)+*/)<r—‘l'>)} =e‘ﬂ(P’-yP) :5 (Pert)
1

24 :
A p+y

Si integramos esta expresion entre 0 y t, y empleamos como variable auxi-
liar T, obtendriamos finalmente la siguiente expresién para el stock de con-
taminacion:

) -1

N . - 2 e

P iy=eT" [+J(}W{—-€ + 9-(1—c»<" ’” T’)J dr| (31)
o La® pty

2. Condicion de transversalidad

El problema base de control éptimo (1) puede ser modificado asumiendo un
valor final de la variable de estado determinado (yr, T fijo), un horizonte de
tiempo indeterminado (T libre), o un valor final de la variable de estado que
dependa del tiempo (curva terminal yr = ¢(T)). Para resolver el problema de
control Gptimo en estos tres casos, es necesario contar con condiciones de
transversalidad distintas a las establecidas en el principio del mdximo (3). La
condicién de transversalidad genérica para estos tres casos puede obtenerse a
partir de los dos tltimos términos de la ecuacidn (17):

IH]/:T AT _A(T)A_\"/* =0 (32)

A continuacion se explican las condiciones de transversalidad especificas pa-
ra los tres casos anteriores.
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2.1 Casos especiales de la condicion de transversalidad

Caso 1.- Valor terminal y horizonte temporal fijo

Cuando el valor terminal de la variable de estado y el horizonte temporal se
encuentran prefijados, se cumple que sus diferencias Ayr y AT son iguales
a cero; por lo tanto. (28) se satisface automdticamente. En este sentido, pa-
ra determinar la solucién del problema de control 6ptimo, basta emplear la
condicion:

y(T)=yr (T, yr dado) (33)

Ejemplo.- Halle las trayectorias y*(t), u*(t) y A que resuelvan el problema:

Ly1-0
Maximizar V= J' ————— ©el0.1)
ol-0
sujeto a Y =-y-u
v(0)=2
y(h=1

La funcion Hamiltoniana del problema seria la siguiente:
-0

H{t y,u,A) = IMTQ"‘*M"}' —u)

En esta caso, el Hamiltoniano constituye una funcién no lineal, por lo cual
pueden emplearse las condiciones de optimizacion tradicionales:

-&i =u"-A=0
du
9°H =-0u""'<0

o’
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A partir de la condicién de maximizacidn puede expresarse la variable de
control éptima en funcién de la variable de coestado: u'(t) = &°. Posterior-
mente, se pueden plantear las ecuaciones de movimiento para las variables de
estado y coestado:

=M

y ER y
oH

N=-Zl o)
dy

Al reemplazar la variable de control éptima en la ecuacién de movimiento
de la variable de estado, las dos ecuaciones anteriores constituirian un sis-
tema de ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden. Para obtener
las trayectorias Gptimas de una manera simplificada, resulta conveniente
resolver independientemente cada ecuacién de movimiento. La senda 6pti-
ma de la variable de coestado estd dada por la solucién de su ecuacion de
movimiento:

A"(t) = He! (34)

A partir de (34) es posible obtener la senda éptima de la variable de control:

N N .
wWw(y=x @)  =(He) " =H " (35)

La senda éptima de la variable de estado puede hallarse reemplazando la va-
riable de control en la ecuacién de movimiento:

La solucién general de la ecuacion diferencial es la siguiente:

1 !

* - 6
y (t)=H2e1+ﬁHloe 0 (36)
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Las constantes H, y Ha del problema pueden obtenerse a partir de la condi-
cién inicial y terminal de la variable de estado:

0 L
(O =H, +——H," =2
y O =H,+1—

. ] 6 - -
y()=He'+——H "e" =1
1-6
Este sistema de ecuaciones tiene como solucién los siguientes valores:

-0

Estas dos constantes junto con las sendas (34), (35) y (36), determinan la so-
lucién al problema de control éptimo.

Caso 2.- Valor terminal fijo

En este caso, como el valor terminal de la variable de estado es constante, se
cumple que su primera diferencia Ayr es igual a cero. En este sentido, para
que se satisfaga la condicién (32) independientemente del valor que tome la
diferencia del horizonte de tiempo AT, debe cumplirse:

(H},r=0 (37
Es decir, el Hamiltoniano debe ser igual a cero en el tltimo periodo. Este ca-

so es similar al analizado en el cédlculo de variaciones, y la representacion del
problema es la misma a la presentada en el Grafico No. 2.7.
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Ejemplo.- Halle las trayectorias y*(t), u*(t) y A*(t) que resuelvan el problema:

.
Maximizar V= J‘(—u: —ut)dt
0
sujeto a Vio=u
0y =1

wW(T)y=5(TF libre)

La funcion Hamiltoniana del problema estd dada por:

H(t,y,u,A)=—u?—ut+ Au

Aplicando las condiciones del principio del mdximo, optimizamos la funcién
Hamiltoniana con respecto a la variable de control:
ol

‘_—~—="‘21(—I+A=0
(]

-‘i—l: -2<0
du’

Simplificando la condicidn de primer orden podemos expresar la variable de
control en funcién de la variable de coestado y el tiempo: u*(t) = (A - /2.
Posteriormente, obtenemos el sistema candnico dado por las ecuaciones de
movimiento de las variables de estado y coestado:

, JdH
Yy =——=u
dA
o2
o

Integrando ambos lados de la ecuacién de movimiento de la variable de coes-
tado obtenemos su trayectoria éptima, que en este caso es una constante:

J‘d)@=f0d1 (38)

Aay=1,
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Reemplazando esta solucion en la variable de control, obtenemos la siguiente
senda Optima:

‘et Ho
u ()= 2r+ = (39)

La senda de la variable de coestado puede obtenerse a partir de (39) y la res-
pectiva ecuacion de movimiento:

j(’,\‘=ﬁ1/—%/+1§—'—]{1/ (40)

* 1, H,
vy (D=——t"+—1+11
¥y 2 5 p

Para hallar las constantes H; y H; del problema, debemos emplear tres condi-
ciones. La primera se obtiene al evaluar la variable de estado y (1) en el punto
inicial; la segunda, al evaluar la misma variable en el punto final (con el hori-
zonte de tiempo desconocido); y la tercera estd dada por la condicion de
transversalidad |[H}i=1 = 0. A partir de la primera condicion y(0) = | se obtie-
ne el valor de la constante Ha:

y(0)=H,=1
Por otra parte, la condicion de transversalidad brinda la siguiente relacion:
[H),_ == (T) =" (TT + A (T (T) =0

Esta condicion, junto con la senda éptima de control u*(t) = (), - t)/2, se redu-
A .

ce a la ecuacién u(T) = 0 o u(T) = 0. Empleando (39), planteamos dicha

condicién:

u(T)=- T+-;[‘—=O

l
2
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(88
(98]

Finalmente, al evaluar a la variable de estado en el punto final y empleando la
condicion Hy = T, obtenemos la siguiente ecuacién cuadritica:

1, H
vTy=-=T"+—=T+1=5
M 4 2

1 1 .,
(T)=—=T"+=T"+1=5
W) ) >

Las raices de esta ecuacién son los valores T = +4, como el valor T = -4 no es
relevante, el horizonte de tiempo que resuelve el problema serfa T = 4. De
este modo, a partir de (38), (39) y (40) junto con las constantes H; =4 y Hy =
1, se obtendrian las trayectorias 6ptimas del problema de control éptimo:

. |,
y()=——t"+21+1
yn )

. 1
N=——1+4+2
w (1) 5

A)=4
Caso 3.- Curva terminal
En este ltimo caso, el valor terminal de la variable de estado depende del
horizonte de tiempo a través de la funcién yr = ¢(T). Aplicando diferencias,
obtenemos una condicién que relaciona la variacién del horizonte temporal
AT con la variacion del valor terminal Ay+: Ayr = ¢'(T)AT. Reemplazando

esta condicion en (32) obtenemos:

(H],_,AT = A(T)¢'(T)AT =[H - A¢] _, AT =0

Para un valor arbitrario de AT, bastard que se cumpla la condicién de trans-
versalidad:

(H-2¢"],.7 =0 (41)
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Este problema es similar al desarrollado mediante el cdlculo de variaciones, y
la representacion de la condicion de transversalidad se muestra en el Grifico
No. 2.8.

Ejemplo.- Halle la senda con menor distancia entre el origen y la curva y(t)
=10-t.

Este es un problema de minimizacion de la distancia, el cual ha sido desarro-
llado en el capitulo anterior mediante el cdlculo de variaciones. La resolucién
mediante el control éptimo no implica mayores dificultades. El planteamiento
del problema es el siguiente“:

7
Maximizar V= J— Ni+utde
0

sujeto a Y =u
y(0)=0
WT)=10-T*

El Hamiltoniano del problema estd dado por:
Ht,y,u,A)=~J1+u’ + Au

Como la funcién Hamiltoniana es no lineal con respecto a la variable de con-
trol, entonces se aplican las condiciones de maximizacién:

oH 1 1

O e u+A=0
du 2 J1+u)

J°H

= —(+u4’) <0
o’ ¢ )

4. Si se reemplazara la ecuacién de movimiento y’ = u en la funcién intermedia, obten-
driamos ¢l planteamiento de un problema de calculo de variaciones.
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A partir de la maximizacion del Hamiltoniano se obtiene la siguiente expre-
.. ‘ . N SN .
sion para la variable de control: u*(t) = 3/(1 - A7), Las ecuaciones de mo-

vimiento para las variables de estado y coestado vienen dadas por:

v'—()—H——u

)

A’:_iﬁ_zzo
o

Integrando ambos lados de la segunda ecuacion de movimiento, obtenemos
& o
que la variable de coestado es igual a una constante:

Ay =H, (42)

Reemplazando (42) en la variable de control, obtenemos lo siguiente:

(1) = e (43)

A partir de (43) y la primera ecuacién de movimiento, se puede obtener la
senda Optima de la variable de estado:

LUK () Ep——— (44)

Al igual que en el caso anterior, para hallar las constantes H; y I, del pro-
blema. es necesario emplear tres condiciones: la variable de estado evaluada
en el punto inicial, la variable de estado evaluada en el punto final (con el
tiempo y el valor terminal desconocido) y la condicién de transversalidad. La
variable de estado en el punto inicial cumple con la condicién:

VO =H, =0
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Aplicando la condicion de transversalidad (41) con la curva terminal ¢(T) =
10 - T, obtenemos la condicién:

, Hl Hl
|H-A¢)_, =— |I+——=+ L +2TH, =0
\/ I-H  fI-H '

Simplificando la condicién de transversalidad llegamos a la siguiente relacion:

1

I-H} 2T

Finalmente, reemplazando la relacién anterior en el valor terminal de la va-
riable de estado, obtenemos una ecuacién cuadritica:

Hl

JI-H:

Las soluciones de la ecuacién cuadrdtica son: T = ++/38/2. En este caso, el
valor negativo queda descartado y el horizonte de tiempo estaria dado por T
=+/38/2. Empleando este resultado obtenemos las trayectorias optimas que

: 1 .
y(T) = r=tr=Ll_io-p
T 2

(3]

resuelven el problema:

. 1
y(l)—‘/%t

—

u'(t)=,|—
) 33

. 1
A@)=,—
) 39
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2.2 Aplicacién: asignacién de consumo y ahorro’

La asignacidn de consumo y ahorro de un agente puede ser formulada de una
manera sencilla, en un problema de optimizacion intertemporal. Considere-
mos un individuo que vive “T" afios, a lo largo de los cuales percibe una re-
muneracion igual a “w”, gana una tasa de interés 1’ sobre sus ahorros, y paga
sus deudas a la misma tasa. Dado una senda del nivel de consumo (C) a lo
largo del tiempo, sus ahorros (S) evolucionan de acuerdo con la siguiente

ecuacion:

S=w+rS-C
Esta ecuacion de movimiento determina la evolucion de los ahorros a lo largo
del tiempo. En términos sencillos, ésta establece que la diferencia entre los
ingresos (w + rS) y el consumo (C) determina la variacion del ahorro. Por

otra parte, este agente no ha recibido herencia alguna y piensa consumir toda
su riqueza a lo largo de su vida:

$(0)=8(T)=0

Por altimo, el individuo presenta ta siguiente funcién de utilidad intertemporal:

!
U = J‘L/z(C)e Pt

El problema que debe resolver el agente, para determinar las trayectorias op-
timas del consumo (variable de control) y el ahorro (variable de estado), es el
siguiente:

Maximizar U = I La(Ce™ dt
0
sujeto a §=w+rS-C
S0)y=0
ST =0

5. Esta aplicacién fue tomada de Dixit, Avinash. Optimization in Economic Theory, Ox-
ford: Oxford University Press, 1993, pp. 154-155.
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La funcion Hamiltoniana del problema es la siguiente:

H(t, v,u, A)=Ln(Cle” + A(w+rS-C)

Como la funcidén es no lincal con respecto al consumo, aplicamos las condi-
ciones de optimizacion tradicionales:

OH _ 1 . 5
o C
1
Ja9Cc” C-

Simplificando esta condicién podemos obtener el consumo en funcién de la
variable de coestado C = (e™)/A. Por otro lado, la variable de coestado puede
obtenerse a partir de su ecuacion de movimiento:

A=——-=-rk
aS
Cuya solucién es:
Aty=He"

La trayectoria optima de la variable de coestado puede reemplazarse en la
condicidon de optimizacidon del Hamiltoniano, y asi obtenemos la senda del
consumo:

. L,
C (,) — . et P
H
Por dltimo, para hallar la senda del ahorro, reemplazamos el consumo Gptimo
en la ecuacion de movimiento:

oH
oA

S/

=w+rS-C =w+1rS __1 ol
H,
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Resolviendo la ecuacidn diferencial obtenemos la siguiente funcién de ahorro:

. 1 . )
S0 = Her oL gr
- H r

Evaluando la senda Gptima del ahorro en la condicién inicial y final S(0) =
S(T) = 0, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones que determina las
constantes H; y Hj:

w

S () =H. + LR -=0
Hp r

S Ty=He' + s e ——=0
’ Hp r

La solucién a este sistema de ecuaciones estd dada por:

_reer -1
: ow(l—e'T)

w(e (r-p\T — 1)

g =

re’™ (e=PT ~1)

La evolucion del consumo a lo largo del tiempo dependerd del valor relativo
de la tasa de interés con respecto a la tasa de descuento. Por ejemplo, si la ta-
sa de descuento de la utilidad es superior a la tasa de interés, la tasa de creci-
miento del consumo seria negativa:

/

—=r—-p<0
c p

En ese caso, el consumo serfa superior al ingreso laboral “w™ hasta el periodo
“1”, mientras que serfa inferior a “w” a partir de dicho instante. Esto implica
que en un periodo de tiempo, el individuo acumula deudas y posteriormente
disminuye su consumo, de tal forma que financia toda la deuda contraida pre-
viamente. Este comportamiento se ilustra en el Grifico No. 3.4. Queda como
gjercicio para el lector determinar el periodo critico “4” en funcidn de los pa-
rdmetros del problema.
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Grifico No. 3.4

v

3. Condicion de segundo orden

De manera similar al cdlculo de variaciones, para que el funcional objetivo
sea maximizado debe satisfacerse una condicion de suficiencia. Si se cumple
la condicion de segundo orden, entonces el principio del maximo es suficiente
para la maximizacién del funcional. A continuacidn se desarrollard una con-
dicién de suficiencia, conocida como el teorema de suficiencia de Manga-
sarian.

3.1 Condicién de segundo orden (teorema de suficiencia de
Mangasarian)®

Si la funcién Hamiltoniana (2) es cdéncava (convexa) respecto a (y, u) y el
horizonte de tiempo (T) se encuentra fijo, entonces el principio del maximo es
una condicién suficiente para la maximizacién (minimizacién) del funcional
objetivo.

6. Basado en el trabajo de Mangasarian. O.L, “Sufficient Conditions for the Optimal Con-
trol of Nonlincar Systems”, en SIAM Journal on Control, vol. 4, 1966, pp. 139-152.
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3.2 Condiciones de concavidad y convexidad

El Hamiltoniano es una funcién céncava con respecto a (y, u) si:

a) f(t, y, u) es concava, g(t, y, u) es concava y A(t) > 0.

b) f(t, y, u) es concava, g(t, y, u) es convexa y A(t) <O0.

El Hamiltoniano es una funcién convexa con respecto a (y, u) si:

a) f(t, y. u) es convexa, g(t, y, u) es convexa y A(t) > 0.

b) f(t, y, u) es convexa, g(t, y, u) es céncava y A(t) < 0.

Demostracion

La demostracién se realizard sobre la base del problema mds simple de control
éptimo (1). Considerando la funcién Hamiltoniana (2) y que la funciones f(t, y,

u) y g(t, y ,u) son céncavas v diferenciables, el principio del mdximo establece
las siguientes condiciones:

ou ou
,__Of ,0g
A= A2 4
dy dy (46)
AT)=0 47)

Ademds, para asegurar la concavidad de la funcién Hamiltoniana, supondremos
que A(t) > 0 (V t e [0, T)). Por otra parte, considerando que las funciones f(t, y,
u) y g(t, y, u) son céncavas, y la existencia de sendas Gptimas (), y*, u),y
sendas factibles (A, y, u), entonces se cumplen las desigualdades:

Sy = fy w S £y )=y )+ fuay wDw-u') (48

g((.y,u)—g(t,y*,u*)Sg). (t,y*,u*)(y -y)+ gu(t,y*,u*)(u —u")
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Si integramos ambos lados de la primera desigualdad en (48), obtenemos lo
siguiente:

’
v-v’ SJ.[fy(t. y*.u*)(y - y*) + £ (t.y*‘u*)(u —u))dt (49)
0

Reemplazando las condiciones del principio del maximo (45) y (46) en la
desigualdad (49), se obtiene:

7‘
v-v' SJ‘[(—A*g).(l,y,tt)—/'L’)(y— y*)~/1*gu(t,y,u)(u —u))dr (50)
0

Simplificando (50) se llega a la siguiente expresion:
T

v-v’ SJ‘[—A’(y ) =Ag, oy Wy =y =Ag, ey Y= yldr  (S1)
0

El primer componente de la integral de (51) puede ser modificado mediante
una integracién por partes del siguiente modo:

T T
2=y =1=2" = v 01 = [1=2° =y e (52)
0 0

.
== (T)y =y 1)+ A O = o) + AT = v
0

El primero de los términos es igual a cero por la condicién de transversalidad
(47), y el segundo término también desaparece, ya que el valor inicial de la
senda Optima y la senda factible son iguales ( y5 = yo). Finalmente, si conside-
ramos que la variacién de la variable de estado viene determinada por la
ecuacién de movimiento, la expresién (52) se resumiria del siguiente modo:

T T
[=2 =y ar= {12 e, v = gta,y" " s (53)
0 0
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Reemplazando (53) en (51) se obtiene la desigualdad:

,
V-V S [[A (g v = gLy ) = K g oy )y = y°) = A, (0, " Y — ) dr
0 (54)

V-v'<

D=

AUy = g,y ) = g (LY )y = ') = g,y Y — u*)ldt

Tomando en cuenta la segunda desigualdad en (48) y que la variable de coes-
tado es no negativa’, el lado izquierdo de la desigualdad tomaria un valor no
positivo y, por lo tanto, se cumpliria:

V<V (55)

De este modo, si las funciones f(t, y, u) y g(t, y, u) son cOncavas, y la variable
de coestado es no negativa en todo el horizonte de tiempo, entonces, las sen-
das (u’, y*, 2.") obtenidas a partir de las condiciones del principio del mdximo
aseguran que el funcional objetivo sea maximizado. Expresado de otra forma,
si la funcién Hamiltoniana es céncava con respecto a la variable de control y
estado (y, u), el principio del mdximo es una condicién suficiente para la
maximizacién del funcional objetivo, es decir, para que se cumpla la de-
sigualdad (55). Si las funciones f(t, y, u) y g(t, y, u) fueran estrictamente c6n-
cavas, la desigualdad (55) serfa estricta y el funcional objetivo alcanzaria un
{inico mdximo global. Cuando se considera el valor terminal de la variable de
estado fijo, los resultados anteriores no se ven alterados. Empleando la condi-
cion (52), el lector puede demostrar que en dicho caso la desigualdad (55) se
mantiene.

Ejemplo 1.- Evalde la condicion de segundo orden para el problema desarro-
llado en la seccién 1.2 de este capitulo.

En este caso se verificard la condicidn de suficiencia de manera separada para
la ecuacién de movimiento y la funcién intermedia. La ecuacién de movi-

miento del problema es la siguiente:

g(C,P)=C"(t)-yP(t)

7. Tal como lo establece el caso (a) de la seccion 3.2 del presente capitulo.
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20
A =
00
Los menores principales de la matriz son Aj=2 y A> = 0, por lo que la matriz
es semdefinida positiva y la ecuacion de movimiento es convexa. Por otra
parte, la funcion intermedia es la sigutente:
B

[Py =1nC =L —op
o

y su matriz Hessiana es:

la cual presenta la siguiente matriz Hessiana:

Y]
—-—) 0
0
y los menores principales:
a1 12
| ¢ a2l ol
I 2p
(~——-—) 0
A, = o =0
0 0

La matriz A es semidefinida negativa y, por lo tanto, la funcién intermedia es
concava. Considerando que la variable de coestado es no positiva en este
ejemplo, nos encontrariamos en el caso (b) del punto 3.2, de tal forma que la
funcién Hamiltoniana serfa cdncava y se cumplirfa la condicidn de suficiencia
de Mangasarian.

Ejemplo 2.- Evalide la condicién de segundo orden para el problema desarro-
llado en la seccién 2.2 de este capitulo.

En el problema de asignacion de consumo y ahorro, la funcion Hamiltoniana
estd definida por:

H(1,5,C,A)=Ln(Ce " + A(w+rS=C)
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La matriz Hessiana del Hamiltoniano es la siguiente:

A= “‘E‘;—(’ ! 0
0 0
Los menores principales son iguales a:
il 1
Al :[_... = Pl = — , e P <0
i C? C?
E_ P
O TR B
o o0

La matriz A es semidefinida negativa; por lo tanto, la funcién Hamiltoniana es
concava. De esta manera, la condicion de suficiencia se satisface, y se com-
prueba que las sendas 6ptimas halladas maximizan el funcional objetivo.

4. Comparacion entre el calculo de variaciones y el control
optimo

Hasta el momento, hemos estudiado el problema de cilculo de variaciones y
el de control éptimo de manera separada. En esta seccién se demostrard que
el cdlculo de variaciones constituye tan sélo un caso particular del problema
de control dptimo, y que tanto las condiciones de primer orden como las de
suficiencia llegan a ser similares para ambos ¢asos.

Consideremos el siguiente problema general de cilculo de variaciones:

-
Maximizar V= ff(!. voy)de
0
sujeto a v(0) =y, (vy dado)
y(T)y=y; (v libre)
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Estableciendo la ecuacién de movimiento y* = g(y ,u) = u, el problema de
control Optimo equivalente seria el siguiente:
T
Muaximizar V= j [t you)dt (57)
0

sujetoa y=u
¥y =y, (v, dado)
yT)y=y, (v libre)

Para resolver el problema (57), en primer lugar debemos plantear la funcién
Hamiltoniana:

H = f(t,y,u)+ Au

A partir de la funcién Hamiltoniana, derivamos las condiciones que confor-
man el principio del méximo®:

oH
. — =f +A=0
@ = fo+ (58)
b. = (;;L =u
ol

Y

c > 1

d. AT)=0

A partir de las condiciones (a) y (b) del principio del miximo, obtenemos la
relacion:

A==fy (59)

Derivando la expresion (59) con respecto al tiempo se obtiene lo siguiente:

{
a=-Lr,
= fy (60)

8. Por simplicidad asumiremos que la funcion Hamiltoniana presenta una solucion interior.
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Al igualar (60) con la condicién (¢) del principio del mdximo llegamos a la
siguiente identidad:

e I (61)

que no es otra cosa que la ecuacién de Euler planteada en la ecuacién (4) del
capitulo 1I. De esta manera, a partir de la condicion de primer orden del pro-
blema de control éptimo, puede obtenerse la respectiva condicién de primer
orden para el problema de cilculo de variaciones. Con respecto a la condicién
de transversalidad del problema (57), a partir de (59) y la condicién (d) del
principio del maximo, se obtiene lo siguiente:

[fyliey =0 (62)

que también representa la condicion de transversalidad del problema de cil-
culo de variaciones planteada en la ecuacidn (39) del capitulo 1I. Para las
otras condiciones terminales y empleando (58), las condiciones de transversa-
lidad tanto del problema de control éptimo como del cdlculo de variaciones
llegan a ser equivalentes. En el Cuadro No. 3.1 se resume la relacion existente
entre las condiciones de transversalidad de ambos problemas.

Cuadro No. 3.1

CONDICIONES DE TRANSVERSALIDAD PARA LOS PROBLEMAS DE
CONTROL OPTIMO Y CALCULO DE VARIACIONES

Condicion de Condicion de
Condicion terminal transversalidad transversalidad
Control 6ptimo Cilculo de variaciones
(yr fijo, T fijo) y(T) =yt y(T)=yr
(yr fijo. T libre) (Hler =0 -y tler =0
(yr=¢(T) [H-A0(M]er=0 [+ (@ (T) -y Jr =0

La condicién de segundo orden en ambos problemas también llega a ser simi-
lar. La condicién de suficiencia en el problema de control 6ptimo establece
que si la funciéon Hamiltoniana es concava (convexa) con respecto a la varia-
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ble de control y estado, entonces, el principio del maximo resuelve el pro-
blema de maximizacion (minimizacién) del funcional objetivo. Para que el
Hamiltoniano sea concavo, la matriz de segundas derivadas y derivadas cru-
zadas debe ser definida o semidefinida negativa. Es decir, dada la siguiente
matriz:

A H »y H u f vy / ‘4\'u
TH, H | S f (63)

uy e Jun

los menores principales Ay y A»:

A =|1)
N
S\ S

deben satisfacer las condiciones Aj < 0y A2 = 0, si la matriz es semidefinida
negativa, y A1 < 0y A2> 0, si es definida negativa. En el cdlculo de variacio-
nes, la condicion de suficiencia establece que la funcion intermedia debe ser
cOncava (convexa) para que la ecuacién de Euler y la condicidn de transver-
salidad resuelvan el problema de maximizacion (minimizacion) del funcional
objetivo. Reemplazando la ecuacidén de movimiento y” = u en (63), obten-
driamos la condicion de suficiencia para el problema de calculo de variacio-
nes. Es decir, dada la matriz:

f\‘\‘ f\'\"
A= =~ ’ 64
f\"‘\* f\'\" o
y los menores principales Ay Az:
Al = lf»'»‘
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La funcién intermedia serd concava st la matriz (64) es semidetinida negativa
(A1< 0y Ax=0), y estrictamente céncava si la matriz es detinida negativa (A,
<0y A2>0).

5. Control éptimo con factor de descuento

Un problema de control dptimo comin es aquel en el cual la funcion interme-
dia se encuentra multiplicada por un factor de descuento. En estos casos, me-
diante un artificio. el Hamiltoniano puede ser transformado de tal torma que
las condiciones del principio del miximo sean derivadas de una forma mds
sencilla. Consideremos el siguiente problema de control éptimo con factor de
descuento:

r

Maximizar V= fe"f” [, v,u)dr (65)
0

sujetoa V=gt y,u)

0=y, (¥, dado)
)‘(T) =¥r (.\"[‘ /i/?l'(.’)
u(r)e Q
Con la respectiva funcién Hamiltoniana:
H=e" f(t,y.u)+Agt, v.u) (66)
Con el objeto de climinar el factor de descuento y simplificar la derivacion de
las condiciones de primer orden, multiplicamos (66) por el factor e™, con lo
cual obtenemos la siguiente expresion:
He™ =H" = f(t.v,u)+ ™ Ag(r, y,u) (67)
Por otra parte, realizando una transformacion a la variable de coestado:
m=Ae"” (68)

llegarfamos a la siguiente expresion:

H” = f(t, vy +mg(r, v,u) (69)
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A la expresion (60) se le denomina Hamiltoniano en valor presente debido a
que cuenta con un factor de descuento, mientras que a la expresion (69) se le
denomina Hamiltoniano en valor corriente. En el primer caso, la variable de
coestado (X) se interpreta como el precio sombra de la variable de estado ex-
presado en valor presente; y en el segundo, la nueva variable de coestado (m)
se interpreta como el precio sombra expresado en valor corriente. A conti-
nuacion obtendremos la condicién del principio del mdximo para el Hamilto-
niano expresado en valor corriente.

ILa primera condicion del principio del maximo establece que en cada instante
del horizonte de tiempo, la funcién Hamiltoniana debe ser maximizada con
respecto a la variable de control. Como el factor de descuento no depende de
la variable de control, ésta se considera como una constante positiva que no
altera el resultado del proceso de maximizacion. De esta forma, dicha condi-
cién puede plantearse del siguiente modo:

Maximizar H®  sujetoa u()e Q (70)

u

La ecuacion de movimiento para la variable de estado puede plantearse del
siguiente modo:

*

, _OH _ R
Y= 7 =g,y = g (7D

La ecuacién de movimiento de la nueva variable de coestado (m) puede deri-
varse a partir de la siguiente condicidn:

A= —%% (72)
Al derivar (68) con respecto al tiempo obtenemos la siguiente igualdad:
A =m'e™ — pme (73)
Ademds, a partir de (67) se cumple:
o _ OH e (74)

dy  dy
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Finalmente, reemplazando (74) y (73) en (72), obtenemos la ecuacién de mo-
vimiento:

*

m=- c)l\ + pm (75)

’

La condicién de transversalidad se puede obtener directamente a partir de
(68) y de la condicién del principio del médximo A(T) = 0.

MTy={me™*,., =m(T)e " =0 (76)

A manera de resumen, el principio del mdximo para el problema de control
Optimo (65) estarfa conformado por las siguientes condiciones:

a.  Maximizar " sujetoa u(t)e Q (77)
, oi’
b y'=-—
om

, oH"
c. m'===_—+pm
d. mTe " =0

6.  Control éptimo con horizonte temporal infinito

Al igual que en el cilculo de variaciones, algunas aplicaciones econémicas de
control optimo se desarrollan suponiendo un horizonte temporal infinito. Este
planteamiento si bien en muchos casos se ajusta a la realidad que se desea
modelar, puede traer problemas en la medida en que el funcional objetivo no
converja. Las condiciones para la convergencia del funcional objetivo
analizadas en el capitulo anterior se siguen cumpliendo para el problema de
control éptimo.

El problema bdsico de control éptimo con horizonte infinito a resolver es el
siguiente:

Maximizar V= J‘f(t, v, u)dt (78)
0
sujeto a V=gt y.u)

y(0)=yy (yodado)
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En la presente seccion se desarrollardn las condiciones de primer y segundo
orden necesarias para resolver el problema (78). Asimismo, se empleard la
técnica del diagrama de fase para obtener una solucién cualitativa al problema
con horizonte temporal infinito.

6.1 Condiciones de primer y segundo orden

Las tres primeras condiciones del principio del maximo (3) se siguen
cumpliendo para el horizonte temporal infinito; sin embargo, la cuarta, que
representa la condicion de transversalidad, debe ser modificada. En el problema
con horizonte temporal infinito se¢ debe cumplir que el limite en el infinito de
(32) debe ser igual a cero. es decir:

Lim (H,_; AT = A(T)Av; )=0 (79)

T oo

Como el horizonte temporal T tiende a infinito, la diferencia AT es distinta de
cero, por lo que necesariamente debe cumplirse:

LimH =0 (80)

1 =00

Si la variable de estado se encuentra libre, entonces Ayr es distinto de cero vy,
por lo tanto, adicionalmente debe satisfacerse la condicidn:

LimA(t)=0 (81)

1—0c0

Por el contrario, si el valor terminal de la variable de estado se encuentra de-
terminado, en lugar de la condicion anterior, basta con emplear una meta
asintdtica:

Limy(t)=y,, (82)

11—

Donde y.. es una constante que pertenece a los nimeros reales. A continua-
cion desarrollaremos un ejemplo, empleando los conceptos vistos hasta el
momento.
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Ejemplo.- Halle las trayectorias y (t), u () y A (t) que resuelvan el problema:

o g 2 )
o 1> y-
Maximizar V= fe‘“ - — +oyu—- - |dt
0 2 2
sujeto a vi=u
v(0)=

La funcién Hamiltoniana del problema es la siguiente:

2 2
H=e3 -2 +yu—2--- + Au
2 2

La primera condicidn del princtpio del maximo establece que el Hamiltoniano
debe ser maximizado con respecto a la variable de control. Como nos encon-
tramos ante una funcién no lineal, se plantean las condiciones cldsicas de op-
timizacién:

d

(—,[i=(' Y(~u+v)+A=0
du

0°H

—=-¢" <0

o’

Simplificando la condicién de primer orden obtenemos la siguiente relacidn:

A=e™ (u—y) (83)

Por otra parte, las ecuaciones de movimiento de las variables de estado y co-
estado son las siguientes:

\‘, = qﬁ =U (84)
S04
A= _d_a‘f:_ = - (u—y) (85)

Al reemplazar (83) en la ecuacién de movimiento de la variable de coestado,
llegamos a la siguiente ecuacién diferencial:

A+A=0 (86)
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Cuya solucion es:
An)y=He (87)

Donde H, es una constante desconocida por el momento. Para hallar la trayec-
toria de la variable de estado reemplazamos (87) y (84) en (83), con lo cual ob-
tenemos la ecuacion diferencial:

1

Vi-y=He (88)
que presenta la siguiente solucion:
* I
vy (t)=H,e' +He™ (89)

Donde H; constituye una nueva constante. A partir de (89) y la ecuacion de
movimiento (84), obtenemos la senda Optima de la variable de control:

W (1) =H,ye' +2H ™ (90)

Para obtener el valor de las constantes H; y Ha, en primer lugar, necesitamos
la condicion inicial y(0) = 1, con lo cual:

Vi) =H,+H =1 1)

Ademds, necesitamos contar con las condiciones de transversalidad para el
caso de horizonte temporal infinito. La condicion asociada al valor terminal
libre es la siguiente:

LimA(t)=H;e™" =0 (92)

1—yoo

Como en esta expresion el exponente es negativo, la variable de coestado conver-
ge a cero, con lo cual la condicién se satisface automdticamente independiente-
mente del valor que tome la constante H;. En este sentido, necesitamos la otra
condicidn de transversalidad para hallar el valor de las constantes:

t—o 1—oo

2 2
Lim [l = Lim {0‘"( - l—(’-,-— +uy - ‘—2—] + /11:} =0 (93)
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Simplificando el limite anterior obtenemos:

Lim 1l = Lim| —¢=% i (=v)*+ /lu} (94)

t—300 [—oo

f—3e0 oo

Lim Il = Lim| — ¢~ ;(/Ilel’)2 +H e " (Hy + 20 e )]

Lim Il = Lim| -

fodon 100

N —

HEe + H I, + 2//301}

Para que la anterior expresion converja a cero, se debe cumplir que H, = 0.
De este modo, la otra constante tomaria el valor Hy =1 y la solucion al pro-
blema estaria dada por las sendas:

y)=¢
u(t)y=e'
A{t)y=0

Para verificar la condicion de segundo orden evaluamos la matriz de deriva-
das cruzadas y segundas derivadas de la funcién Hamiltoniana:

A= =3t -3 (95)

Como la matriz es semidefinida negativa (A; < 0, A; = 0), el principio del
maximo y las condiciones de transversalidad constituyen condiciones sufi-
cientes para la maximizacion del funcional objetivo.
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6.2  Aplicacion: modelo neoclasico de crecimiento’

El modelo neocldsico de crecimiento fue planteado inicialmente por el ma-
temdtico inglés Frank Ramsey en 1928, y posteriormente fue modificado
por David Cass y Tjallinjg C. Koopmans en 1965. Este modelo intenta ex-
plicar desde un enfoque neocldsico (asumiendo una funcién de produccion
ncocldsica 'y supuestos de competencia perfecta), las caracteristicas
esenciales de un crecimiento econémico éptimo. De esta forma se plantea
un problema de optimizacion intertemporal del bienestar de las
generaciones presentes y futuras de la sociedad, a partir del cual se pueden
obtener las trayectorias Sptimas de consumo, capital y producto. Cabe
destacar que en este modelo se asume la existencia de un planificador
social, que resuelve el problema y decide las asignaciones de consumo y
capital. El modelo supone una economia en la cual se produce un solo bien,
de acuerdo con la siguiente funcion de produccion que depende del capital
(K) y el trabajo (L):

Y=F(K,L) (90)
Esta funcién de produccién es neocldsica, en la medida en que cumpla tres
propiedades. En primer lugar, debe presentar productos marginales positivos

y decrecientes, es decir:

oF _, F (97)

En segundo lugar, la funcién de produccion debe presentar retornos constan-
tes a escala:

F(AK,ALYy=AF(K,L) (A>0) (98)

9. Si bicn ¢l modelo neocldsico de crecimiento fue desarrollado inicialmente por Cass, Da-
vid ("Optimum Growth in an Aggregate Model of Capital Accumulation”, en Review of Econo-
mic Studies, vol. 32, No. 3, pp. 233-240) y Koopmans, T.C. (On the Concept of Optimal Eco-
nomic Growth, Discussion paper, New Haven: Coules Foundation, Yale University, 1963), el
desarrollo especifico de esta aplicacién fue tomado de Barro, Robert J. y Xavier Sala-i-Martin,
Economic Growth, McGraw-Hill, 1995, pp. 59-74.
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En tercer lugar, se deben cumplir las condiciones de Inada':

ki Py = i F, == ©
;{'Jl” F = {,im F, =0

IYIELN

Por otro lado, se asume que la fuerza laboral crece a una tasa exdgena “n’™:
———=n (100)

por lo tanto, presenta la siguiente trayectoria temporal:

Lit)=Lye" (Ly>0) (101)

En el modelo también se asume una economia cerrada, en la cual se cumple
la identidad macroecondmica:

Y=C+1 (102)

Es decir, la oferta agregada (Y) es igual a la suma de los componentes de la de-
manda agregada: consumo (C) e inversion bruta (I). Como la economia es ce-
rrada, toda la inversién es financiada mediante el ahorro interno (S), en otras
palabras, se cumple la igualdad T = S. La inversion bruta se define como la va-
riacion del stock de capital mds la depreciacion del capital. Considerando una
tasa de depreciacion del capital constante e igual a “§”, obtenemos lo siguiente:

I =K' +06K (103)
Con la finalidad de simplificar el problema, se planteard el modelo en forma
intensiva, es decir, expresando las variables en términos per cdpita'’. A partir

de (102) y (103) obtenemos la siguiente expresion para la identidad macroe-
condmica:

L E 6K (104)
L Lo L

10.  Inada, Ken-Ichi, "On a Two-Scctor Model of Economic Growth: Comments and a Gene-
ralization". en Review of Economic Studies, vol. 30, 1963, pp. 119-127.
11 Se asume por simplicidad, que la poblacidn es igual al ndmero de trabajadores.
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Al expresar las variables per cdpita en mindsculas, llegamos a la siguiente
igualdad:

’

K .
—=y-c-ok 105
L= (105)

Para obtener el ratio de variacién del stock de capital sobre la cantidad de
trabajadores, realizamos la siguiente derivacion:

’

o= K)_K _‘If’_ L (106)
L L I

oK KL
L L L

[\,:_K - nk

Ademds. considerando que la funcién de produccion es homogénea de grado
L, se cumple que:

LY P&

K
=F(—.)=¥(&
L L (L ) (k) (107)

Reemplazando (107) y (106) en (105), obtenemos una versién simplificada de
la identidad macroecondémica (105):

K =W(k)—c—(n+8k (108)

La ecuacién diferencial (108) se interpreta también como la ecuacién de mo-
vimiento del capital, ya que indica la evolucion del stock de capital per cdpita
dada una senda de consumo especifica.

Los agentes del modelo son homogéneos, es decir, presentan la misma fun-
cion de utilidad con las siguientes caracteristicas:

U'(c)>0,U"(c)<0 (109)
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Como los agentes son homogéneos, cada uno de ellos consume un monto
igual al consumo per cdpita (¢). La utilidad agregada de la sociedad en un ins-
tante determinado, viene dada por la utilidad individual multiplicada por cl
nimero de agentes en la economia:

Ule)L(1r) (110)

Dc esta manera, el funcional objetivo del problema es igual a la suma de las
utilidades futuras de la sociedad descontadas a la tasa p:

v =ft/(c->/,(,)p-r"d, =fl/(c')l.<)e"‘g‘f"d: - I,OJ'l/(c)A"‘f‘”dz (111
0 Q ¢}

En este sentido, el problema que enfrenta la sociedad es el siguiente:

Maximizar V= fU(c)e<’1“/’)‘(11 (112)
0
sujeto a K=Wk)-c—(n+8)k
k(0)=k, (ko >0)
0< e <W(k)

Con respecto al problema intertemporal (112) cabe destacar cuatro puntos. En
primer lugar, para que el funcional objetivo sea convergente debe cumplirse
que (n - p) < 0. En segundo lugar, la variable de control del problema estd
dada por el consumo per cdpita, y la variable de estado por el stock de capital
per cdpita. En tercer lugar, como el valor inicial del factor trabajo (L) es una
constante positiva, por conveniencia se ha fijado dicho valor en la unidad. En
cuarto lugar, para que el modelo sea consistente, el consumo no debe ser su-
perior al producto. En la medida en que se considera una economia cerrada,
los agentes no pueden acceder a un nivel de consumo superior al producto
que se genera.

La funciéon Hamiltoniana en valor corriente del problema (112) es la si-
guiente:

H™ =U(c)+m(¥(k)—c~(n+8)k) (113)
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El principio del maximo establece, en primer lugar, que el Hamiltoniano debe
ser maximizado con respecto a la variable de control, que en este caso viene
dada por el consumo:

-()-;I:I--:U'((')—m=0 (114)
de

(?"1‘{ —U"(¢) <0

de”

La maximizacion del Hamiltoniano arroja la siguiente condicidn de equilibrio:
4
m=U"(c) (115)

La condicion (115) tiene una interpretacion econdmica: en cada instante del
tiempo, ¢l precio sombra del capital expresado en valor corriente (m) debe ser
igual a la utilidad marginal del consumo. Esta condicién de equilibrio implica
una asignacion de recursos eficiente entre consumo e inversion en todo el ho-
rizonte de tiempo. Si no fuera este el caso, analicemos qué sucederia con la
trayectoria del consumo y el capital. Partamos considerando la ecuacion de
equilibrio (102), que establece que el monto total de la produccidn se destina
solamente a dos fines: consumo o inversion. Ahora, supongamos que en lugar
de la condicion (115) se cumpliese la desigualdad m < U’(c). En dicho caso,
el precio sombra seria inferior a la utilidad marginal del consumo. Esta situa-
¢ién no seria de equilibrio, ya que el valor marginal que posee el capital seria
inferior al del consumo, de tal forma que aumentaria el nivel de bienestar de
la sociedad incrementando el consumo y, por ende, disminuyendo el monto
de inversion. Este incremento del consumo disminuiria el valor de la utilidad
marginal, hasta que eventualmente sc igualaria al precio sombra'*. Por el con-
trario, si se cumpliera la desigualdad m > U“(¢), el valor marginal del capital
seria superior al del consumo vy, por lo tanto, la decisién dptima seria dismi-
nuir el consumo y aumentar el monto de inversién. La disminucion del con-
sumo incrementarfa el valor de la utilidad marginal hasta que se iguale al pre-
cio sombra del capital. De esta forma, la dnica situacién de equilibrio ad-
misible es (115), donde el precio sombra del capital se iguala a la utilidad
marginal.

12, La utilidad marginal disminuirfa por las propicdades de la funcién de utilidad estableci-
daen (112).
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Las ecuaciones de movimiento para el capital y la variable de coestado vienen
dadas por:

o

om

K =Wk)—c - (n+ )k (116)

' = —(J»{}Z +(p—mm = —-mV' k)= (n+3)N+(p—nmm =-m(VP'(k)-(p+3)) (117)
h

Las dos ecuaciones anteriores constituyen un sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineal, que depende de tres variables: el consumo (c), el capital (k) y
la variable de coestado (m). Con el objeto de construir un diagrama de tase
que explique la dindmica de crecimiento de la economia, se expresard el sis-
tema de ecuaciones en funcién solamente del consumo y el capital. Para ello,
debemos despejar tanto la variable de coestado como su primera diferencia
del sistema de ecuaciones anterior. La primera diferencia de la variable de
coestado es igual a:

m =U"(c)c’ (118)

Reemplazando (115) y (118) en (117), obtenemos la expresion:

)(‘P'(/«’)*(p**d)) (119)

. U'(c
(c)

T
Dividiendo ambos lados de la ecuacion (119) entre el consumo se obtiene:

’ U’(C)

= Yk)y-(p+8
o Y=o +8)

i
¢
La expresion -U7(c)/ U"(c)c es igual a la inversa de la elasticidad de la utili-

dad marginal con respecto al consumo. Ello puede apreciarse en la siguiente
expresion:

diU'(c)) ¢ _U(o)e
de  U'(c) U'(c)

nic) =~ (120)
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La elasticidad n(c) indica la sensibilidad de la utilidad marginal ante cambios
en el nivel de consumo. Como en la parte superior de este ratio se encuentra
la segunda derivada de la funcidn de utilidad, esta elasticidad constituye una
medida del grado de concavidad de la funcién de utilidad. Mientras mayor
sea la elasticidad, mayor serd la curvatura o concavidad de la funcién de uti-
lidad. En el caso del modelo de crecimiento neocldsico, como la funcién de
utilidad satisface los requisitos de (109), la elasticidad tomard siempre un va-
lor positivo.

Finalmente, las ecuaciones (119) y (120) establecen lo siguiente:

C—=—(1—(W’<k>—<p+6» (121)

c 1)

La ecuacion (121) también se conoce como la regla de Keynes-Ramsey de
consumo Optimo. Esta relacion establece de forma explicita, los componentes
que determinan la senda 6ptima de consumo. En esta ecuacién, cuando la
productividad marginal del capital neta de depreciacién (¥'(k) - §) es supe-
rior a la tasa de descuento subjetiva (p), la tasa de crecimiento del consumo
(c’/c) es positiva. Ello se puede interpretar de la siguiente forma: cuando la
productividad marginal del capital o la tasa de interés" es relativamente ele-
vada, resulta conveniente destinar una buena parte de la riqueza (producto) al
ahorro (inversién), con lo cual el consumo serd mayor en el futuro que en el
presente. De este modo, la trayectoria temporal del consumo serd creciente.
En caso contrario, ¥(k) - § < p, como la tasa de interés neta es inferior al
grado de impaciencia intertemporal (p), la estrategia Sptima serfa disminuir el
ahorro (inversion) para incrementar el consumo presente, con lo cual dismi-
nuyen las posibilidades de consumo futuro. En este caso, la senda de consu-
mo tendria un comportamiento decreciente en el tiempo (c/c < 0).

Por otra parte, mientras mayor sea el grado de concavidad de la funcion de
utilidad, es decir un valor de n(c) mds elevado, la senda Gptima de consumo
serd mds estable. Por ejemplo, en el caso que la elasticidad de la utilidad
marginal tienda a infinito, la tasa de crecimiento del consumo tenderia a cero

13. En una situacién de competencia perfecta se cumple que la retribucién al capital o la ta-
sa de interés es igual a la productividad marginal del capital. Ello se deriva a partir de la maxi-
mizacién de los beneficios de una firma [1 =F (K, L) - wL - rK, donde el precio del bica se nor-
maliza a 1, y los precios del capital y el trabajo son iguales a “r y “w”, respectivamente. En for-
ma intensiva, los beneficios son n = W(k) -w -rk. La condicién de primer orden de maximiza-
cién de beneficios establece r = W'(k), lo cual implica que en competencia perfecta la retribu-
cion al capital debe ser igual a su productividad marginal.
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y, por lo tanto, se apreciaria un comportamiento del consumo casi constante.
De manera opuesta, si la elasticidad tendiera a un valor cercano a cero, la tasa
de crecimiento del consumo tenderia a infinito y la trayectoria del consumo
seria explosiva.

A partir de (116) y (121) conformamos el sistema de ecuaciones diferenciales
con el cual se construird el diagrama de fase. En primer lugar, debemos fijar
el consumo y el capital per cdpita en su estado estacionario (k" = ¢” = 0) para
obtener las curvas de demarcacién:

c=Y(k) - (n+8)k (122)
¥k)y=p+5 (123)

La primera curva de demarcacién es una funcién que se obtiene a partir de la di-
ferencia de dos componentes: la funcién de produccion W(k) y la recta (n + §)k .
La funcién de produccién cumple con las condiciones de Inada en forma
intensiva: kLZT(; Wik)=oe y, Lim ¥ (k) =0 razon por la cual puede representarse

como una funcién céncava, tal como aparece en el Grifico No. 3.5. La dife-
rencia de ambas functones da como resultado una funcién similar a una paré-
bola (ver el Gréfico No. 3.6.).

Grifico No. 3.5

A (n+8)k
¥(k)
Yk)

v
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La segunda curva de demarcacién (123) constituye una recta perfectamente
vertical. Como la curva de productividad marginal es una funcién homogénea
y depende solamente del capital per cdpita (k), la ecuacion (123) da como re-
sultado un valor constante del capital que depende de los pardmetros p y &: k'
= I'(p, 8). Las curvas de demarcacion (122) y (123) se encuentran representa-
das en el Grafico No. 3.6, y constituyen el lugar geométrico en el cual el capi-

tal y el consumo, respectivamente, se encuentran en estado estacionario (¢” =
k”=0).

Grafico No. 3.6

. Senda de Ensilladura

1l / v

t; k=0

k klllll)( k

v

Una propiedad que se cumple en el diagrama de fase es que el consumo y el
capital en el estado estacionario, siempre son inferiores al méximo nivel que
se puede obtener de estas variables. Si maximizamos la ecuacién (122) con
respecto al nivel del capital, se obtiene la siguiente condicion:

Yikypm)=n+3d (124)
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Como p > n, se cumple p + § > n + § y, por lo tanto, ‘{”(k*) > W (knax)- Al ser
la curva de productividad marginal del capital ¥’(k) decreciente, entonces
necesariamente se satisface la desigualdad k™ < Kmax. Al stock de capital Ky
se le denomina nivel de capital de la regla de oro, debido a que constituye el
mdximo valor factible que puede alcanzarse en la economia. El valor k que
representa el nivel en el estado estacionario, recibe el nombre de capital de la
regla de oro modificada, ya que es el mdximo valor del capital que se obtie-
ne al resolver el problema de maximizacién intertemporal.

La trayectoria del consumo y el capital en cada una de las cuatro dreas del
diagrama de fase presentado en el Grifico No. 3.6, se obtiene a partir de las
derivadas parciales de las ecuaciones (116) y (121):

ok’

o 1<0 125
dec < (125)
(}C’ C »

—=—Yk)<0 2
* - n© (k) < (126)

El signo de la derivada en (125) indica que conforme se incremente el con-
sumo, la variacion del stock de capital con respecto al tiempo disminuird, y
por ende el stock de capital. Ello implica que niveles de consumo por encima
de la curva k” = 0 disminuyen el srock de capital; y niveles de consumo infe-
riores, incrementan el stock de capital. En el Gréfico No. 3.2, esta dindmica
se representa mediante flechas con direccién a la izquierda en las dreas 1 y 11,
y con direccion a la derecha en las dreas IIT y I'V.

Por otra parte, el signo de la derivada (126) indica que conforme se incremen-
te el stock de capital, la variacién del consumo con respecto al tiempo dismi-
nuird, y por lo tanto el nivel de consumo. De esta forma, cualquier nivel de
capital que se encuentre a la derecha del lugar geométrico ¢” = O ocasionard
una disminucién del consumo, y cualquier nivel de capital a la izquierda de
dicha curva significard un crecimiento del consumo. De manera similar al ca-
so anterior, este comportamiento se representa mediante flechas con direccién
hacia abajo en las regiones Il y IV, y con direccién hacia arriba en las regio-
nes Iy III.

El impacto negativo del consumo sobre el capital y viceversa se debe al ca-
racter de asignaciones competitivas que tienen el consumo y la inversion. Un
crecimiento del consumo puede lograrse a través de una disminucién de la
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inversién y, por ende, de una caida del capital en el futuro. Asimismo, un in-
cremento del stock de capital se obtiene a través de una mayor inversion, lo
cual sélo es posible de obtener a través de una disminucién del consumo.

La direccion de las trayectorias definidas por las derivadas (125) y (126) dan
como resultado un equilibrio inestable, en el cual se puede alcanzar el estado
estacionario (c*, k*) solamente a través de la senda de ensilladura. Cualquier
nivel de consumo y capital que se encuentre fuera de la senda de ensillada,
conduce a trayectorias divergentes de estas dos variables.

Para el caso especifico de una funcién logaritmica U(c) = Ln(c) y una fun-
cién de produccién Cobb-Douglas F(K,L) =K * L"®, el nivel de estado es-
tacionario o de largo plazo del capital y el consumo estd definido del si-
guiente modo:

1Hu-1)
K :L’ Jﬁ] (127)
[0 4
o foe-1) 1(x~1)
c =(‘ﬁ) _(n.‘_a)(vﬂ) (128)
[04 a

Ejercicios

1. Halle las sendas éptimas u*(t), y*(t) y )f(t) en los siguientes casos:

2

a. V= f(3y ~2)dt  sujetoa y =3u— Ly0) =1y(2) =y, (y, libre)
0
!

bV =J.Ln(4yu)dt sujeto a  y' = dy(l—u); y(0) = I; y(l) = &*

c. V= J.—uzdt sujetoa  y' =y+u;y(0)=1Ly(l)=0
0
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J
d V= J.— ﬂl’ (@ +yHdt sujetoa v =u—yiv(0) =Ly(l) = v, (v, libre)
0o

,
e. V= f— dt sujetoa y' =y+u;y(0)=5y(T) =11 (T libre)

0

-

V= J.(l —Wudt  sujetoa ¥ = 1=y y(0) =0; (u(r) € [0,1])
0

1
g V= J.(y: +ay+bu +ou’ i sujetoa ¥ =wy(0y=d; y(Ty= v, (v, libre) (ab.c.d >0)

0

I
h. V= J.(Z,v ~3u—ut)dr sujetoa Yy =y+u v(0)=5y()=y, (y libre)
0

2. El siguiente problema de control ¢ptimo:

1
Maximizar V= If(y, u)dt
]
sujeto a v=g(y.u)

v(0) = v,(y, dado)
¥(T) =y, (y, dado)

Se denomina auténomo debido a que no depende explicitamente del
tiempo (t).

a.  Demuestre que en el problema anterior, el Hamiltoniano dptimo es cons-
tante en todo el horizonte temporal.

b. Demuestre que para g(y, u) = u se cumple la condicién:

f-=yf. =c Viel0,T]

Donde ¢ pertenece a los nimeros reales.
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3.

Dado el siguiente problema de control Gptimo:

Muaximizar Via) = J.() " Ln(u)dr
- ’ !
sijeto a v =by—u
va)y=c

1,_1'/11 yw(r)=0
(a,b,c>0)

Demuestre que se cumple la siguiente condicion:
V(a)=eP'V(0)

La curva de demanda de un mercado en el instante “t” viene dada por:

qt)y=a—-bp(t) (a,b>0)

Donde q(t) y p(t) representan la cantidad y el precio, respectivamente. En
este mercado existe una firma grande que fija el precio, y un grupo de
firmas pequefas que son tomadoras de precios. Nuevas firmas pequenas
entrardn al mercado si la firma grande determina un precio mayor a p .
La produccion agregada de las firmas pequenas (y(t)) se comporta de
acuerdo con la siguiente ecuacion diferencial:

V=k(p=-p) k>0
y(0) =y, (y,>0)

La compaiia grande produce una cantidad q(t) - y(t), y presenta un costo
medio constante e igual a ¢ (p > ¢ > 0). El objetivo de la empresa es ma-
ximizar el valor presente de sus beneficios descontados a la tasa “r™™:

1= J.c_”[ p—clla—bp— yldr
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a.

b.

6.

Plantee un diagrama de fase que explique la dindmica del precio y la pro-
duccidn de las pequefias firmas.

Encuentre el valor del precio y la produccién de las pequefias firmas en el
estado estacionario.

Compruebe la condicidn de suficiencia de Mangasarian.

La variacién de las ventas (V) de un producto de la firma XYZ decrece
de manera proporcional al monto de las ventas, pero aumenta proporcio-
nalmente al gasto en publicidad (P) destinado al sector del mercado que
adn no adquiere el producto. De esta forma, las ventas se comportan de
acuerdo con la siguiente ecuacién diferencial:

V' =-aV +bP[l ~ %} (a,b,M >0)

DadoV (0)=V, (V,>0)

Donde M es el valor de las ventas de todas las empresas dentro del
mercado. El objetivo de la empresa es maximizar el valor de las ven-
tas hasta el periodo “T”:

T
I = fV(t)a’t
0

Si la firma XYZ puede destinar a 1o mas 3,000 unidades monetarias (u.m.)
en publicidad, mediante el principio del mdximo halle la politica publici-
taria Optima y la evolucién de las ventas. Asuma los siguientes valores pa-
ra los pardmetros: a=1,b=2, M =100, oo = 4, T = 12. Considere que las
variables de control y estado se encuentran expresadas en miles de u.m.
Compruebe si se cumple la condicidn de suficiencia de Mangasarian.

Suponga que un partido politico acaba de ganar las elecciones presiden-
ciales (t = 0) y que las proximas elecciones se realizardn dentro de “T”
afios. El partido gobernante desea ser reelegido en las siguientes eleccio-
nes, razén por la cual busca maximizar la intencién de voto de la ciuda-
dania representada a través de la funcién v(¢). Los votantes evaldan al
gobierno sobre la base de la evolucidn de la inflacion (p) y el desempleo
(u) durante el periodo de gobierno. Los electores le asignan una mayor
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a.

b.

importancia a la situacion econdmica cercana al periodo de eleccion, de
acuerdo con el factor e". De este modo. el funcional objetivo del partido
gobernante es el siguiente:

1
V= Iv(u, pedt  (r>0)

0
La inflacion, el desempleo y la inflacidn esperada (1) en la economia se
relacionan de acuerdo con la curva de Phillips:

p=a—butcm (a,b,c>0)

Por otra parte, la inflacion esperada se forma de acuerdo con expectati-
vas adaptativas:

n#’=d(p-n) (d>0)

Si la intencion de voto de los electores se representa a través de la si-
guiente funcién:

viu.p)=-u'—kp (k>0)

Halle la trayectoria del desempleo, la inflacién y la inflacién esperada, si
el valor inicial de la inflacion esperada es ni(0) = mo y el valor terminal s
libre. Considere al desempleo como la variable de control y a la inflacién
esperada como la variable de estado.

Compruebe la condicion de suficiencia de Mangasarian.
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En este capitulo estudiaremos la tercera de las técnicas de optimizacidn inter-
temporal mas empleadas en la formulacién de problemas econémicos: la
programacién dinamica. Esta metodologia de optimizacién dinidmica fue
desarrollada por el matematico Richard Bellman en 1957 y, desde entonces,
ha sido utilizada principalmente en el planteamiento de modelos de macroe-
conomia dindmica. La formulacién bésica del problema de programacién di-
namica es muy similar al del control 6ptimo:

T
Maximizar V=Y fi(y1)+ Z(yr.,,) (D
+=0

sujetoa Vit S8y, 1) Vir=0,12,.T

yo dado

Yy libre

v, 20

1,20

Con el fin de introducirnos en la técnica de la programacién dindmica, de-
sarrollaremos los problemas en tiempo discreto. La programacion dindmica
en tiempo continuo involucra el conocimiento de ecuaciones diferenciales
parciales, y la explicacidn de ese tema excede los objetivos del presente texto.
Por otro lado, los elementos que componen el problema (1) son los mismos
que en el control éptimo. Las variables u, e y, constituyen las variables de
control y estado respectivamente, a la funcién g(¢) se le denomina ecuacidn
de movimiento o de transicion, y a la funcién f(*) se le conoce como funcién
de retorno (ésta es equivalente a la funcion intermedia). Finalmente, al igual
que en los capitulos anteriores, a ““V” se le denomina funcional objetivo.

1. Bellman, Richard, Dynamic Programming, Princeton: Princeton University Press, 1957.



162 Apuntes de Estudio

Antes de iniciar con la explicacion de la técnica de programacién dindmica
cabe resaltar tres aspectos. En primer lugar, si bien un mismo problema puede
plantearse a través de la programacién dindmica y del control 6ptimo, existe
una suerte de especializacion. En aquellos problemas en los cuales se consi-
dera el tiempo continuo y variables deterministicas, usualmente se emplea la
técnica de control éptimo; mientras que aquellos en los cuales se consideran
el tiempo discreto y variables estocdsticas (es decir, variables que tienen un
comportamiento aleatorio), se emplea la técnica de programacion dindmica.

En segundo lugar, mientras que en el control éptimo es posible obtener una
solucién analitica de una forma relativamente sencilla para las variables en
andlisis, en la programacién dindmica no ocurre lo mismo. Por lo general, a
partir de las condiciones de primer orden del problema de programacién di-
namica se obtienen caracteristicas cualitativas acerca del proceso de optimi-
zacion intertemporal que enfrentan los agentes. Solamente bajo formas fun-
cionales especificas de la ecuaciéon de movimiento y la funcién de retorno, se
pueden obtener soluciones analiticas simples para el problema (1). En caso
contrario, las trayectorias de las variables de control y de estado se obtienen a
través de métodos numéricos o de computacion.

En tercer lugar, las variables de control éptimas en programacién dindmica
son de circuito cerrado (también denominado closed-loop control), es decir,
dependen tanto de la variable de estado (y,) como del tiempo (t). En el caso
del control 6ptimo, las variables de control son de circuito abierto (también
denominado open-loop control), ya que éstas dependen exclusivamente del
tiempo. A la estrategia que determina el valor del control ¢ptimo para un va-
lor dado de la variable de estado se le denomina funcién de politica (policy
function), y se le representard mediante la funcién u, = h(y,). Esta funcion
constituye la esencia de la solucién al problema (1).

El presente capitulo estd compuesto por cuatro secciones. En la primera se
desarrollard, a manera de introduccién, la forma convencional de resolver el
problema de optimizacién intertemporal discreto, es decir, empleando las
condiciones de Kuhn-Tucker. En la segunda seccién se plantea como a tra-
vés de la ecuacién de Bellman un problema de optimizacion multiperiodos
se transforma en una secuencia de problemas de solamente dos periodos.
Adicionalmente, se desarrollardn las condiciones de primer orden cuando el
horizonte temporal es finito. En la tercera seccién, se extenderdn los resulta-
dos a un horizonte temporal infinito. Por dltimo, se considerard el problema
de programacion dindmica en un entorno de incertidumbre.
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1. Optimizacion dinamica empleando las condiciones de
Kuhn-Tucker

En el problema (1), el objetivo consiste en determinar las secuencias de
las variables de control y estado que logren maximizar el funcional obje-
tivo. No obstante, dicho problema puede ser interpretado como un pro-
blema de optimizacion estdtica en el cual se deben determinar las “2T +
2 variables® que optimicen la funcién objetivo. Con el fin de introducir-
nos en la programacién dindmica, desarrollaremos el problema (1) bajo
el segundo enfoque.

1.1 Las condiciones de Kuhn-Tucker

Dada la funcién Lagrangiana del problema (1):

7 T
L=2f!(yw"r) + Z(y’l'+l)+ er(gr(yw“t ) - y:+l) (2)

=0 =0

Las condiciones de Kuhn-Tucker establecen que las variables que optimi-
zan la funcién objetivo cumplen con las siguientes condiciones de primer
orden:

22<0 >0 —u, =0

ou, “ du, “ v
—a£~50 Vi 20 _a'é’)’m =0 Ve=0L2,...T

a.vlrl ayl+l

Lo az20 %o

A 94,

Para simplificar el problema, asumiremos que la solucidn es interior. Por lo
tanto, las condiciones de primer orden se resumen del siguiente modo:

JdL oL oL
—=0 =0 —=0 ve=012,.,T 4
ou, 0Y,41 04, @

2. Scdeterminan “T + 1” variables de control y “T + 1” variables de estado.
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Desarrollando cada una de las tres condiciones, obtenemos el siguiente siste-
ma de ecuaciones en diferencias:
oL 9 )
_Y 5 %

= =0 vVt=0,.2,.,T 5
ou, Ou, ' Ou ©

b. aL - afz+l +’1/+1 agH-l —X, =0
Wi O 9141

aL
C. ﬁ=g1(yt’“1)_yr+l =0

Para obtener el conjunto de variables que optimizan la funcién objetivo es
necesario seguir el siguiente procedimiento. En primer lugar, se desarrolla la
ecuacion (5.b) parat="T:

0Z

a)’T+l

S (6)

En segundo lugar, se debe reemplazar la ecuacién (6) en (5.a) para el periodo
“T”, con lo cual obtenemos la siguiente expresion:

Fr , d8r 02

7
au-,— allT 6(\)7',” ( )

La ecuacién (7) junto con la ecuacion de transicion para el periodo “T™:
Yru = 8r(yr,ur) 8)

constituyen un sistema con dos ecuaciones y tres incognitas (ut, yr, yr+1). A
partir de dicho sistema se puede obtener una funcidn de politica que indique
la eleccion optima de la variable de control (u,), dada la variable de estado
(yo: ur=h(yr).

En tercer lugar, desarrollamos la ecuacién (5.b) para el periodo t = T-1:

E)f_7+/1rag_T_AT_[=0 9)
dyy dyr
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Reemplazando (9) y (6) en la ecuacidn (5.a), obtenemos para el periodo t = T-1
la siguiente condicion:

Yra , dyr [éﬁ_ﬂz_@i}:o (10)

Qup.y  dur_ (dyr  Oyr dyry

Como se ha podido encontrar una funcién de politica ur = h(yr), en realidad
la variable yry| puede expresarse en funcién yr del siguiente modo: yr =
g(yr, h(yr)). De esta forma, en la condicion (10) intervienen 3 variables: ur.),
y1-1 € y1. Dicha ecuacién junto con la ecuacion de movimiento para el periodo
“T- 1

Va1 = 8ra(Yropstiry) (1

representan nuevamente un sistema de dos ecuaciones con tres incogni-
tas. A partir de dichas relaciones se puede obtener la funcién de politica
para el periodo “T - 1" ur.y = h(yr.r). En general, para el periodo “t”, la
funcién de politica uc = h(y) se obtendrd a partir del siguiente sistema

recursivo:
gf;+§é’.r_ Qﬁﬂ.+§5'_+t ifl*"_l_.}.gg‘_*z _QZ_ =0 (12)
all au/ 8.)‘ ayu-l ayl+2 ayu-l ayTH

t 1+1

Yeor = 8 Wys y,)
vr=0,12,..T

Este método, utilizado para hallar la funcién de politica, es denominado
induccion hacia atrds, ya que es necesario resolver el problema empe-
zando desde el dltimo perfodo hasta el tiempo inicial t = 0. Tal como se
puede apreciar en (12), el método permite obtener la variable de control
Sptima en el periodo “t” excluyendo los valores pasados de las variables
de control y de estado (uj, y;, Vj =0, 1, 2,..., t-1). Esta caracteristica de la
condicién de primer orden (12) constituye la base del principio de opti-
malidad desarrollado por Bellman, el cual serd explicado en la seccién
2.1 del presente capitulo.
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Una vez obtenida la funcién de politica para cada periodo, la secuencia de
variables de control y estado 6ptimas se obtienen de una manera relativamen-
te sencilla, siguiendo el esquema que se presenta a continuacion:

Yo —» h(y,) —p u,

\A 8(yit) g Vi Ve =0,12,...,T

En el periodo t = 0 contamos con el valor inicial yg (yo> 0), y empleamos la
funcién de politica h(*) para obtener el control 6ptimo ug. A continuacion,
reemplazamos los valores ug e yo en la ecuacion de transicion, con lo cual se
obtiene la variable de estado en el siguiente periodo y;. Se repite el procedi-
miento para t = 1, y se obtiene la variable de control u, y la variable de estado
y2. Siguiendo el mismo esquema hasta el dltimo perfodo, se halla el valor ép-
timo de las *“2T + 2" variables que intervienen en el problema.

1.2 La ecuacién de Euler: condicién de optimizacion intertemporal

En un problema econdémico, muchas veces mas importante que obtener la tra-
yectoria de una variable es la condicién de optimizacién intertemporal, y ¢6-
mo se interpreta dicha condicién en el marco de la teoria econdmica. Con este
propésito se emplea una condicién de equilibrio denominada ecuacién de
Euler. Esta ecuacidn es similar a la vista en el cdlculo de variaciones; sin em-
bargo, en el presente caso estd planteada en tiempo discreto. Para derivar la
ecuacién de Euler utilizaremos las condiciones de primer orden planteadas en
(5). En primer lugar, debe despejarse el multiplicador de Lagrange de la
ecuacion (5.b), con lo cual se obtiene la siguiente expresion:

A 41 08141
A = 1+ +A t+ 3
' ayt+l ! ayH-l (l )

Por otro lado se despeja la ecuacidn (5.a) y se adelanta un periodo, con lo
cual se obtiene:

af!+l

ou,,
Al == ag, i (14)

ou

t+1
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Reemplazando (13) y (14) en la condicién (5.a), finalmente obtenemos la
ecuacion de Euler:

&YHI
_@i+é§_:_ @(IH _ ag/+l aqu =0 (15)
au, (914, ayﬁ-l ayH—l ag”'l
auul
La ecuacién de Euler junto con la ecuacidn de transicion:
Yier = 8y, y,) (16)

resumen las condiciones de primer orden del problema (1). Para interpretar
de una manera mds sencilla la ecuacion de Euler, asumiremos que la ecuacién
de transicién no depende de la variable estado (g(uy)), con lo cual (15) se
simplifica del siguiente modo:

iﬁi%‘—:o Vt=012,..,T (17)

du, O Oy
Esta condicion implica que la eleccién de la variable de control en el pe-
riodo “t” debe ser tal que garantice que la funcién de retorno en el mismo
periodo sea la mayor posible, pero considerando el efecto de la asigna-
cién sobre la funcién de retorno en el periodo siguiente. Ello se debe a
que a través de la ecuacién de movimiento, las variables en distintos pe-
riodos de tiempo se encuentran interrelacionadas. De este modo, las deci-
siones en un periodo afectardn a la funcién de retorno en los siguientes
periodos. En este sentido, el segundo término de la ecuacién (17) es un
producto de derivadas que miden el efecto de la eleccién de la variable
de control u, sobre la funcién de retorno en el periodo “t+1”. Dichas de-
rivadas constituyen una aplicacién de la regla de la cadena, ya que indi-
can cémo cambia la funcién de retorno ante una variacién de la variable
de estado en el periodo “t + 17, multiplicado por la variacién de esta va-
riable ante un cambio en la variable de control en el periodo “t”.

De esta manera, si la condicién (17) se cumple para todos los periodos, la se-
cuencia de la variable de control es 6ptima en la medida en que garantiza que
el control en cada perfodo toma en cuenta el efecto sobre las funciones de re-
torno en el futuro. Si estuviéramos en el caso en el cual no existiera una ecua-
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cion de movimiento (g, = 0), y no hubiera interrelacién entre las variables de
distintos periodos, entonces nos enfrentarfamos a la siguiente condicion de
optimizacidn:

i-:0 Yi=0\.2,..T (18)
du,

que constituye la condicién de optimizacion empleada en los problemas esta-
ticos. La condicion (18) implica que la funcién de retorno en cada periodo se
encuentra maximizada. Dicho resultado es consistente, ya que no es necesario
considerar los efectos de la variable de control sobre periodos futuros.

1.3 Condicién de segundo orden®

Para asegurar que efectivamente a partir de las condiciones de primer orden
se obtengan las secuencias de las variables de control y estado Gptimas, es
necesario emplear las condiciones de suficiencia planteadas en Sztrgenﬁ. Es-
tas condiciones establecen que si se cumple que:

a) fi(u, yy) es una funcidn concava y acotada.

b) El conjunto definido por {yui. yi, Ut Y1 < giUy, yi) Jes convexo y compac-
to para cualquier senda u, factible.

¢) La secuencia de variables yi1, u (vt =0, 1, 2,..., T) satisface las condicio-
nes de primer orden de Kuhn-Tucker.

Entonces, yui, w (vt =0, 1, 2,..., T) da como resultado un médximo global de
V. Si la funcién de retorno fuera estrictamente ¢concava, dicho méaximo global
ser{a unico.

A continuacién desarrollaremos dos aplicaciones econémicas sobre los con-
ceptos vistos hasta el momento. En el primer ejemplo desarrollaremos un
problema microeconémico, en el cual un individuo enfrenta la decision de
determinar la senda de consumo que maximice su utilidad intertemporal. El
segundo ejemplo es una aplicacién macroecondmica, en la cual se determina
el patrén de crecimiento Optimo de una economia. En vista de que el proce-

3. Basado cn las condiciones de suficiencia de Kuhn-Tucker.
4. Sargent, Thomas. Dynamic Macroeconomic Theory, Cambridge: Harvard University
Press, 1987.
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dimiento para obtener los valores dptimos de las variables de control y estado
es relativamente engorroso, limitaremos la solucién del problema a la obten-
cion de la funcidn de politica.

Ejemplo 1.- Asignacion de consumo y ahorro’

Un individuo cuenta con un stock de ahorros igual a S;. Cada perfodo, el
agente retira de sus ahorros un monto igual a ¢, para destinarlo a bienes de
consumo. El stock de ahorros remanente (S, - C,) se deposita en un banco que
paga una tasa de interés constante e igual a “r”” (0 < r < 1). De este modo, en
el siguiente periodo, el nuevo stock de ahorros serd igual a (1 + r)(S; - Cy). Es-
ta operacion se repite periodo a perfodo hasta el momento T, cuando termina
el horizonte de optimizacién del individuo. El comportamiento de los aho-
rros puede ser expresado de una manera simple, a través de una ecuacién
de movimiento:

S S+r)S, -C,) Vt=0l2,.,T (19)

Dado un stock inicial de ahorros Sy, el objetivo del individuo consiste en
maximizar su bienestar intertemporal hasta el periodo “T”, empleando el fac-
tor de descuento 3 (0 <3 < 1):

.
U=YB'1(C) 0)

t=0

Donde f(C,) es la funcién de retorno, que se interpreta como la funcién de uti-
lidad asociada a cada periodo. EI problema que enfrenta el consumidor se re-
sume del siguiente modo:

Maximizar U =Y B'f(C) @
1=0

sujeto a SasaS, -C) (a=0+r)y Vi=012..T
S, >0
Sy, libre
S, 20
C, 20

5. Para mayor detalle sobre esta aplicacién econémica, ver Léonard, Daniel y Ngo van
Long, Optimal Control Theory and Static Optimization in Economics, Cambridge: Cambridge
University Press,1993, pp. 179-181.
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La resolucién del problema se divide en tres partes. En la primera se desarro-
llard la ecuacion de Euler, para una funcién de utilidad genérica fi(Cy); en la
segunda, se hallard una funcién de politica; y finalmente, se evaluardn las
condiciones de segundo orden.

a) Ecuacién de Euler

En los casos en que la funcién de utilidad es compleja, no es posible obtener
la funcién de politica de una manera analitica, por lo que resulta conveniente
analizar la condicién de optimizacion intertemporal. Asumiendo una funcién
de utilidad general f(C) (f’(Cy) > 0, f’(C) < 0) y empleando la ecuacién de
Euler (15), obtenemos la siguiente condicién de equilibrio intertemporal:

'_()L _ _ 1+l (%(_‘_ __l _
o e o

El lado izquierdo representa la tasa marginal de sustitucién entre consumo
presente y consumo futuro, e indica cudnto valora el consumidor en términos
relativos una unidad de consumo de un periodo a otro. El lado derecho de la
ecuacion representa la tasa de interés bruta (1 + r), es decir, cudnto se valora
en el sistema financiero una unidad de consumo de un periodo a otro. En el
equilibrio, las dos valoraciones deben ser iguales; de lo contrario, la asigna-
cién de consumo no serfa éptima. Si la tasa marginal de sustitucién fuera ma-
yor a la tasa de interés bruta, el agente valora mds el consumo que el sistema
financiero, por lo tanto resultaria conveniente incrementar el consumo. Por el
contrario, si la tasa marginal de sustitucion fuera inferior a la tasa de interés
bruta, convendria disminuir el consumo. Cuando la asignacion de consumo es
6ptima en cada periodo de tiempo, entonces ambas tasas deben ser iguales.

La condicién de equilibrio también puede ser interpretada de otra forma. Su-
pongamos que en un periodo “t” disminuye el consumo en una unidad, ello
trae como consecuencia una disminucién de la utilidad en B‘f’(C[) Esta uni-
dad de consumo puede ser invertida en un banco, donde se puede obtener un
rendimiento constante e igual a “r”. En el periodo siguiente se podrd contar
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con (1 + r) unidades de consumo. En “t + 1”, el bienestar del agente se incre-
mentard en B'” f(Cui)(1 + 1). Si la asignacién es 6ptima, se debe cumplir que
el agente debe ser indiferente entre ambas opciones, con lo cual llegamos a la
siguiente condicién:

I

aC, " ICpy

1+r) (23)

la cual es equivalente a la ecuacién de Euler.
b)  Funcién de politica

Asumiendo una funcién de utilidad logaritmica f(Cy) = LnC,, la funcién La-
grangiana del problema es la siguiente:

T T
L= p'LaC, + Y A(@(S, ~C,) = S,) (24)
=0 1=0

La condicién de primer orden se resume del siguiente modo:

1
Lopl _w<o 20 oo

aCl ﬁ C[ t ! dcl (25)
b aA e, <0 8,20 P20 vi=012..7

a5, AP

JL aL
(S, -C)=5,,20 A0 27 ) =0
C ak‘ (1 1) 141 a)b,

Ahora resolveremos el problema mediante induccién hacia atrds. En primer
lugar, empezaremos por resolver el problema en el periodo “T”. Para dicho
periodo se cumple:

L oL

1
——=p"—-ak, <0 C, 20 —-C, =0
ac, p c, ! ac, (26)
JL oL
b ——==-A, <0 S 20 —=85,,,=0
aSI.H 1 T+ aSII‘H T+1
oL oL

C. WT=Q(S7»—C1-)—STHZO 1120 :?,{Tll =0
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De manera intuitiva podria determinarse cudles son las asignaciones de con-
sumo y ahorro en el dltimo periodo. ; Qué sucederia si el nivel de ahorro fuera
positivo en el periodo “T + 1”? En dicho caso nos encontrarfamos en una si-
tuacién subdptima, ya que en la medida en que no existe utilidad por el con-
sumo realizado mds alld del periodo “T”, cualquier “herencia” dejada por el
agente implicaria una pérdida de bienestar. En este sentido, el ahorro éptimo
Si+1 deberifa ser igual a cero. Del mismo modo, como la utilidad marginal es
siempre positiva, el consumo 6ptimo deberd ser mayor a cero en todo el hori-
zonte temporal. A continuacién se demostrardn estos resultados matematica-
mente. Dado que Cr> 0, entonces se satisface la condicién:

oL !

a—c,,:ﬁ/c—r‘a/lr:() (27
,

B
a C;

Reemplazando (27) en (26.b) obtenemos lo siguiente:

T
1
>0 28
Z G, (28)

Como el consumo es positivo, la expresidn anterior es estrictamente positiva.
Por otra parte, en (26.b) se cumple la tercera condicion:

BT 1
_——3S,, =0 2
2 c, 5 (29)

Como el primer término en (29) es estrictamente positivo, ello implica que
el ahorro en el dltimo periodo es igual a cero. Esta igualdad equivale a la
condicién de transversalidad del problema de control 6ptimo y del cdlculo
de variaciones, en la medida en que determina el valor de la variable de es-
tado en el Gltimo periodo. El resultado obtenido (St+; = 0) lo reemplazamos
en la ecuacién de movimiento, con lo cual obtenemos la siguiente funcién
de politica:

Cr =87 (30
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De igual forma, en el periodo “T - 1" se cumplen las condiciones:

a. *t—”; =p" ! -0, <0 C,, 20 7-814— Cr., =0 (1)
ac,_, C,, oC,_,

.9 = 4 vad, <0 5,20 L <o
AR S,

e as, ~C)-5,20 4,20 P, g
A, Y

Considerando que Cr.; > 0 y despejando la ecuacién (31.a.), obtenemos lo
siguiente:

Ara = B ;—l Crl-l (32)
Por otra parte, si consideramos que St> 0, se cumple:
Aroy =0y (33)
Reemplazando (27) y (32) en (33), se llega a la siguiente relaciém:
= "
o o
C, =afC,

Reemplazando (30) y (34) en la ecuacién de movimiento, se obtiene final-
mente la funcién de politica para el periodo “T - 1"

afCy_, =a(S;_ —Cr_) (35)

— ST—I

C
™ 1+
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Para el periodo “T - 2 se cumplirdn las condiciones:

JL r2 |l JL
. == f3 —-tA, , <0 C. .20 i, =0
‘) P Con he Jc,, "1 (30)
b2 Ay 2+ 0th, SO S,,20 o -8,,=0
A IS,
JL. ' . : JL
< a =a(S; ,=Cry)=8,,20 4,20 ‘;)1[“2‘/11--1 =0

Las condiciones de (36) junto con la funcién de politica (35) determinan la
funcién de politica:
Sy

= 37
l+ﬁ+[5’2 (37)

Croa
En general, para el periodo “t”, la funcién de politica tomar4 la siguiente for-
ma:

) s, - B
C = =
I+ B+ +p7" 1=-pr

s, Vi=012...T (38)
Esta funcidn de politica indica que el consumo es igual a una fraccion, cam-
biante en el tiempo, del nivel de ahorro.

¢)  Condicion de suficiencia

Con el fin de asegurar que las condiciones de Kuhn-Tucker efectivamente

maximicen la funcién objetivo, se evaluard la condicién de suficiencia. En
primer lugar, la funcién de retorno debe ser céncava, lo cual se satisface:

9L (39)

En segundo lugar, la ecuacién de movimiento es lineal y se clasifica como
funcién convexa:

S0 (40)
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Por lo tanto, la funcién de politica obtenida a través de las condiciones de
Kuhn-Tucker permite obtener las secuencias de las variables de control y estado
que maximizan la funcidn objetivo.

Ejemplo 2.- Modelo de crecimiento neoclasico®

Suponga una economia en la cual se produce un solo bien de acuerdo con la
funcién de produccion o(k,). Cada periodo. la produccién se destina solamente a
dos fines: consumo (Cy) o inversién en capital para el periodo siguiente (Kw).
Dicho proceso de asignacién puede representarse a través de la siguiente ecua-
cién de movimiento:

G, +kr+l §(D(k[) (41)

Por otra parte, el objetivo de la sociedad es maximizar su bienestar intertem-
poral empleando el factor de descuento f3:

T
U=Eﬁ'f(C,) 0<B< (42)
1=0

De esta manera, el problema que enfrenta el planificador social se resume del
siguiente modo:

,
Maximizar U= Eﬁ/f(cl) (43)
=0

sujeto a C +k,. SPk,)
ky >0
ky., libre
k., =0
C 20

6. La aplicacién ha sido tomada de Sargent, Thomas, op. cit, pp. 24-27. El modcelo pro-
puesto se basa cn el articulo escrito por Brock, William y Leonard Mirman, “Optimal Economic
Growth and Uncertainty: The Discounted Case”, en Journal of Economic Theorv, 1972, pp.
479-513.
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Al igual que en el primer ejemplo, la resolucién del problema se divide en
tres partes. En la primera se establece la condicién de primer orden del pro-
blema, para funciones generales f(C,) y ¢(ko). En la segunda, se halla la fun-
cién de politica 6ptima. Finalmente, en la tercera seccidn, se evalia la condi-
cién de segundo orden.

a) Ecuacion de Euler

Como se menciond anteriormente, en algunos casos, en lugar de hallar las
trayectorias de las variables de control y estado resulta conveniente analizar
la condicién de optimizacién. Asumiendo funciones genéricas para el nivel de
utilidad f(Cy) (f(C) > 0 £°(Cy) < 0) y la produccion ¢(ky) (¢’ (kg >0 ¢’ (k) <
0), podemos plantear la ecuacién de Euler para analizar la condicién de equi-
librio intertemporal. Considerando la ecuacién de movimiento kw1 = ¢(k) -
C,, la ecuacién de Euler establece lo siguiente:

IW ’ 1+l (%‘ —

B a—q—l[o“‘ﬁ(k,.x)ﬁ 5&:(“‘)]—0 (44)
9

‘73, =9k,
B

oC

1+1

La interpretacién de la ecuacién de Euler es muy similar a la del ejemplo an-
terior. En el contexto macroeconémico, el uso alternativo de una unidad de
consumo ya no consiste en realizar un depdsito en un banco sino en la inver-
sién en capital. De esta forma, la ecuacién de Euler establece que la tasa mar-
ginal de sustitucion entre consumo presente y consumo futuro debe ser igual a
la productividad marginal del capital. Si la tasa marginal de sustitucién fuera
mayor a la productividad marginal, entonces, la sociedad como un todo valo-
ra mds el consumo presente que la inversion en capital; por lo tanto, la deci-
sién Optima seria aumentar el consumo y disminuir la inversién en capital.
Por el contrario, si la tasa marginal de sustitucion fuera inferior a la producti-
vidad marginal, convendria disminuir el consumo e incrementar la inversién
en capital. De esta forma, en el equilibrio, las secuencias 6ptimas de consumo
y capital deben cumplir con una relacién de igualdad entre la tasa marginal de
sustitucion y la productividad marginal.
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b)  Funcidn de politica

Para obtener la funcién de politica asumiremos una funcion de utilidad loga-
ritmica f(C,) = LnC,, asimismo se asumird la funcién de produccién ¢(k,) =
k. Como la utilidad marginal es siempre positiva, entonces nunca se desper-
diciardn unidades de consumo y la restriccién (41) siempre se cumplird con
igualdad. De este modo, para simplificar el problema, reemplazaremos la res-
triccion (41) en la funcién objetivo (42), con lo cual obtendriamos la siguien-
te funcion Lagrangiana:

.
L= B Latkf ~ k) (45)
=0

Este problema presenta una ligera variacién con respecto al anterior. Con el
fin de hacer mds simples los célculos operativos, se ha eliminado la variable
C: del problema y se ha considerado como unica variable de eleccion a K.
En este sentido, la condicién de primer orden es la siguiente:

JL ! o Ok oL
= BTl <0 k20 ——k,, =0
(7/("“ ﬁ (kI’l_ku-]) ﬂ (k::l _kHZ) e (9/(1+] s (46)
vt =01.2,.,T -1
i-i“ﬁ’—-- L <o k., 20 _?L_k”]=0
ak/v) (k,(t"‘kul) akl’rl
V=T

Para resolver el problema mediante el método de induccién hacia atrds, de-
bemos empezar por la condicion de primer orden en el periodo “T":

A\ o pse

Kz (k7 = k1) - K41

k=0 (47)

Al igual que en el ejemplo anterior, intuitivamente resulta razonable plantear
que el stock de capital kry; sea igual a cero. En caso contrario, se estarian
desperdiciando recursos y la sociedad alcanzaria un nivel de bienestar subop-
timo. A continuacién demostraremos este resultado matemdticamente. La de-
rivada del lagrangiano con respecto a k. es igual a:

A _pgr 1 4
Okt ki = k)

(48)
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La expresidn (48) es estrictamente positiva, ya que por la restriccion (41) el
denominador equivale al consumo’. Ello implica que se debe cumplir la
condicion:

JL - I
———kyy =B’ —k
ok (ky —kpyy)

7 =0 (49)
Lo cual significa que necesariamente ki, = 0. Siguiendo con el procedimien-
to, en el periodo “T - 1" se cumplen las condiciones:

-l
i:—[ﬂ" E l +p7 :XA’ <0 k; 20 ,‘i/\fr =0  (50)
oky (kp_y — k) (ky —kpy) okr

Para resolver las condiciones partimos de la condicién kr> 0, con lo cual se
cumple:

Il 1 k!

ol =___fl-l . e 1 =0

a =P e P b
po= B

SRR

La condicion (51) constituye la funcién de politica que determina el stock de
capital 6ptimo para el periodo “T”, en funcidn del capital en “T - 1”. En “T -
27, las condiciones de primer orden estin dadas por:

’ a-1 .
—(7‘[4 =_'87»_z . | i 7'—1#50 k'l‘ >0 Td[—‘kr =0 (52)
K (k- =ky) (kff-y = kp) oky

Partiendo de la condicién k1.1 > 0, se cumple que:

=1
A g N gk )
Ik, (ks =k ) (k" —ky) T
oy

(/\"/" [ k'l ) B (k;‘—-z _k1 )

7. Para quc el modelo sca consistente, e} consumo debe ser estrictamente positivo. De 1o
contrario, a partir de la funcién de retorno no se podrian obtener valores reales que representen
el nivel de bicnestar.
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Reemplazando (51) en (53) se obtiene la funcién de politica para el periodo
“T - 2"

1+ of o

kr_ =0 kg 54
-1 ﬁl+aﬁ+alﬁl T-2 ( )

En general, la funcién de politica para el periodo “t” viene dada por:

-

I—_(_B)_;’-*T P Vi=012,.,T (55)
— (X

k/+l = (Xﬂ
De manera similar al ejemplo anterior, el capital en un periodo constituye una
fraccidn variante en el tiempo de la produccién agregada en la economia.
¢)  Condiciéon de suficiencia

En la medida en que la funcién de utilidad es estrictamente céncava:

2
A R (56)
aC; C’
y la ecuacion de transicion es convexa:
d%g
=0 57
ac; 7

las condiciones de Kuhn-Tucker constituyen una condicién necesaria y sufi-
ciente para la maximizacion de la funcién objetivo. En este sentido, la se-
cuencia de consumo y capital generada a partir de la funcién de politica (55)
es Optima.

2. Programacion dinamica con horizonte temporal finito

La resolucién del problema (1) a través de las condiciones de Kuhn-Tucker,
si bien es correcta, no es la manera mds eficiente de enfrentar el problema.
Tal como se ha podido apreciar, la resolucién de las condiciones de primer
orden de Kuhn-Tucker involucra cdlculos engorrosos para despejar las varia-
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bles de control y de estado Sptimas. Con la finalidad de resolver aquellos

. 8 . <
problemas con una estructura similar a (1), Bellman® desarrollé el método de
programacion dindmica. Esta técnica aprovecha la naturaleza recursiva del
problema para resumir el planteamiento en una relacién denominada ecua-
cién de Bellman. El método se sustenta en el principio de optimalidad, el
cual serd explicado a continuacion.

2.1 El principio de optimalidad

El problema de programacion dindmica (1) cumple con dos propiedades fun-
damentales, que permiten la resolucion de una forma recursiva:

a) Propiedad de separabilidad: Para todo t, las funciones de retorno y tran-
sicion, fi(*) y g(*), dependen de “t” y de los valores contemporineos de las
variables de control y estado, pero no de sus valores pasados o futuros.

b) Propiedad de aditividad: El funcional objetivo V es la suma de las fun-
ciones de retorno en los “T" perfodos.

Sobre la base de estos dos principios se establece el principio de optimalidad:
Principio de optimalidad
La secuencia de variables de control u* (vt =0, 1, 2,..., T) es una solucién

6ptima al problema (1) si y sélo si u* (Vi=t, t+ 1, t + 2,..., T) resuelve el
siguiente problema vt=0, 1, 2,..., T:

r
Maximizar V,=X fi(pu )+ Z(vry) (58)
T=t
sujetoa Vel =8 (ypoup) Vr=t,t+Lr+2,...,T
v, dado
Yo dado

Nétese que en el problema (58), sin pérdida de generalidad, se ha supuesto
que las trayectorias de las variables de control y estado son estrictamente po-
sitivas y que la ecuacién de movimiento se satisface con una relacién de
igualdad.

8. Bellman, Richard, op. cit.
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En términos intuitivos, el principio de optimalidad establece que la variable
de control éptima u* posee la propiedad de que en cualquier periodo “t”, el
conjunto de decisiones restantes uwi*, uua®,..., ur® debe ser dptima con res-
pecto al valor actual de la variable de estado y,, el cual se encuentra determi-
nado en funcién del valor inicial yo y las decisiones pasadas de la variable de
control ug*, ui*, ux*,..., u.*. La esencia del principio de optimalidad puede
resumirse en el siguiente esquema:

* * * * *

* *
Ugs Up s Uy seey Uy s Uy g yees gy Uy

NI

B

A

La secuencia de variables de control u, (Vv t=0,1,2,.., T) perteneciente al
conjunto “A” serd Optima si y solo si dicha secuencia es Gptima por tramos .
Es decir, el conjunto “A” serd 6ptimo si todos los subconjuntos (tales como,
“B”y “C”) también son Gptimos"’.

Demostracion

El principio de optimalidad puede ser demostrado formalmente a partir
de una contradiccién. Supongamos que la secuencia up*, u;*, uz*,..., ur™®
es optima y resuelve el problema (1). Ahora, consideremos que la se-
cuencia u*, u*, uga®,..., ur®* no cumple con la condicién (58). Defina-
mos la secuencia u’, uwi®, uu2's..., ur’, como la solucién al problema
(58). Si asi fuera, la secuencia uo*, ui*, uz*,..., uct*, u’s..., ur” generaria
un mayor valor del funcional objetivo V que el conjunto de variables de
control ug*, ur*®, uz*, uci*, u*,..., up*. Este resultado contradice la hipé-
tesis inicial, la cual establece que la Gltima secuencia de variables consti-
tuye la solucién al problema (1).

9. Por tramos sc entiende a aquellas secuencias de variables de control que empiezan en un
periodo arbitrario “t”, y terminan en el dltimo periodo “T".
10. Es decir, resuelven (58).
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2.2 Laecuacion de Bellman

El problema (58) puede ser planteado en términos de una relacion recursiva
denominada ecuacién de Bellman:

Vi(y)) = Maximizar 1 f(y;,u,) + Vi, (v,0)] (59)
sujeto a Vi = &/ (¥,5u4,) Vi =012,...T
y, dado
Yo >0
Yra dado

En la ecuacién (59), la maximizacidn se realiza exclusivamente con respecto
a la variable de control, y la variable de estado se mantiene constante con el
fin de obtener la funcidn de politica. En la ecuacién de Bellman, V, represen-
ta la funcidn de valor para el problema (58) en el periodo “t”. Si reemplaza-
mos la restriccién en la funcién objetivo, la condicién de primer orden del
problema seria la siguiente:

/s + 9% Niw =0 (60)
du, du, Iy,

La condicién (60) junto con la ecuacidn de transicidn representan un sistema
de dos ecuaciones con tres incégnitas (uy, Y, Y1) A partir de dicho sistema es
posible obtener la funcién de politica que relacione la variable de control con
la de estado: u,= h(y,).

2.3 Laecuacion de Benveniste y Scheinkman

Para caracterizar completamente las condiciones de primer orden del proble-
ma (1), también es necesaria la ecuacién de Benveniste y Scheinkman“, que
constituye una aplicacién del teorema de la envolvente'*. Para obtener esta
ecuacion reemplazamos la funcién de politica u, = h(y,) en la ecuacién de

11, Benveniste, Lawrence y Jose Scheinkman, "On the Differentiability of the Value Func-
tion in Dynamic Models of Economics"”, en Econometrica, vol. 47, No. 3, Evanston, IIl.: Black-
well Publishers, 1979, pp. 727-732.

12. Ver el Anexo al final del capitulo.
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transicion, con lo cual obtenemos y.; = g(yi,h(y,)). Posteriormente se reem-
plazan la funcién de politica y la ecuacién de transicién en la ecuacién de
Bellman maximizada, con lo cual se obtiene la siguiente relacion:

Viiy))=fi(y, iy N+V,, (g, (v, h(y, ) 61)

En (61), la variacion de v, afecta directamente a la funcién de valor a través
de la misma variable e indirectamente, a través de la ecuacién de movimiento
(yw1 = @lyoh(y))) y la funcién de politica (u,= h(y,)). El teorema de la envol-
vente establece que cuando la funcién de valor se encuentra maximizada, so-
lamente se consideran los efectos directos. En este sentido, a partir del teore-
ma de la envolvente, se cumple lo siguiente:

%_ J, +()vr+l g,

- - - (62)
dv, I vy

t f

A la relacidn (62) se le denomina la ecuacién de Benveniste y Scheinkman.
2.4 La ecuacién de Euler

A partir de la condicién de primer orden de la ecuacion de Bellman y la ecua-
cion de Benveniste y Scheinkman, es posible obtener la ecuacién de Euler
derivada en la seccién anterior. El primer paso para obtener la ecuacién de
Euler consiste en despejar la derivada de la funcién de valor en (60) y adelan-
tarla un periodo:

%...
av,., du,..,
TV _ 9o 63
&.“IPZ ég/_'i ( )
du

El segundo paso consiste en adelantar la ecuacién de Benveniste-Scheinkman
un periodo, y reemplazar la relacion obtenida en (63):

D B W ) a’_‘ (64)
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Reemplazando (64) en la condicién de primer orden de la ecuacién de Bell-
man (60) obtenemos:

' (?f/H
i-{-(}i (_)fl+| _{:)«QIH (:}HI-PI =0 (65)
()“r ()“r (),\'t+l {').vr-(-l fﬁu

(‘)“H-l

que no es otra cosa que la ecuacién de Euler derivada en (15). De igual
forma, asumiendo una ecuacién de transicién que depende solamente de la
variable de control, obtenemos una versién simplificada de la ecuacion de
Euler:

%. + a‘i_—&f”'l =

66
du, du, dv,, (©0)

Tal como se ha analizado anteriormente, la ecuacién de Euler garantiza que
la eleccion de la variable de control éptima sea tal que la funcién de retor-
no tome el valor maximo posible, considerando los efectos en los siguientes
periodos.

A continuacién se desarrollardn los mismos ejemplos vistos en la primera
seccién, empleando la técnica de la programacién dindmica. Como los con-
ceptos de la ecuacion de Euler y la condicién de suficiencia son iguales a los
analizados anteriormente, en los ejemplos solamente se incluird la derivacién
de la funcién de politica y la funcién de valor.

Ejemplo 1.- Asignacién de consumo y ahorro

En términos de la ecuacidn de Bellman (59), el problema que enfrenta el con-
sumidor para elegir entre consumo y ahorro se resume del siguiente modo:

V,(S,) = Maximizar [B'LnC, +V,,,(S,,)] (67)
7
sjeto a S, =S, —C,) (a=1+r) Ve=0l12..T
S, dado
S, >0

S =0
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Para hallar la funcion de politica es necesario resolver el problema empezan-
do por el dltimo periodo. Como la funcién de utilidad intertemporal no consi-
dera beneficio alguno por el consumo generado mds alld del periodo “T” (no
hay bienestar por dejar herencias), la funcion de valor Vi es igual a cero.
Asi, el problema en el dltimo periodo se resume del siguiente modo:

V,(S,) = Maximizar | B’ LanC, ] (68)

sujeto a 0=a(S, -C,)
Sy dado

El resultado de este problema es la funcién de politica en el perfodo “T:
Cr =8¢ (69)
y la funcién de valor:
V, = B" LaS, (70
En el periodo “T - 17, la ecuacion de Bellman respectiva es la siguiente:

Viei(S, ) = Maximizar (B LnC,.+ ' Lu,) @

sujeto a Sy =S, ,~C,))
S, dado

La condicion de primer orden de (71) da como resultado la funcién de politi-
ca en el periodo “T”:

o " 1
LAy U ) 2
G Spa =G 1 i

Al reemplazar la funcién de politica en la ecuacién de Bellman, se obtiene la
funcion de valor:

Vi =B " 1BLnaf =1+ PyLa(l+ B + (1 + B)LnS,_, ] (73)
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Para el periodo T - 2, la ecuacién de Bellman estd dada por:

s . S,
Vs (Sypos) = Ma.(\"{mi:_ar 1B’ “LnCp_, + B BLnaB + (14 ByLn ll-lé—l (74)

-2

sujeto a Si =Sy, —Crly)
Sy, dado

la cual da como resultado la funcidn de politica:

Cros =__‘ST_-3..T (75)
1++p-

y la funcién de valor:
Vi, = BB+ 285 naB (14 B+ BHLat+ B+ B2+ + B+ BH)LnS, 5] (76)

En general, para el periodo “t”, la funcién de politica y la funcién de valor
tomardn la siguiente forma:

. S, 1-
C = -
148+ +7" 1-p7"!

V, = ﬂ’]:[ ‘I/Z;:)j[‘; i )Ln of —-[ l;[[i1k;’_q']L’1( : Tl[iTL:}_I+l ]+[ 1‘]&_};’“_ ]LnS, } (78)

Como se puede apreciar, la funcién de politica obtenida a través de la técnica
de programacion dindmica es la misma que la obtenida a través de las condi-
ciones de Kuhn-Tucker.

S, (77

Ejemplo 2.- Modelo de crecimiento neoclasico

La ecuacion de Bellman para el problema de crecimiento econdmico Optimo
estd definida del siguiente modo:

V.(k,) = Maximizar [B'Ln(k] ~k, ) +V, (k. )] (79)
ki+
l k, dado

k'lcl =0
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Este problema difiere ligeramente del anterior, en la medida en que la funcién
de retorno incorpora la ecuacién de movimiento. Sin embargo, esta caracte-
ristica no altera los resultados de la ecuacién de Bellman. En este problema,
como el capital en el periodo “T + 1 no genera bienestar a la sociedad, se
cumple que Vi = 0. Al igual que en el ejemplo anterior, para obtener la fun-
cién de politica es necesario resolver la ecuacién de Bellman empezando
desde el periodo “T” hasta el periodo inicial. Para t = T, la ecuacion de Bell-
man es la siguiente:

V,(k,) = Maximizar [B' Lotk =k, )] (80)
ki
k, dado
k1 +1 = O

Como el stock de capital 6ptimo en el periodo “T + 1” es igual a cero, la fun-
cién de valor seria la siguiente:

Vr =B Luk (81)
Para el periodo “T - 17, la ecuacién de Bellman serfa la siguiente:

Vr_ (k) = Maximizar  [B" ' Ln(k$., — k) + BT Ln(k2)) (82)

ki
k;_, dado

A partir de la condicién de primer orden se obtiene la funcién de politica
respectiva:

-1 l T l a-1

- ———+ B —oki =0

B ok B e (83)
ap .

‘1""__/‘1‘-1
l+af

Reemplazando la funcién de politica (83) en la ecuacién de Bellman, se ob-
tiene la funcién de valor:

Vo =B apLnoB — (1 + af)La(l + off) + (1 + af)Lnkg | (84)
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Para el periodo T - 27, la ecuacién de Bellman correspondiente seria:

kl(
V,_sthy 5) = /W(I,\‘lelll'll(ll‘ Br=2Ln (ki —k,__g)+[3/ N aff Lnafi +(1 +(lﬁ)l,n{ l+/(_x|/i JH(&S)

k,_, dado

La condicién de primer orden de (85) estd dada por:

-1 ( {_-_g_ﬁ‘)cxk;{‘f]‘

o, 1
_B/—l I +B —_-0 (86)
ki —kyy ki)
afdrofkiy L
k’;)’(ul (/"7—: —kyy)

Reemplazando la funcién de politica (83) en (80), se obtiene la funcion de

politica para el periodo respectivo:

raf . (87)

kpy=of—————ky_2
l+aff+a -

Por otra parte, para el periodo “T-2", la funcién de valor es la siguiente:

V, =B L)+ o) LneB )i+ o) - (L +af +@fB) ) +aff + o)) (88)
+af L) - BU+aB)Ln(l+aB)+(L+aff +(@f) ) k) )

En general para el periodo “t”, la funcidn de politica y la funcion de valor

serdn:
I-@p) " .
koy=of 0k 89
1 ﬂl_(aﬂ)/--ul ( )
-1 L= ()’ i I=(afl-i 1= i I=(afp)r-it
V= 3 3 -2 La(af3 T e G 1 § s
a L;,f /\:((1[ . 1—f M) 1-uf ) 1—-af " 1-uf3 (90)
I= ()l 1
Lk
I-aff ek ]
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3. Programacion dinamica con horizonte temporal infinito

Al igual que en el control 6ptimo, existen problemas de optimizacién dindmi-
ca donde el horizonte temporal relevante es infinito. El problema general de
programacién dindmica en dichos casos es el siguiente:

Maximizar V= Z fyou,) on
=0

sujeto a Y =8y, u) V1 =0,12,..,00
v, dado

El problema (91), al igual que (1), se resuelve mediante la ecuacion de Bell-
man y la ecuacién de Benveniste y Scheinkman. Sin embargo, como la fun-
cién de retorno usualmente se encuentra multiplicada por un factor de des-
cuento del siguiente modo:

fiu)=B' f(y,u,) (92)

resulta conveniente modificar la ecuacién de Bellman con el fin de eliminar la
variable temporal (t) que aparece en el factor de descuento, para asi obtener
una expresion mds simple de la funcién de valor. Para ello definiremos la
funcién de valor corriente (W), que no es otra cosa que la funcién de valor
(V) multiplicada por la inversa del factor de descuento:

W, (y)=B"V,(y,) (93)

Mientras que la funcién de valor (V,) se encuentra medida en términos del
bienestar percibido en el periodo inicial (t = 0), la funcién de valor corriente
(W) se encuentra expresada en unidades de bienestar percibido en el periodo
“t”. De esta manera, empleando el concepto de la funcién de valor corriente,
la ecuacidn de Bellman (59) para la funcién de retorno descontada (92) es la
siguiente:

W, (y,)= Maxt;mizar LfCyu)+ BW, (v, 0] (94)
sujeto a Yin =8, (vou,) vVt =0,2,..,00

Yy, dado

Yo dado
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Tal como se puede apreciar en (94), el tiempo no aparece explicitamente en la
ecuacion, lo cual facilita en cierta medida la resolucién del problema.

Adicionalmente a la ecuacién de Bellman, es necesario emplear una metodo-
logia complementaria para poder hallar la funcién de politica del problema.
En esta seccion veremos dos de las metodologias mas conocidas para hallar la
funcién de politica y la funcién de valor: la metodologia de las aproximacio-
nes sucesivas y la metodologia de “adivinar y verificar”. Asimismo, se de-
sarrollardn los dos ejemplos vistos en la seccién anterior, pero incorporando
un horizonte temporal infinito.

3.1 Método de las aproximaciones sucesivas

Este método consiste en construir una secuencia convergente de funciones de
valor con sus respectivas funciones de politica. Esta secuencia se obtiene ite-
rando la ecuacién de Bellman (59)

Wiy )= Ma.[x;imizar Lf gty )+ 'BW/‘(«VT—M ) ©5)
r-j
sujeto a Vr—ju = gj(yr_j,uT_j) Vj=0,2,..,0
yr-; dado
Yy dado

Se parte de una condicidn inicial Wo= 0, y a partir de (95) calculamos Ia si-
guiente funcién de valor corriente W,. Posteriormente, reemplazamos W, en
la ecuacion de Bellman para obtener Wj. El procedimiento se realiza iterati-
vamente hasta que se obtenga una funcién de valor corriente Wjconvergente.
En términos practicos, el método de las aproximaciones sucesivas consiste en
resolver la ecuacion de Bellman de la misma forma que en el caso del hori-
zonte temporal finito, pero ademds a la funcién de valor y a la funcién de po-
litica resultantes se les debe tomar el limite cuando T— co.

Ejemplo 1.- Asignaciéon de consumo y ahorro

El problema de asignacién de consumo y ahorro cuando el horizonte temporal
es infinito es el siguiente:

Maximizar U= Z LnC, (96)
1=0
sujeto a Sa=a(S,-C) Vt=0,l2,..,

S, dado
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Mediante el método de las aproximaciones sucesivas, la solucién a (96) se
obtiene tomando el limite a (77) cuando T—s , con lo cual se obtiene la fun-
¢ion de politica convergente:

o =(l_.B)Sf o7

La funcién de politica (97) indica que el consumo éptimo en un horizonte

temporal infinito constituye una fraccién constante de los ahorros. Por otro
. . 13

lado. teniendo en cuenta la igualdad

B
B =—t (98)
2

la funcién de valor convergente para un horizonte temporal infinito es la siguiente:

gl B R _
v, —ﬁ’[(l—ﬁ)z Lnaf + - B Ln(S,(1- ) (99)

Considerando la definicién (93), la funcién de valor corriente para el horizon-
te temporal infinito serfa:

I '
WI = (]——_W LllaB + TtB— LIZ(S((I - ,B)) (100)

la cual no incorpora de manera explicita el tiempo.
Ejemplo 2.- Modelo de crecimiento neoclasico

El problema de crecimiento 6ptimo para un horizonte temporal infinito serfa
el siguiente:

Maximizar U= zﬁ’LnC, (101)
=0
sujeto a k,,, =k'-C, Vi =0,l1,2,..,0
ky, dado

13. Dicha igualdad sc encuentra desarrollada en la ecuacion 21 del libro de Sargent,
Thomas, Macroeconomic Theory, Nueva York: Academic Press, 1979, p. 88.
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La solucién a (101) se obtiene tomando limite a (89) cuando T— e, con lo
cual la funcidn de politica converge a la expresion:

Lo =O(ﬁk,a (102)

La funcién de politica (102) indica que el stock de capital en un periodo es
una fraccién constante de la produccion (k.*) en el periodo anterior. Del mis-
mo modo, al tomar el limite a (90) obtenemos la funcién de valor para el ho-
rizonte temporal infinito:

ap
1-of

Ln aﬁ:| +

Vz(k,)zﬂ'{l—}‘ﬁ{Ln(l—aﬁ)+ l—laﬁ Ln/c,a} (103)

Sobre la base de la definicion (93), la funcion de valor corriente seria la siguiente:

r

W, (k,) = T_J—ELLN(I —opy+ 2P

1-of

L/zaﬂ} + Lnk/" (104)

1
1-af
3.2 Método de “adivinar y verificar”

Este método consiste en “adivinar” la funcién de valor o la funcién de politi-
ca y posteriormente verificar la “adivinanza”, a través de la ecuacién de
Bellman y la ecuacién de Benveniste y Scheinkman. La eficiencia de este mé-
todo para resolver (91) dependerd de: (a) la existencia de una solucion tnica
al problema, y (b) la suerte en realizar la “adivinanza”. Este método se utiliza
usualmente para formas funcionales especificas, tales como preferencias cua-
draticas y restricciones lineales o preferencias logaritmicas y restricciones con
funciones Cobb-Douglas.

El ejemplo de asignacién de consumo y ahorro se resolverd adivinando la
funcién de politica, mientras que el modelo neocldsico de crecimiento se re-
solverd adivinando la funcién de valor.

Ejemplo 1.- Asignacién de consumo y ahorro

Resolveremos el problema de asignacion de consumo y ahorro con horizonte
temporal infinito, suponiendo que la funcién de politica toma la siguiente
forma:

C =25, (105)
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donde y constituye una constante por determinar. Para hallar el valor de v,
reemplazamos (105) en la ecuacidn de Euler (22), asumiendo una funcion de
retorno logaritmica f(Cy) = Ln(C,), con lo cual obtenemos:

XSHI

s =« (106)

Reemplazando la ecuacion de transicion (19) en (106). obtenemos la expresion:

e,
Con lo cual obtendriamos la solucidn:
x=1-p (108)
y la funcidn de politica:
C,=(1-p8)S, (109)

Esta funcion coincide exactamente con la solucion hallada en (97). Para
hallar la funcién de valor para el periodo “t”, es necesario realizar un artifi-
cio. Empleando la definicidn de la funcidn de valor (61), realizamos reempla-
zos sucesivos de la funcidn de valor hasta derivar la siguiente expresion:

ACOED AN END) (110)

j=0

donde h(y;) constituye la funcién de politica. Para el presente problema es ne-
cesario evaluar la siguiente funcion de valor:

v, =Y BiLc,,, (111)
j=0
Reemplazando la funcion de politica (109) en la ecuacién de transicién (19),

obtenemos una funcién que relaciona el consumo en cada periodo con el aho-
rro en el periodo "t

Ciyj=U=Prap)’s, (112)



194 Apuntes de Estudio

Reemplazando (112) en (111), finalmente obtenemos la funcién de valor:
v, =Y B Ln(t- Prap)’ s, (113)
=0

La funcién de valor (113) converge a la siguiente expresion:

V, = ﬁ[[(l_ﬁﬁ)z Lnaf + —1%5 Ln(S, (1~ ﬁ))} (114)

Mientras que la funcién de valor corriente seria igual a:

W p Lnap +—!

=— Ln(S,(1-
U py -y n(S,(1-p)) (115)

Tanto (114) como (115) coinciden con la solucidn obtenida a través del mé-
todo de las aproximaciones sucesivas.

Ejemplo 2.- Modelo de crecimiento neoclasico

Para resolver este ejemplo supondremos que la funcién de valor corriente to-
ma la siguiente forma:

W, (k,) =8 +6Lnk, (116)

donde § y 0 son constantes por determinarse. Considerando la funcién de va-
lor (116), la ecuacién de Bellman expresada en términos de la funcién de va-
lor corriente seria la siguiente:

W, (k) = Maximizar  [Ln(k —k,,))+ BW,, (kD1 (117)

1+

La condicién de primer orden de la ecuacién de Bellman es la siguiente:

| 1
po-—=0 (118
kta - kr+l k/+l )
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a partir de la cual se deriva la funcién de politica:

0B,

k'+l=l_@” (119)
Reemplazando la funcién (119) en la ecuacion de Bellman obtenemos:
S +0Lnk, = Ln[ 1 i%ﬁ‘ﬁ Bs + 5914,1:.:9% na J} (120)
Como resultado de la ecuacidn (120) se obtienen los pardmetros § y 0:
0=,—_'qd';;' (121)
5= ]—m—_lE{Ln(l —af)+ l—f‘gﬁ Lnaﬁ}

Sobre la base de (116), (119) y (121), la funcién de politica y la funcién de
valor corriente del problema serian las siguientes:

kiy = ok (122)
W, (kl)zl_-:l—B{Ln(l —of) + l fﬁﬂ Lnaﬁi‘ + l—aaﬂ Lnk, (123)

Nuevamente, la solucién coincide con la respuesta obtenida a través del mé-
todo de las aproximaciones sucesivas.

3.3 Condiciéon de transversalidad

De igual forma que en el control 6ptimo, en el problema de programacién
dindmica con horizonte temporal infinito es necesario imponer una con-
dicién de transversalidad para obtener la secuencia Optima de las varia-
bles. Esta condicién de transversalidad se deriva de las condiciones de
Kuhn-Tucker desarrolladas en la seccién 1.1 del presente capitulo. A
continuacién aplicaremos este concepto a los dos ejemplos vistos hasta el
momento.
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Ejemplo 1.- Asignacién de consumo y ahorro

Tomando el limite cuando T— « a la condicion de transversalidad (29), ob-
tenemos lo siguiente:
T
1
Lim—[z-——S,,vH =0 (124)
Toe o Cp

Como C, y a son siempre distintos de cero, (124) se simplifica del siguiente
modo:

LimB"'S, =0 (125)

[—ce

Esta constituye la condicién de transversalidad del problema de programacién
dindmica cuando el hcrizonte temporal es infinito. En términos intuitivos, la
condicién (125) asegura una trayectoria convergente de la variable de estado,
que en este caso estd definida como el stock de ahorros. De no cumplirse la
condicién de transversalidad habria la posibilidad de que exista una secuencia
del stock de ahorros que sea explosiva, la cual solamente podria obtenerse
con bajos niveles de consumo en el largo plazo.

Ejemplo 2.- Modelo de crecimiento neoclasico

Tomando el limite cuando T— e a la condicion de transversalidad (49), ob-
tenemos:

- 1
Lim 7 ————ky, =0 (126)
Toe (kT — k)

Como el consumo, definido como (k- kr41), es estrictamente positivo, (126)
se simplifica a:

Lim Bk, =0 (127

1—00

que constituye la condicién de transversalidad para el modelo de crecimiento
neocldsico con horizonte temporal infinito. Al igual que en el caso anterior,
esta condicion asegura que la variable de estado (el stock de capital) presente
una secuencia de valores convergente.
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4. Programacion dinamica con incertidumbre

En esta seccidn desarrollaremos un caso especial de optimizacién dindmica,
en el cual se incorpora un entorno estocastico. En todos los tipos de proble-
mas vistos hasta el momento, tanto de cdlculo de variaciones como de control
dptimo y programacion dindmica, se ha supuesto que las variables son deter-
ministicas, es decir, que los valores futuros de las variables de control y esta-
do en el futuro pueden ser conocidas de antemano por el agente. En el caso de
la programacion dindmica con incertidumbre no ocurre lo mismo. A pesar de
que el agente optimizador debe elegir una secuencia de variables futuras, en-
frenta el problema que éstas presentan aleatoriedad, es decir, su valor no pue-
de ser conocido con anticipacion. De esta forma, el agente busca optimizar el
valor esperado de la funcién objetivo:

Maximizar V= Eoz‘f,(y,,u,) (128)
1=0
sujeto a Vi = & (v, 1.6, vVt =0,2,..,00
Y, dado

En el problema (128) cabe destacar dos aspectos. En primer lugar, la incerti-
dumbre en el problema es introducida a través de la variable aleatoria g,
que aparece en la ecuacion de transicion. El valor que toma dicha variable es
conocido en el periodo “t + 17, una vez que la variable de control u; ha sido
elegida en el periodo “t". También se asume que g1 (Vt =0, 1, 2,... ,00) cons-
tituye una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas'™ (con una funcién de distribucién conocida). En segundo lugar,
al término E(*) se le denomina esperanza matemdtica condicional a la infor-
macion en el periodo “t”. En (128), la optimizacidn se realiza con la esperan-
za matemdtica condicional al periodo inicial (t = 0). En términos pricticos, la
esperanza matemdtica indica el valor promedio de una variable aleatoria. De
este modo, el problema que enfrenta el agente consiste en maximizar el valor
promedio de su funcién objetivo intertemporal.

La solucidén a (128) serd una funcién que determine la variable de control ép-
tima para un valor dado de la variable de estado: u, = h(y,). Esta funci6n es
similar a la funcién de politica definida en las secciones anteriores y se le de-
nomina “plan contingente”. La funcién tiene esta denominacién porque la

14, Lo cual corresponde al caso mds simple en programacién dindmica con incertidumbre.
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cleccion de la variable de control dptima dependerd del valor que tome la va-
riable de estado, la cual es desconocida a priori debido a la existencia de la
variable aleatoria 4.

El método para resolver un problema de programacion dindmica con incerti-
dumbre no difiere en gran medida de la metodologia vista hasta el momento.
Es necesario emplear los conceptos de la ecuacion de Bellman, la ecuacion de
Benveniste-Scheinkman y la ecuacion de Euler, pero incorporando el concep-
to de la esperanza matemadtica.

4.1 La ecuacion de Bellman

La ecuacion de Bellman incorporando un horizonte temporal infinito y un en-
torno estocdstico es la siguiente:

W,(3,) = Maximizar | f (3,10 + BE W, (o)1} (129)
sujeto a Ve = &y, 1, Ep) Vi=0,1.2,.,0
v, dado
v dado

La condicién de primer orden del problema viene dada por:

I g | %W | (130)

LLa condicién (130) es similar a la condicion de primer orden derivada en
(60), no obstante incorpora la funcién de valor corriente (W,) y la esperanza
matemadtica E(*). En este caso, la condicién de primer orden permite obtener
un plan contingente u, = h(y,) que maximice el valor esperado de la funcion
objetivo.

4.2 La ecuacion de Benveniste y Scheinkman

Al reemplazar el plan contingente en la ecuacién de Bellman, obtenemos la
siguiente funcidn de valor corriente:

W,(}', ) = f(\/ »/1(,\’/ )) + [))E[[M/H-] (g, (.V/ sh()', ),5”1 )] (131)
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Aplicando el teorema de la envolvente a (131), obtenemos la ecuacion de
Benveniste y Scheinkman para el problema (128):

W, _

= . f?_g/. _(?.W/rl_
dy, 9y,

3E
+PE, oy, v, (1

i

4.3 La ecuacion de Euler estocastica

Debido a la existencia de la esperanza matemdtica, no es posible simplificar
faciimente (131) y (132) para hallar una expresion general de la ecuacion de
Euler. Para ello serfa necesario tener un conocimiento previo de las formas
funcionales de la funcion de retorno, la ecuacién de movimiento y la funcién
de distribucion. En lugar de ello, derivaremos la ecuacion de Euler para el
caso especial en el cual la ecuacion de transicion depende exclusivamente de
la variable de control. En dicho caso (132) se simplificarfa a:

oW,  of
=5 133
dy, o, (133)
De este modo, la ecuacion de Euler estocistica serfa la siguiente:
of dg, of
o+ BE | - o =0 134
du, PE, du, 9y, (154

Ejemplo 1.- Seleccién de portafolio'

En este ejemplo introduciremos algunas modificaciones al problema de asig-
nacion de consumo y ahorro que hemos visto hasta el momento. Hasta ahora,
el consumidor enfrentaba el problema de seleccionar la trayectoria del con-
sumo que maximice su utilidad intertemporal. En este ejemplo incorporare-
mos un nuevo tipo de decision. Ademads de decidir cudnto destinar a consumo
y ahorro, el agente deberd tomar una decisién de portafolio. Es decir, deberd
elegir entre asignar sus ahorros a un instrumento libre de riesgo (como un bo-
no del gobierno) que brinda un retorno constante (r), o invertir en un instru-

15. Este cjemplo fue tomado de Blanchard, Olivier Jean y Stanley Fischer, Lectures on Ma-
croeconomics, Cambridge: The MIT Press, 1993, pp. 279-285. Dicho modelo se basa en el tra-
bajo de Samuelson, Paul. “Lifetime Portfolio Sclection by Dynamic Stochastic Programming”.
en Review of Economics and Statistics, No. 51, 1969, pp. 239-246.
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mento riesgoso (como es el caso de las acciones) que presenta una rentabili-
dad (z,) variable en el tiempo ¢ incierta. Asumiremos que el retorno z, es una
variable independiente e idénticamente distribuida. En este caso, las variables
de control serfan el consumo y la participacion de los ahorros que destina a
cada instrumento. Impondremos la restriccion de que la suma de las partici-
paciones es igual a uno. En este sentido, la fraccién de los ahorros destinada
al instrumento libre de riesgo serd (uy) y la destinada en el instrumento ries-
goso serd (1 - ax). De este modo, el problema que debe resolver el consumi-
dor serd el siguiente:

Maximizar U= EOZ,B'f(C‘) (135)
-0
sujeto a S..=(§,-C, )[(1 +ro, +(1+z)(l-o, )]
S, dado

En el problema asumiremos que la funcién de retorno es logaritmica f(C,) = LnC..
Para resolver (135), en primer lugar, debemos plantear la ecuacién de Bell-
man estocdstica:

W,(S,) = Maximizar [LnC, + BE,[W,,,(S,,)]] (1306)
Ci, an
sujeto a S =(S, -CH[U+rw, +(1+z)1-w,)]
S, dado

S, dado

En este caso emplearemos el método mds simple, el de “adivinar y verificar”.
Dado que la funcién objetivo es la misma que en los casos anteriores, supon-
dremos que la funcién de valor corriente toma la siguiente forma:

W, =6 +0LnS, (137)

Tomando en cuenta (137), desarrollamos las condiciones de primer orden de
la ecuacion de Bellman:

=0 (138)

I ,{ [+, +(1+z)(1-0,)] }

—— - 0BE, : ,
C S, -CHll+rnw, +(1+z,)1-w,)]

13

E CF —C,)(r_—”) — l..._
1S, -Cpld+no, +(+z,)0-w,)] | 08C,
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Simplificando (138) obtenemos el plan contingente del consumo (Cy):

S
C, =—2
"1+0B (139)

Al reemplazar el plan contingente (139) en la ecuacion de Bellman (136), ob-
tenemos la igualdad:

. S, . 0p
O +0LnS, = Ln | +0h + fE, {b +OLn i ()ﬁ- S+ rw, + 1+ z,)( -, )J} (140)

Despejando (140) podemos obtener la solucién para los parametros 0 y &:

g=-——
.y (141)

b gy B B .
S = l—ﬁ{bl([ £8)+ 5 Lnf3 + B E[Ln(w, (1 N,))]}

Finalmente, hallamos los planes contingentes para el consumo, la decisién de
portafolio y la funcién de valor corriente:

¢, =(-p)s, (142)
E, (r=z) -0 (143)
(I+rw, +(+z)d-w,)
W, =#[Ln(l - B+ I—%LHB + —[—f%E,[Ln(w, (r-z, ))j| + l—_l—ﬂLuS, (144)

En (143), la decisién de portafolio (ox) se encuentra definida implicitamente.
Bajo el supuesto de que la rentabilidad del activo riesgoso es una variable
aleatoria independiente e idénticamente distribuida, la participacion de los
ahorros destinada al activo libre de riesgo serd una constante a 1o largo del
tiempo.
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La principal conclusion del problema de seleccion de portafolio consiste en
que la decision de portafolio (eleccion de ay) y la decision de consumo y aho-
rro (eleccion de Cy) se realizan de manera separada. Ello puede apreciarse en
la ecuacion (143), donde la variable o se define implicitamente independien-
temente del nivel de ahorros. De este forma, para cualquier nivel de riqueza
inicial (Sy), la estrategia de portafolio Optima para unas preferencias logarit-
micas siempre serd la misma.

Ejemplo 2.- Modelo de crecimiento neoclasico estocastico'

En este ejemplo desarrollaremos el modelo de crecimiento neocldsico en un
entorno de incertidumbre. Asumiremos que la variable estocdstica afecta la
funcion de produccion de la siguiente forma:

o(k,.€,)=k[e, (145)

La variable aleatoria g, puede ser interpretada como shocks que afectan la
oferta agregada de la economia, como desastres naturales o shocks de tecno-
logia. Por otra parte, supondremos que Lng, presenta una distribucion normal
con media cero (E{Lng| = 0)y varianza constante (EfLne)’ = o).

Asumiendo una funcion de utilidad logaritimica, la ecuacién de Bellman co-
rrespondiente a este problema seria la siguiente:

W, (k, &)= Ma.x;[mi:ar [Ln(k,“& —k,)+ BE, [W,H(k”l,s,ﬂ)ﬂ (146)

I'k |
" k, dado

ky dado

Para resolver el problema recursivo (146) emplearemos el método de “adivi-
nar y verificar”. De este modo, supondremos que la funcion de valor corriente
presenta la siguiente forma:

W, =6 +0Lnk, +yLne, (147)

16.  La aplicacion fue tomada de Sargent, Thomas. Dynamic Macroeconomic Theory, Cam-
bridge: Harvard University Press, 1987, pp. 35-36. Dicho modelo se basa en el articulo escrito
por Kydland y Prescott, “Time to Build and Aggregate Fluctuations™. en Econometrica, Evans-
ton I1L: Blackwell Publishers, 1982, pp. 473-491.
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La condicion de primer orden de la ecuacién de Bellman es la siguiente:

1 I

R e+ 3O =0 148
klaf —k ﬁ kH—l ( )

' t+1
a partir de Ia cual se deriva la funcién de politica:

_ Oﬁ 48

kr+l - 1 +0ﬁ ! EI (149)

Reemplazando la funcidn de politica (149) en la ecuacion de Bellman, obte-
nemos la siguiente igualdad:

I of
& +OLnk, +yLne, = Ln l+<9[_3 ke, + BE,| 6 +6Ln l+[2_ﬂ ke, +}/Lu£mJ (150)

Con lo cual obtenemos las soluciones para los pardmetros v, 8 y §:

!

T (151)
of

13

5= _l_[_i {Ln(l —af)+ l_i—{xﬂ Ln aﬁ:}

Empleando (151), hallamos el plan contingente 6ptimo y la funcién de valor
corriente:

k. =ofk e, (152)

1 af of3 1
W, =——I| Ln(l - «f3 Lnaf |+ Lnk L 153
T n(l—of}) + —of nof —of nk, + - ne,  (153)

Tal como se puede apreciar, la funcién de valor corriente hallada en (153) es
consistente con la “adivinada™ en (147); por lo tanto, el plan contingente
(152) determina la secuencia de variables de control y estado que maximiza el
valor esperado de la utilidad intertemporal.
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Ejercicios

1.

o

i

o

Resuelva el siguiente modelo correspondiente al problema de asignacion
de consumo y ahorro de tres periodos:

3
Maximizar U= 2 Ln C(1)
&l

sujeto a St+D)=1.18()-C(t)
SH=1 SH)=1.21

Un consumidor vive durante tres periodos designados por t =0, 1,2,y
consume avena (a) y brécoli (b) cada dia. Este consumidor tiene prefe-
rencias sobre cantidades de consumo segun la funcién de utilidad que
se muestra. Este consumidor debe elegir cudanto consumir de los bienes
(a) y (b) en cada uno de los tres periodos, y dispone de un ingreso de
300 u.m. para los tres periodos. Ademds, se sabe que la cantidad de di-
nero que no gasta en un determinado dia permanece en su bolsillo, no
obteniéndose ningin interés. Halle las cantidades 6ptimas de avena (a)
y brécoli (b) que maximicen la utilidad del consumidor para cada uno
de los tres perfodos.

0.2

Ulay.by,a,,b,a,,b,) = (aO/JO)(m +0.9(ab,) g 0.8(112173)025

P,=1 [=300 P, =11

Maximizar

Desarrolle el problema de asignacién de consumo y ahorro para un hori-
zonte temporal finito (T) e infinito (eo), con las siguientes funciones de
utilidad instantdneas:

f(CH=- : -C'7 (o>0)
l-o

1

f(C)=uC, =AC] (u,A>0)

8 (
f'(C[)z{._ }, e, 0 >0)
n
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4.

Resuelva el modelo neoclisico de crecimiento para el caso en que existe
persistencia en los habitos de consumo:

Maximizar U=3 B (LnC, +@LnC,_))
1=0
sujeto a ki =k -C, Vit =0.1.2... 00
ko dado
C_, dado

Para los pardmetros . . ¢ € 10, 1]

Considere el problema de asignacion de consumo y ahorro, en el cual
existe solamente un instrumento financiero que presenta un retorno (r,)
incierto, y el consumidor tiene la funcién instantinea de utilidad (f(C,))
mostrada en ([.a):

. N 1 -
Maximizar U=E r_ C| o
! Z B
sujeto a S,a=U+r)S, -C) Vr=0,12,..,0
S, dado

Para Be 10,1[, y 6>0 A o I

Calcule el coeficiente de aversion al riesgo relativa (C.A.R.R.), definido
por:

(o)
f’(CI)
Halle el plan contingente del consumo.

Suponga que Ln(l+r) tiene una distribucién normal con media cero y
. 2 . . ot
varianza constante §°. Bajo esas propiedades estadisticas se cumple que:

-o-0)0’

EJQl+r)  ]=E[l+r] e 2
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Empleando dicha propiedad, indique el efecto de un incremento del rendi-
miento esperado E| 1 + 1} (todo lo demds constante) sobre el consumo. Con-
sidere los casos en los cuales el C.A.R.R. es mayor a uno y menor a uno.

6. Un individuo busca maximizar el valor esperado de su utilidad inter-
temporal:

l/=EOiﬂ"f(C,)

=0

Asimismo, el agente invierte una cantidad de dinero A en una accion que
presenta un precio (py) y un dividendo (dy), ambos con un comportamien-
to estocdstico. La rentabilidad de la accion Ry (que también es una varia-
ble aleatoria) estd definida por:

_ /J/«-I + d/+l
P,

{

Por otra parte, la ecuacion de movimiento que describe la evolucion de la
inversion es la siguiente:

+d,,
A“] — p/+l (I+l (A, —C[)
P,

Asimismo, defina la variable de control u;= A(- ¢, y la funcion de valor
corriente W((A, Ry.).

a. Resuelva la ecuacién de Bellman:

W, (A, R,_) = Maximizar | f(A, —u,)+ BEW, (A, ,,R)]

'

sujeto a A, =Ru,

y demuestre a partir de la condicién de primer orden y la ecuacion de
Benveniste y Scheinkman, que se cumple lo siguiente:

d

At

£1C=BE,f(C, )| P ;

!
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b.  Demuestre a partir de (a) que el precio de equilibrio de la accion es el
siguiente:

f (CH
ﬁ/ i / r+'

(Sugerencia: Considere la ley de las expectativas iteradas, la cual estable-
ce que EJEw[X]] = E(X])

¢.  Desarrolle la expresion de (b) para la funcion de utilidad f(C)) = C,
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Anexo
TEOREMA DE LA ENVOLVENTE

Los problemas de optimizacién en economia usan funciones dependientes de cierta
cantidad de pardmetros, como precios. ingreso y otros. Estos parametros. normalmen-
te, se mantienen constantes durante el andlisis, pero podrian variar segin lo que sc
pretende analizar. En teorfa del consumidor, por ejemplo, podriamos calcular la
utilidad maxima considerando los precios que enfrenta como pardmetros, y lucgo
querer averiguar ¢como cambia esa utilidad maxima al cambiar los precios. El teo-
rema de la envolvente nos brinda un resultado general acerca de como derivar la fun-
c¢ién de valor:

Considercmos cl siguiente problema de optimizacidn estdtica:

MAX f(x,r) sujetoa g o= 0 j=1l..... L, m
Donde r = (r,ry.....r;)es un vector de pardmetros. Aqui ¥ se manticne constante
durante la maximizacién con respecto a X ={(x,..... x,) . El valor miximo de
f(x,r)que sc obtenga del proceso anterior se denota mediante f (1), también lla-

mado funcién de valor. Si designamos por (X;, ------ ,X') los valores del vector X para
n
los cuales se alcanza el valor mdximo, entonces:

L) = L) = L] (D X (P ey 1)

El resultado siguiente muestra de manera general, cémo derivar la funcién de valor:

Si fi(ry=max f(x,r) 'y x(r) eselvalor de x que maximiza f(x,r), entonces :

o (r) _of(x’(r).r)
ar dr

] I

Este es el llamado teorema de la envolvente y resulta muy atil. Nétese que si varfa ;|
entonces f*(r) cambia por dos razones: en primer lugar, un cambio en *; cambia el
vector /' y asi cambia f(x.r)directamente. En segundo lugar, un cambio en 7;
cambia todas las funciones X (). X, (1) y, por lo tanto, £(x"(r), r)cambia indi-
rectamente. El resultado anterior demuestra que el efecto total sobre la funcién de va-
lor de un pequefio cambio en 7; se puede hallar calculando la derivada parcial de
S(x"(r).r)con respecto a r;, ignorando el efecto indirecto de la dependencia de
x'der.
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Consideremos. ahora, ¢l problema mds general y supongamos que A; = A (7). i= 1. ... m,

son los multiplicadores de Lagrange que se obtienen de las condiciones de primer orden
m

para ¢l problema. Sea, ademas, L{x,r) = f{x,r)— Eljg ;(x,r), la funcién de Lagrange

correspondicnte. Entonces: i=l

) oL
Jdr ar

4 J

Segiin este resultado, el efecto total sobre el valor de f*(r) de un cambio pequeiio de
Py se puede hallar derivando parcialmente fa funcién lagrangiana L(x.r)con respecto
a r; . considerando como constantes las Xy las A . Este es el teorema general de la
envolvente.
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