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Prélogo

Esta publicacién nacié de la necesidad de proveer a los alumnos del primer de afio de
estudios en la Universidad del Pacifico de ¢jercicios de matemdticas con soluciones debida-
mente revisadas. Los temas cubiertos son parte de los cursos de Nivelacién de Matemdticas y
Matemdticas I. Asi, este texto sirve como complemento de los libros de lectura obligatoria de
dichos cursos: (Cotrina), 2015) y (Zufiga, 2013). Todas las definiciones y notaciones usadas
aqui pueden ser encontradas en las obras anteriormente sefialadas. La parte tedrica en este
texto es sucinta y cuando una nueva definicién es presentada se denota por negrillas. Otras
fuentes que pueden ser consultadas son (Halmos,|1998), (Stewart, Redlin, & Watson}2011),
(Sullivan}, 1997) y (Sydsaeter & Hammond,|1996).

El lector debe intentar resolver todos los ejercicios antes de leer las soluciones; de lo con-
trario, la sola lectura de ejercicios y soluciones implica, en la mayoria de los casos, la memo-
rizacién y entendimiento superficial de los temas, y no el verdadero aprendizaje.

Los autores deseamos agradecer al equipo de profesores y jefes de prictica que han con-
tribuido durante muchos afios con el mantenimiento de la excelencia educativa de los cursos
de primeros afios de matemdticas en esta casa de estudios, y a nuestras familias por el apoyo
y la paciencia brindadas. También agradecemos el arduo trabajo de los revisores anénimos,
cuyas observaciones han contribuido a elevar la calidad de esta publicacién.

Lima, noviembre de 2021



Prélogo

Nomenclatura
Légica
—p Negacién de la proposicién p
D Aq Conjuncién: py q
pVq Disyuncién: p o g
pNMq Disyuncién exclusiva: O p o q
p—q Condicional: si p entonces ¢q
peq Bicondicional: p si y solo si g
p=q Equivalencia: p es equivalente a ¢
P, ..,P,—Q Argumento compuesto por las premisas P, . ..
y la conclusién )
Ve Para todo x
dx Existe al menos un x
Az Existe solo un x
Conjuntos
N El conjunto de los ntimeros naturales: {1,2,3,---}
Z El conjunto de los nimeros enteros
Q El conjunto de los ntiimeros racionales
R El conjunto de los ntimeros reales
AuB Uniénde Ay B
AnB Interseccién de Ay B
A¢ Complemento de A
AAB Diferencia simétricade Ay B
A-B Diferenciade Ay B
1% Conjunto vacio
reA x pertenece al conjunto A
AcB A se encuentra incluido en B
Ac B A se encuentra estrictamente incluido en B
n(A) Nuamero de elementos de A
dom R Dominio de la relacién R
ran R Rango de la relacién R
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Algebra
a” Potencia n-ésima de a
/a Raiz n-ésima de a
log,(a) Logaritmo de a en base b
In(a) Logaritmo natural de a
Z|x] El conjunto de los polinomios de coeficientes enteros
Q[x] El conjunto de los polinomios de coeficientes racionales
R[z] El conjunto de los polinomios de coeficientes reales
grad(p) Grado del polinomio p(x)
A(p) Discriminante del polinomio p(x)
Desigualdades
[a,b] Intervalo cerrado desde a hasta b
Ja, o] Intervalo abierto desde @ hasta b
|| Valor absoluto de =
d(a,b) Distancia entre los nimeros reales a y b
méx{a, b} Méximo entre los nimeros reales a y b
min{a, b} Minimo entre los ntimeros reales a y b
sup A Supremo del conjunto A
inf A Infimo del conjunto A
[=] Miximo entero de






1
Logica

Proposiciones

Una proposicién es un enunciado que puede ser verdadero o falso. Si p es una proposi-
cidn, sus posibles valores se pueden representar por una tabla de verdad como la siguiente:

p
A%
F

La negacién u opuesto de una proposicién p es la proposicién con los valores opuestos

y es denotada por —p. Su tabla de verdad serd entonces:

p|™p
V| F
F| V

Las proposiciones se pueden combinar para crear nuevas proposiciones mediante ope-
raciones o conectores légicos. A continuacién se definen dichas operaciones junto con sus
tablas de verdad.

La conjuncién de dos proposiciones p, ¢ es la nueva proposicién “p y ¢” y es denotada
por p A q. Su tabla de verdad se presenta a continuacién:



Légica

o< <
< <R

oo <| >

La disyuncién es la proposicién “p o ¢” y es denotada por p v q. Su tabla de verdad es
la siguiente:

o< <
< om <R
< < <<

La disyuncién exclusiva de dos proposiciones p, ¢ es la nueva proposicién “O p o ¢
(pero no ambas al mismo tiempo)” y es denotada por p v g. Su tabla de verdad estd dada

por:
P g |p~g
vV Vv F
V F \Y%
F V \Y%
F F F

Si p, g son proposiciones, definimos la proposicién condicional como el enunciado “Si
P, entonces ¢ y la denotamos como p — ¢q. En este caso, p se denomina antecedente y ¢,
consecuente. La tabla de verdad de la condicional se presenta a continuacidn:

p q|p—g
vV Vv \Y%
V F F
F V \Y%
F F A%

Dada la proposicién condicional p — ¢ definimos tres proposiciones asociadas:
e La proposicién conversa o reciproca se define como ¢ — p.
e La proposicién inversa es la proposicién —p — —q.

10
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e La proposicién contrapositiva se define como —¢ — —p.

La proposiciéon bicondicional se define como “p si y solo si ¢” y se denota por p <> ¢.
La tabla de verdad de la bicondicional es la siguiente:

P q|p<g
vV Vv A%
V F F
F V F
F F \Y

Una proposicion es llamada compuesta cuando se obtiene de al menos otras dos me-
diante conectores 16gicos. La negacién de la condicién anterior conlleva la definicién de una
proposicién simple, es decir, aquella proposicién que no es el resultado de conectar légica-
mente al menos otras dos. Como se ve, la tabla de verdad de una proposicién contiene todas
las posibles combinaciones de valores de verdad para las proposiciones simples que la forman.
Por ello, si la proposicién es formada por 1 proposiciones simples, la tabla de verdad tendrd
2™ filas sin contar el encabezado.

Problemas

1. Indique las negaciones de las siguientes proposiciones:

a) José le dice a Mario que su afirmacidn es falsa.
b) Si Jests descansa y hace dieta, entonces se recuperard pronto.
¢) Edicson estudia o no aprueba sus exdmenes.

d) O Malena es alta o es baja.

¢) Valeria estudia economia y Pedro trabaja en un ministerio.

Solucion. Las negaciones son:

a) José no le dice a Mario que su afirmacidn es falsa.

b) Jests descansa y hace dieta, pero no se recuperara pronto.
¢) Edicson no estudia y aprueba sus exdmenes.

d) Malena es alta si y solamente si ella es baja.

¢) Valeria no estudia economia o Pedro no trabaja en un ministerio.

11



Légica

12

2. Considere el siguiente diccionario:

p = El es economista,
q = El es informadtico,

7 = El es empresario.
Escriba cada enunciado siguiente en su forma légica formal:

) El no es economista ni es informético, pero si empresario.
b) El no es economista y es informdtico.

¢) Siél es economista e infomdtico, entonces es empresario.
d) Fl es economista si y solo si no es informadtico.

¢) O él no es empresario o él es informdtico.

Solucién. A continuacién se presenta la simbolizacién de cada uno de los enunciados:

a) (mpA—q) AT
b) =p A q

o (prg)—r
d) pe—q

e) TNV q

O

3. Defina proposiciones simples que actiien como un diccionario para traducir todas las
proposiciones compuestas al lenguaje légico formal:
a) Ana no estd enamorada de Pedro, si Pedro no habla inglés ni trabaja en la UP.
b) O Pedro aprende inglés y trabaja en la UP o tiene 2 entradas para Evenpropark.

¢) Si Pedro estd enamorado de Ana, Ana estd enamorada de Pedro; y si Pedro no
estd enamorado de Ana, trabaja en la UP. Ademds, si Ana no estd enamorada de
Pedro, entonces Pedro tiene 2 entradas para Evenpropark.

d) Pedro estd enamorado de Ana si y solo si Ana estd enamorada de Pedro. Ademds
Pedro no tiene 2 entradas para Evenpropark.
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Solucion. Considere el siguiente diccionario

p = Pedro habla inglés,

q = Pedro trabaja en la UP,

r = Pedro tiene 2 entradas para Evenpropark,
s = Pedro estd enamorado de Ana,

t = Ana estd enamorada de Pedro.

Asi, los enunciados en lenguaje 16gica formal son:

a)
b)
0)
d)

—p A —q) — —t.
PAQ)NT.

(
(
(s> t)A(ms—>q) A (-t —>r).
(s & t) A —r.

O

4. Determine el converso, la inversa y la contrapositiva de cada condicional sin negar

proposiciones compuestas.

a)

“Si me compro un celular, no voy a Chosica”.

b) “Alberto es elegido si la votacién es numerosa”.

¢) “Jaime es expulsado si triguea Mate I”.

d) “Sillueven hamburguesas, no veo la pelicula Lluvia de hamburguesas”.
Solucién.

a) Converso: “Si no voy a Chosica, entonces me compro un celular”. Inversa: “Si

b)

¢)

no me compro un celular, voy a Chosica”. Contrapositiva: “Si voy a Chosica, no
me compro un celular”.

Converso: “Si Alberto es elegido, entonces la votacién es numerosa’. Inversa:
“Alberto no es elegido si la votacion no es numerosa”. Contrapositiva: “Si Alberto
no es elegido, la votacién no es numerosa”.

Converso: “Si Jaime es expulsado, entonces #riguea Mate I”. Inversa: “Si no #ri-
quea Mate I, entonces Jaime no es expulsado”. Contrapositiva: “Si Jaime no es
expulsado, entonces no #riquea Mate 1”.

13
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d) Converso: “Si no veo la pelicula Lluvia de hamburguesas, llueve hamburguesas™.
Inversa: “Si no llueve hamburguesas, veo la pelicula Lluvia de hamburguesas”.
Contrapositiva : “Si veo la pelicula Lluvia de hamburguesas, entonces no llueve
hamburguesas”.

O

5. Sean p y q dos proposiciones, complete las siguientes tablas de verdad:

—(p 1 q) (peaq) A (pxq)

mom < <
< T <[

Solucion. Se debe recordar que la conjuncién de dos proposiciones solo es verdadera
cuando las dos proposiciones que la componen son verdaderas. También, a diferencia
de la disyuncién exclusiva, la bicondicional es verdadera cuando ambas proposiciones

tienen el mismo valor de verdad. Asi, las tablas son:

P q —(p A q) (pe=qg) A (pyvq)
vV Vv F F
V F \% F
F V \% F
F F \% F

6. Sean p, q y r tres proposiciones, complete la siguiente tabla de verdad:

(P2 Arlg—r)] «— (p—or)

mmmm << <<
mm < <o < <R
m<m<<m< <3

14
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Solucién. Primero debemos recordar que la condicional es falsa solo cuando su ante-
cedente es verdadero y su consecuente es falso. Segundo, la conjuncién de dos propo-
siciones es verdadera tinicamente cuando ambas proposiciones que la componen son
verdaderas. Finalmente, la bicondicional es verdadera solo cuando ambas proposicio-
nes que la conforman tienen los mismos valores de verdad. Asf, la tabla resulta ser:

(P> Ar(g—r)] «— (p—or)

< < <<
mm < < oo < <
m<m<m< <3

<<m<<m<<

O

7. Si la proposicién (¢ A —p) — [(p A 1) v t] es falsa, determine el valor de verdad

de las siguientes proposiciones:

e —[(=pv —q) — (rv—1t)]
o (mgr—-r)v[=tA(pvq)]
o (p—t) > (—g—r)

o >

Solucién. Desde que la condicional es falsa cuando su antecedente es verdadero y su
consecuente es falso, se deduce que ¢ =V, p = Fyt = E Luego, sin importar el
valor de 7 se deduce que los valores de las proposiciones por analizar son: E V, Vy 'V,
respectivamente. O

8. Sean p, q y r tres proposiciones tales que la proposicidn:
[(p—a) Ap]l = (g —7)
es falsa. Determine el valor de verdad de la proposicién (p — 7) A (r — q).

15
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Solucién. Desde que la condicional es falsa cuando su antecedente es verdadero y su
consecuente es falso, se tiene que (p — ¢) A p =V 'y q — r = E Deduciéndose que
q=V,r =Fyp = V.Porlo tanto, la proposicién (p — ) A (r — q) esfalsa. [

9. En una isla hay dos tipos de personas, las veraces (que siempre dicen la verdad) y las
mentirosas (que siempre mienten). Un turista se encuentra con tres personas, A, B y
C, de dicha isla y cada una le dice una frase:

e A dice “B y C son veraces si y solo si C es veraz”.
e B dice “Si Ay C son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”.

e C dice “B es mentiroso, si y solo si, A o B es veraz”.

a) Con el siguiente diccionario: p = “A dice la verdad”, ¢ = “B dice la verdad” y
r = “C dice la verdad”, traduzca a lenguaje 16gico formal lo que dicen A, By C.

b) A través de tablas de verdad, determine quiénes son veraces y quiénes son men-
tirosos.

Solucién.
a) Con el diccionario dado se tiene que los enunciados de A, B y C en légica formal
son las siguientes proposiciones compuestas respectivamente:
e P=(qnr)eor,

e Q=(pnar)—>(gnrA—p)
e R=—q<(pvyq)

b) Las tablas de las proposiciones se muestran a continuacién:

oo < << <
< <o <<
m< < om < m| <)
<m< < <T<g<l
<< << < TS0
oo < <| || s

16
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Si A dice la verdad, entonces la proposicién simple p y la proposicién compuesta
P = (¢ A1) <> 7 deben ser verdaderas al mismo tiempo, pero si A es mentiroso
ambas proposiciones deben ser falsas. De forma andloga, se cumple lo anterior
para B y C y sus proposiciones simples y compuestas correspondientes. Por lo
tanto, para detectar a los veraces y mentirosos se busca una linea en la tabla de
verdad que cumple que los valores de verdad de las proposiciones simples se re-
pitan en las proposiciones compuestas. La tinica linea que cumple esta condicién
es la segunda; por lo tanto, A y B son veraces y C' es mentiroso.

O

10. Considere la siguiente proposicién compuesta: “Si el valor de las acciones de la compa-
fifa aumenta o se declaran dividendos, entonces los accionistas se reunirdn si y solo si
dos cosas ocurren: la junta de directores convoca a reunién y el presidente del directorio
no renuncia’.

a) Escriba la proposicién anterior en su forma légica formal.
) Determine el valor de verdad de la proposicién bajo las siguientes condiciones:

e El valor de las acciones aumenta, no se declaran dividendos, los accionistas
se reunirdn, la junta de directores convoca a reunion, y el presidente del
directorio renuncia.

e El valor de las acciones cae, se declaran dividendos, los accionistas no se
reunirdn, la junta de directores no llama a reunién y el presidente del direc-

torio renuncia.

Solucion.

a) (pvq) — (r < (sAt)), donde p=“El valor de las acciones aumenta”, g="se
declaran dividendos”, r="los accionistas se reunirdn”, s="“la junta de directores
convoca a reunién” y t="cl presidente del directorio no renuncia’.

—> <«> t
b) ¢ (\I; ;// qF) F (\t F g}s ;\ %‘) Yy por lo tanto la propo-
sicién es falsa.
—> <«> t
(]f ;// ({/) \Y% (]: VvV (]ff ;\ %) Yy por lo tanto la propo-

sicién es verdadera.

17
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11.

12.

13.

18

Suponga que usted estd encerrado en una habitacién sin ningin tipo de alimento, la
habitacién tiene dos puertas de las que usted puede abrir solo una. Unicamente una
de las puertas le permitird escapar, pues si es abierta la puerta equivocada ingresardn
a su habitacién gases venenosos que lo eliminardn instantdneamente. Si usted puede
leer que en la puerta 1 dice: “Esta puerta lo dirige a la salida y tras la otra hay gases
venenosos”, y que en la puerta 2 dice: “Una de las puertas conduce a la salida y tras
la otra hay gases venenosos ”, sabiendo que solo uno de los carteles dice la verdad,
determine qué puerta debe abrir para salvarse.

Solucién. Denotemos la proposicién “La puerta 1 permite escapar”por p. Luego, te-
niendo presente que solo una de las puertas permite escapar, —p debe ser la proposicién
“La puerta 2 permite escapar”. En la puerta 1 se afirma p, mientras que en la puerta
2 solo se menciona un enunciado que sabemos es verdadero. Asi, —=p =V, lo que
implica que p = E Por lo tanto, la puerta 2 es la que debe abrirse para salvarse. OJ

En un salén de Mate I, el profesor le pregunta a Jake si estudié para la PC. Jake dice
lo siguiente: “Ayer estudié para la PC o fui a clase,... mmmm ...ahora que recuerdo
ayer no fui a clase”; en otro momento de la conversacién él también afirma: “Ayer fui
a clase o no estudié para la PC”. Demostrar que Jake no dijo la verdad siempre.

Solucién. Consideremos:
p = Jake estudié ayer parala PC, ¢ = Jake fue ayer a clase.

Por lo tanto, las afirmaciones de Jake pueden resumirse en p v ¢, —¢, ¢ v —p. Si
todas ellas fuesen verdad, tendriamos que —q = V/, es decir, ¢ = F', luego como debe
serpVv q =V, necesariamente p = V/, pero en este caso —p = F'yjuntoconq = F'
resulta ¢ v —p = F|, lo que nos da una contradiccién. Por ello, Jake no dijo la verdad
siempre. O

En un interrogatorio, un agente del Servicio de Inteligencia Nacional sabe que exac-
tamente uno de cuatro funcionarios es un espia vendiendo informacién clasificada a
intereses extranjeros. En el interrogatorio, la declaracién de cada funcionario es la si-
guiente:

e Funcionario A: “El funcionario C es el espia”.

e Funcionario B: “Yo no soy el espia’.

e Funcionario C: “El funcionario A miente”.
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e Funcionario D: “El funcionario A es el espia”.

a) Si el agente sabe que exactamente un funcionario estd diciendo la verdad y el
resto miente, ;quién es el espia?

b) Si el agente sabe que exactamente un funcionario estd mintiendo y el resto dice
la verdad, ;quién es el espia?

Solucién. Primero definimos las proposiciones simples: p="El funcionario A es el es-
pia”, g="El funcionario B es el espia”, ="El funcionario C es el espia”, s=“El funcio-
nario D es el espia”. Las declaraciones de cada funcionario se traducen en 7, —q, —7,
D, respectivamente. La tabla de verdad muestra las posibilidades que se pueden dar y
las declaraciones de cada funcionario separados por una linea doble.

15
16

p g r s|r|—- q|— r|p
1|V VvV V|V]E F v
2/V V.V F|V|F F \%
3!V V F V| F|F \% \%
4|V V F F|F|F \% \%
5|V F VvV V|V|V F \%
6|V F V F|V]|V F \%
7!V F F V|F|V \% v
8|V F F F|F|V \% \%
9| F V V V| V|F F F
100|F V V F|V|F F F
11|F V F V|F|F \% F
2|F V F F|F|F \% F
3|/F F V V|V|V F F
14|F F V F|V]|V F F

F F F V|F|V \% F

F F F F|F|V \% F

a) Lapreguntase puede traducir en la siguiente interrogante sobre la tabla de verdad:
¢qué fila en la tabla tiene todas las declaraciones son falsas excepto por una que
debe ser verdadera? Unicamente las filas 9, 10, 11 y 12 cumplen dicha condicién.
Como solo uno puede ser el espia de esas filas, debemos buscar la que contiene
un tnico valor verdadero para p, ¢, o s (a la izquierda de la linea doble). De las
cuatro filas, solo la 12 cumple dicha condicién y esto nos dice que g es verdadero,
es decir, el funcionario B es el espia.

19
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14.

20

b) Esta pregunta se puede traducir en: ;qué fila tiene todas las declaraciones verda-
deras excepto por una? Unicamente las 5, 6, 7 y 8 cumplen esta condicién. Pero
solo puede haber un espia; entonces, como solo 8 cumple dicha condicién, el
espia es el funcionario A en este caso.

O

Cuando volvié a casa, Maria encontré su bicicleta malograda. Ella deduce que el cul-
pable o los culpables de ello estdn entre sus 3 hermanos. Cuando los interroga, Gabo
dice: Si Sandro no malogré tu bicicleta, entonces Patricio tampoco. Ademds, Patricio
le dice: Yo malogré tu bicicleta con uno de nuestros hermanos. Sin embargo, Sandro
prefirié no hablar. Responda en cada caso:

a) Si solo Sandro ha malogrado la bicicleta, ;alguien miente?

b) Si se sabe que Gabo y Patricio dicen la verdad, ;quién o quiénes de ellos han
malogrado la bicicleta y quién o quiénes no?

¢) Sise sabe que Gabo y Patricio mienten, ;quién o quiénes de ellos han malogrado
la bicicleta y quién o quienes no?

Solucién. Denotemos nuestro diccionario por: p = “Sandro ha malogrado la bicicle-
ta’, ¢ = “Patricio ha malogrado la bicicleta” y 7 = “Gabo ha malogrado la bicicleta”,
entonces lo que dicen Gabo y Patricio son

—p——qyqA(pxr),

respectivamente.

Luego, sus tablas de verdad se muestran a continuacidn:

p q r|—Dp — —qg|lqg A~ (pxr)
11V V V A F F
2|1V V F A A A\
31V F V \% F F
41V F F \% F A\
5/|F VvV V F Vv A\
6| F V F F F F
71 F F V \% F A\

8/ F F F \Y% F F




Ejercicios de matemadticas bésicas

a) Si solo Sandro ha malogrado la bicicleta, observamos en la tabla que esto ocurre

en la fila 4; por lo tanto, Patricio miente.

b) Si Gabo y Patricio dicen la verdad, observamos en la tabla que esto ocurre en la
fila 2; entonces, Sandro y Patricio han malogrado la bicicleta, pero Gabo no.

¢) Si Gabo y Patricio mienten, observamos en la tabla que esto ocurre en la fila 6;
por lo tanto, Patricio ha malogrado la bicicleta, pero Sandro y Gabo no.

Equivalencias y tautologias

Una proposicién compuesta es una tautologia cuando su tabla de verdad resulta en va-
lores verdaderos sin importar el valor de verdad de las proposiciones simples que la forman.
Claramente, una proposicién simple no puede ser una tautologia. Cuando la tabla de verdad
resulta en valores falsos, la proposicién es llamada contradiccién; y cuando la proposicién
no es una tautologia ni una contradiccién, se denomina contingencia.

Decimos que dos proposiciones compuestas P, () son equivalentes si tienen la misma
tabla de verdad. En este caso escribimos:

P=Q.

Esto es equivalente a que la proposicién P < () sea una tautologfa. Por ejemplo, la condi-
cional es equivalente a su contrapositiva, y la reciproca es equivalente a la inversa.

Dos ejemplos importantes de equivalencias son las siguientes identidades llamadas leyes
de De Morgan:

e ~(pvqg)=—pAr—q

e ~(prqg)=—pv —q

Problemas
1. A continuacién se tiene 3 proposiciones:

a) Si mafana salen los helicépteros del Ejército peruano y se recauda la donacién

necesaria, entonces reconfortamos a los afectados por la inundacién.

b) Manana no salen los helicépteros del Ejército peruano ni se recauda la donacién
necesaria, o no se reconfortan a los afectados por la inundacién.
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¢) Manana no salen los helicépteros del Ejército peruano o no se recauda la donacién
necesaria, si no reconfortamos a los afectados por la inundacién.

Establezca un tnico diccionario para las tres proposiciones y traddzcalas al lenguaje de
l6gica formal. Ademds, establezca si las dos primeras proposiciones son equivalentes.

Solucion. El diccionario viene dado por: p = “Mafiana salen los helicépteros del
Ejército peruano”, ¢ = “Se recauda la donacién necesaria” y 7 = “Reconfortamos a
los afectados por la inundacién”. Asi, las proposiciones se simbolizan de la siguiente
manera:

A (prq)—r
b) (—p A —q) v —r
0 —r— (—=pv —q)

Luego, al realizar las tablas de verdad de las dos primeras proposiciones se obtiene lo
siguiente:

l

(p A (—=p A —q) v —r

<< <<<<mT<g=

T m << <<
< < T < <R
m<m<m<m <[

<<<m<m<mT

de donde se observa que no tienen las mismas tablas y por ende no son equivalentes.

O

2. A continuacién se tienen dos proposiciones:

a) Si prospera la vacancia del presidente de la Republica por parte del Congreso y
los vicepresidentes renuncian, entonces se convoca a nuevas elecciones.

b) Si no se convoca a nuevas elecciones, entonces los vicepresidentes no renuncian
o0 no prospera la vacancia del presidente de la Republica por parte del Congreso.
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Exprese ambas proposiciones en su forma légico formal estableciendo primero un dic-
cionario. Ademds, justifique si las proposiciones dadas son o no equivalentes.

Solucién. Se considera el siguiente diccionario: p = “Prospera la vacancia del presi-
dente de la Republica por parte del Congreso”, ¢ = “Los vicepresidentes renuncian”
y 7 = “Se convoca a nuevas elecciones”. Asi, las proposiciones serdn expresadas de la

siguiente manera:

a) (pnrqg)—r
b) —r — (=q v —p)
Luego, al usar algunas equivalencias se obtiene que:
(Prg)—r=-r—"(pArg)
—r = (—=p v —q)
=7~ (~qv )

de donde se concluye que las proposiciones son equivalentes. O

. Dadas las siguientes proposiciones:

a) Si Pert no le gana a Australia y le gana a Dinamarca, entonces no clasifica a la
siguiente fase de la copa del mundo.

b) Pert le gana a Australia o no es cierto que Perti le gana a Dinamarca y clasifica a

la siguiente fase de la copa del mundo.

Escriba en lenguaje 16gico formal ambas proposiciones, estableciendo un diccionario.
Ademds, determine si las proposiciones son equivalentes.

Solucidn. Se considera el siguiente diccionario: p = “Perti le gana a Australia”, ¢ =
“Perti le gana a Dinamarca", y 7 = “Pertl clasifica a la siguiente fase de la copa del
mundo". Asi las proposiciones vienen dadas por:
(mprg) = —rypv—(gnr),
respectivamente. Ahora, notemos que:
(mpng) = —r=—=(=prqg)v—r

= (pv —q) v

=pv (~av )

=pv—(gnr)
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Por lo tanto, las proposiciones son equivalentes. O

4. Verifique en cada caso si el primer enunciado es equivalente al segundo. Justifique su
respuesta en cada caso usando la l6gica de proposiciones.

a) o “Sillueve el piso se moja, y cuando el piso se moja hay que limpiarlo”.
e “Sillueve hay que limpiar el piso”.
b) e “No es cierto que si estd lloviendo entonces no uso el paraguas”.

e “Estd lloviendo y uso el paraguas”.

Solucién.

a) Haciendo p =“Estd lloviendo”, ¢ =“El piso se moja” y ¢ =“Hay que limpiar
el piso”; el primer enunciado tiene la forma (p — ¢) A (¢ — ) y el segundo,
p — 1. Para verificar si son equivalentes vemos la tabla de verdad:

<

(p q) (¢ r) | p

mmmm << <<l
Mo < < T < <l
m<m << o<
<< <<mm<<||
< << <>
<<m< < <m<|]
<< <<m<m<l]

Esto nos dice que no son equivalentes.

b) Para el segundo enunciado hacemos p =“Estd lloviendo” y ¢ =“no uso el para-
guas”. Entonces el primer enunciado tiene la forma —(p — ¢) y el segundo, la
forma p A —q. Para verificar si son equivalentes vemos la tabla de verdad:

(p qQ | p q

o< <
< om <R

o< o
< <m <]

o < | >
< m < m| |

Esto nos dice que las enunciados son equivalentes.
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5. Demuestre cada una de las siguientes equivalencias:

A pAp=Dp Honalgvr)={@rgvpnar)
bypvp=p gpvigar)=pmEvgarlpvr)
d(pAwArEpA@Ar) h (Pva) A—=g=pnA—gq

d (pvegvr=pvi(gvr) ) —(pvaqg)=-pAr—gq
¢) p=—(—p) N —prg)=—pv—gq

Solucién. Para justificar las equivalencias se muestran las tablas de verdad.

a pAp=p

p p

p
\'%
F

A
\"
F

b)pvp=p

p p

p
\'%
F

v
\'%
F

o) pArg Ar=pAa(gnr)

P 4 r|wrd A r]p A (@nr)
VvV V.V \%4 vV vV A4
V V F \%4 F F F
V F V F F F F
V F F F F F F
F VvV V F F F \%
F V F F F F F
F F V F F F F
F F F F F F F
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=pv(gvr)

d (pvaqg vr

(qvr)

r

\

(pvaq)

r

\%

o) p=—(—p)

= >

>

>

=(pnrgvnar)

Honlgvr)

v (par)

(pAq)

(qvr)

\%
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(pva)rpvr)

g pvignr)

A (pvr)

(pvaq)

(gar)

\4

\Y%

pPA—q

h (pva)r—q

7AN

- q P

N

(pvaq)

q

=—-pA—q

i) =(pvq)

=-pVv —q

RV XN))
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6. Demuestre que la proposiciéon condicional es equivalente a su contrapositiva. También
demuestre que la reciproca es equivalente a la inversa.
Solucidn. La proposicion condicional es p — ¢. Se pide verificar que

p—mq=—q¢q—>"p y ¢q>pPp="p > 4.

Para ello se construyen las respectivas tablas de verdad.

p ¢g|p > g, — q — — P
vV Vv \" F vV F
V F F \% F F
F V \" F v Vv
F F \" \Y% v Vv
p |19 — p|— p — — (g
vV Vv \'% F vV F
V F \'% F v Vv
F V F \% F F
F F \'% \% v Vv

O

7. Sise sabe que p v ¢ = —(p <> q), escriba la tabla de verdad de p v q y verifique las
siguientes propiedades:

apxqg=((pPvaqg) Ar—(pArq),
b)) ~(pxq)=px—q.

Solucion. La tabla de verdad es:

mom < <
< T <R
m < < |
<mm<]
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Para solucionar a) y b) mostramos a continuacién sus respectivas tablas de verdad:

p qllp » q|l(p v ¢ A~ — (p A q
Y F % F F %
V F \% \Y% vV Vv F
F V \% \Y% vV Vv F
F F F F F V F

p qf||—- (P ¥ @ |p ¥ — ¢

vV V[V V F

V F| F F V

F V| F F F

F F|V vV Vv

Entonces, como en la primera tabla la primera y tltima columnas en negrilla son idén-
ticas, esto nos dice que a) es cierto. Como en la segunda tabla la segunda y tercera
columnas en negrilla son idénticas, esto nos indica que b) es cierto. O

. Escriba las siguientes proposiciones sin usar condicionales y sin negar proposiciones
compuestas.

a) “Si hace frio me pongo la gorra”.

b) “Las empresas reducen personal o liquidan activos, siempre y cuando la economia
nacional entre en recesién”.

¢) “Manana hago la tarea, si me levanto temprano y no voy al gimnasio”.

Solucién.

a) El enunciado estd en la forma p — ¢, donde p=“Hace frio” y g="me pongo la
y g
gorra’. Como p — ¢ = —p V ¢, el enunciado es equivalente a “No hace frio o
me pongo la gorra”, el cual no es una condicional.

b) Si p="“Las empresas reducen personal o liquidan activos” y g="“La economia na-
cional entra en recesién”, entonces el enunciado estd en la forma ¢ — p. Como
q — p = p Vv —q, el enunciado es equivalente a “Las empresas reducen personal
o liquidan activos, o la economia nacional no entra en recesién.”
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o)

Haciendo p=“Manana hago la tarea”, g="me levanto temprano” y r="no voy al
gimansio”, el enunciado estd en la forma (¢ A ) — p. Como (¢ A7) — p =
pv —=(gAr)=pv(—gv —r),elenunciado es equivalente a: “Mafiana hago
la tarea o, no me levanto temprano o voy al gimnasio.”

O

9. Escriba la negacién de cada proposicién sin negar proposiciones compuestas.

a)
b)
)

“Si no duermo bien no voy a poder concentrarme en clase”.
« . . . )
Voy a la playa si y solo si termino la tarea”.

“Si llueve mucho entonces no saco el carro”.

Solucion.

a)

b)

)

Como la proposicién estd en la forma p — ¢, la equivalencia:
~(p—a)=—(-pva)=pnr—y,

Y . . . «
implica que podemos escribir la negacién de la proposicién como “No duermo
bien y puedo concentrarme en clase”.

Como la proposicién estd en la forma p <> ¢, la equivalencia:
~(peaq)=pyg

T . ) i «
implica que podemos escribir la negacién de la proposicién como “O voy a la
playa o termino la tarea (pero no ambas)”.

Como la proposicién estd en la forma p — ¢, la equivalencia:
—(p—q)=—(-pvag)=pnr—g,

implica que podemos escribir la negacién de la proposicién como “Llueve mucho
q g

y saco el carro”.

O

10. Pruebe que los siguientes enunciados son légicamente equivalentes:

a)

30
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b) “Juan no terminé de solucionar ese problema o el horario de trabajo no termind,

0 Juan se retira muy satisfecho”.

Solucién. Sean p = “Juan termina de solucionar ese problema”, ¢ = “El horario de
trabajo terminé” y r = “Juan se retira muy satisfecho”. La primera proposicién se
escribe como (p A ¢) — 7,y la segunda como (—p v —q) v 7. Para verificar si son
equivalentes se usan las tabla de verdad:

p g r|(prg — r|(-pv—g v T
vV V. V \% \%
V V F F F
V F V \% \%
V F F \'% \%
F Vv Vv \% \%
F V F \% \%
F F V \'% \'%
F F F \'% \'%
Como los valores coinciden, las proposiciones son equivalentes. O

11. Consideremos las siguientes proposiciones:

o Si Nadine postula para presidente y las elecciones son manana entonces ganard la

competencid.
o Sino gana la competencia entonces las elecciones no son manana o Nadine no postula

para presidente.

Establezca un diccionario para expresar ambas proposiciones en su forma l6gico formal.
Justifique si las proposiciones dadas son o no equivalentes.

Solucién. Consideremos el diccionario: p = “Nadine postula para presidente”, ¢ =
“Las elecciones son manana” y 7 = “Ganard la competencia’. Las proposiciones en su

forma l6gico formal son:

o (prg) —r

e —r = (~qv —p).
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12.

13.

32

A continuacién dadas las siguientes equivalencias:

prg)—r = —r——(pnrg)
= —r—(-pv—q
= —r—(~qv-p)
se concluye la equivalencia de los extremos. O

Una proposicién compuesta es una tautologia cuando su tabla de verdad tiene valores
verdaderos sin importar el valor de verdad de sus proposiciones simples. Muestre que
P = (@ es equivalente a afirmar que P <> () es una tautologfa.

Solucién. En efecto, si las tablas de verdad de las proposiciones compuestas Py )
son idénticas, entonces cuando P es verdadero () también lo es y cuando P es falso
(2 también lo es. Por lo tanto, P <> () serd siempre verdadero. Ahora, si P <~ @
es siempre verdadero, entonces el valor de P debe ser igual al valor de (), es decir, las

tablas de verdad de P y () son idénticas y entonces P = Q). O
Sean p, g y 7 tres proposiciones simples. Determine si la proposicion:

[p— (@grr)] <« [ — q) ~ (p — 7)]

es una tautologfa.

Solucioén. Usando equivalencia de proposiciones se observa que:

p—(gnar)=-pv(gnar)
=(—pvgr(-pvr)
=p—->gnrnp—r)

deduciéndose que la proposicién en mencién es una tautologfa. O
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14. Sean p, q y r tres proposiciones. Complete la tabla de verdad de la siguiente proposi-

cién.

[-p A (gvir)]x[lpvr) g

mmm < << <
mTm< < mm < <R
m<m< o< <3

Ademis, concluya si es 0 no una tautologfa.

Solucién. El resultado de la tabla es:

p g r|[pAr(gvr)]vllpvr)rd]
v V.V A\
vV V F A\
VvV F V F
V F F F
F vV V F
F V F A\
F F V A\
F F F F
Por lo tanto, la proposicién no es una tautologfa. O

15. Una contradiccién es una proposicién compuesta que es falsa sin importar los valores
de verdad de sus proposiciones simples. Indique si las siguientes proposiciones son
tautologfas o contradicciones:

a) p v —p.
b) —(p — q) < —[~q — —p].
) pA—p.
d) ={[(=p v @) A —q] — —p}.
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16. Demostrar que (s - (—r A q)) — (s - (r— q)) es una tautologfa.

34

Solucién. En cada caso mostraremos su tabla para concluir.

a) pv —p

p|pv—p
A\ \Y%
F A%
es una tautologfa.
b) —(p— q) < —[—q¢ — —p]
p q|~(p—q < —(=g— —p)
vV V F \% F
V F \% A% \%
F V F \% F
F F F A\ F
es una tautologfa.
) pATD
D | DATD
\% F
F F
es una contradiccién.
d) ~{[(=p Vv @) A —q] — —p}
p q|— {l=pvg A —q — -p}
V V| F \Y% F \%
V F | F F F \%
F V| F \Y% F \%
F F|F \Y% \Y% \%

es una contradiccién.

Finalmente, podemos mencionar que las dos primeras son tautologias y las dos tltimas

son contradicciones.

O
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Solucién. Podemos proceder con una tabla de verdad, pero en este caso usaremos
el método de reduccién al absurdo. Si la proposicién no fuera una tautologia, es decir
fuera falsa para ciertos valores de verdad de s, 7 y ¢, deberfa ocurrir, para dichos valores,
ques > (—r1Aqg)=Vys—>(r—>q) =F,luegos=Vyr —»qg=F,de
donde se deduce quer = Vyqg= F.Porlotantos =V, r=Vyqg=F,de
donde se deduce que s — (—7 A q) = F, que es absurdo pues era verdad. Por ende,
la proposicién inicial no puede ser falsa, es decir, es una tautologia. O

17. Sean p, q y 7 tres proposiciones simples. Determine si la proposicidn:

[p = (gar)] « [(p—> ¢ A (p — 1)]

es una tautologia

Solucion. Usando equivalencia de proposiciones se observa que

p = (gnr)==pv(gnr)
=(mpva)n(=pvr)
=p—=agnrlp—r)
deduciéndose que la proposicién en mencién es una tautologfa. O

Argumentos

De acuerdo con el diccionario de la lengua espafiola, un argumento es un “razonamiento
que se emplea para probar o demostrar una proposicién”. Como veremos mds adelante, en
el contexto de 16gica formal dicha definicién es equivalente a la de un argumento vélido.

Matemdticamente, un argumento es una lista de proposiciones Py, P, ..., P, llamadas
premisas y una proposicién () llamada conclusién. La notacién usada para argumentos es

PL,P.. P Q.

Un argumento escrito como el anterior se dice que estd expresado en el lenguaje 1égico
formal. Muchas veces se necesita traducir entre un enunciado escrito en la forma de un
parrafo o lenguaje coloquial y el lenguaje 16gico formal. Para ello es necesario establecer un
diccionario, como se verd en las soluciones de los problemas més adelante.

Un argumento es valido si, al establecer todas las premisas como verdaderas, la conclusién
es necesariamente verdadera también. Un argumento es invélido si la condicién anterior
no se cumple, es decir, si asumiendo la veracidad de las premisas no se puede llegar a la
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veracidad de la conclusién. Esto puede ocurrir si existen valores de verdad especificos para
las proposiciones simples que dan como resultado la veracidad de las premisas y la falsedad
de la conclusién.

Un error comin es confundir el concepto de validez con el de veracidad. Un argumento
no puede ser verdadero o falso dado que un argumento no es una proposicién sino una lista
de proposiciones. La siguiente herramienta se usa en ocasiones para demostrar la validez de
un argumento. El argumento:

PlaPZa"'7Pn|_Q

es valido si y solo si la proposicién:
PAP,A- AP, —>(Q

es una tautologfa.

Problemas
1. Determine si los siguientes argumentos son validos:

a) "pEp—gq

b)) p—q, -p—r, (qu)—»s s

) gA(r—p,rvpk({p—q —p
dp—(qvr), ¢—(-r), prqgxr
gp—r,gor=((Pvg —>r

f) (=p)—=q qg—(=r), rvs, —skp
9 agn(r—p), (=r)—>p kEp

h p—4q, q< (=r) =p—(-r)
Dp—q, (1) > (=), pASEgAT

7 (p\/q)<—>—|r, —-p—s, =t —q, (SAt)—»u Er—u

Solucién.
4) Asumiendo que la premisa es verdadera tenemos que p = F', de donde la con-
clusién p — g es verdadera. El argumento es vilido.

b) Demostremos que el argumento es vélido por contradiccién. Supongamos que las
premisas son verdaderas y la conclusién es falsa, es decir, (p > ¢ =V, —p —

r=V, (qvr)—>s=V, s=F).
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De s = Fy(qv T) — 5=V tenemos que ¢ = F'yr = F, luego de la
primera y segunda premisap = F'y p = V, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, el argumento es vélido.

¢) Demostremos que el argumento es vélido por contradiccién. Supongamos que
las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa. De g A (r — p) = Vy
(p— q) > p= Ftenemosque g = V,p = F yr = F}; de esta manera, la
segunda premisa 7 Vv P es falsa, lo cual es absurdo. El argumento es vélido.

d) Supongamos que las premisas son verdaderas. Dep — (¢ v r)=Vyp=V

obtenemos

gqvr=V (1.1)

ademds de ¢ — —r = —(q A 1) = V tenemos
grr=F (1.2)

Luego de (1.1) y (1.2) las proposiciones q y  tienen distintos valores de verdad,
de donde ¢ ;2 7 = V. Asi, el argumento es vélido.

¢) Demostremos por contradiccién que el argumento es valido. Supongamos que
las premisas son verdaderas y la conclusidn es falsa, esto es:
i)p—or=V
ii) q—>r=V
i) (pvq) >r=F
De iii), tenemos que p v ¢ = V y r = F esto tltimo al reemplazarlo en i) y
i1) concluimos que p y ¢ son falsos, lo que contradice p v ¢ =V, por lo que la

conclusién debe ser verdadera, de donde el argumento es vilido.

/) Demostremos por contradiccidn, que el argumento es vilido. Supongamos que
las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa, esto es:
i) (-p) = q=V
ii) ¢ — (—r ) =V
i) rvs=
) —s = V
v) p=F
Dev) y i) tenemos que ¢ = V/, luego al sustituirlo en 77) nosllevaaque r = F'y
reemplazando en 7i%) tenemos que § = V/, pero esto tltimo contradice iv). Asi,
la contradiccién proviene de haber supuesto que la conclusidn es falsa, entonces

v

la conclusién debe ser verdadera, por lo que el argumento es vilido.
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£) Demostremos por contradicciéon que el argumento es vélido. Supongamos que
las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa, esto es:
i)gn(r—p)=V
i) (~r) > p=V
iti) p=F
De las dos dltimas equivalencias se concluye que 7 = V, que al reemplazarlo

en i) genera una contradiccidn, por lo que la conclusién debe ser verdadera, de
donde el argumento es vilido.

h

=

Si las premisas son verdaderas, estudiaremos las opciones que se presentan segiin
los valores de verdad de q.

e Si ¢ es verdad, entonces —r debe ser verdad, asi p — (—7) es verdad,
independientemente del valor de verdad que tenga p.

e Si g es falso, entonces p es falso y —r también lo es, en consecuencia p —

(—r) es verdad.

Asf pues, en cualquier caso, la conclusién p — (=) es verdad; por tanto, el
argumento es vélido.

i) Asumimos que las premisas son verdaderas, es decir:

)p—ogq=V
ii) (—r) > (—s)=V
1) prs=V

Deiii) tenemos que p = V, s = V. De este tiltimo valor junto a 77) concluimos

que 7 = V. De i) obtenemos que ¢ = V. Por tanto, la conclusién g A 7 es
verdadera. El argumento es valido.

j) Supongamos que las premisas del argumento son verdaderas y la conclusidn es
falsa, es decir:

i) (pvg) o —-r=V ) (sAnt) -u=V
ii) p—o>s=V v) T
i) —t > q=V

De la parte v) tenemos que 7 = V y u = F, esto junto con la parte iv) permite
concluir:

sAt=F (1.3)
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Por otro lado, la parte 7) junto con 7 = V' permite ver que p = F'y ¢ = F. De
las partes 77), i4i) junto con p = F'y ¢ = F vemos que s = V y t = V, luego
s At = V. Esto contradice (1.3). Asi, el argumento es vilido.

O

2. Determine si el siguiente argumento es vélido.
Si Argentina entra en estado de cese de pagos, entonces su riesgo pais sube y la bolsa de
valores cae; por otro lado, Argentina no entra en estado de cese de pagos si las negociaciones
con los acreedores conocidos como "fondos buitre" tienen éxito o Argentina paga la deuda
completa; el miércoles 30 de julio las negociaciones con los acreedores fracasan y Argentina
no paga la deuda completa. Por lo tanto, el riesgo pais de Argentina sube.

Solucion. Definimos las siguientes proposiciones simples:

e p= Argentina entra en estado de cese de pagos.

g= El riesgo pais sube.

r= La bolsa de valores cae.

e s= Las negociaciones con los acreedores tienen éxito.

t= Argentina paga la deuda completa.
Luego, el argumento es:
p—(gnr), (svi)—=p, =(svi) g

Analizando el argumento podemos observar quesip = F,s=F,t=Fyq=F,
las premisas son verdaderas pero la conclusion es falsa. El argumento es invélido. [

3. Analice la validez del siguiente argumento.
Las inversiones se perjudican si Argentina entra en estado de cese de pagos, si las inversiones
no se perjudican entonces baja el desempleo; sin embargo, el gobierno argentino asegura o
Argentina entra en estado de cese de pagos 0 no baja el desempleo. Por lo tanto, las inversiones
se perjudican.

Solucion. Definimos:

e p= Argentina entra en estado de cese de pagos.

e g= Las inversiones se perjudican.
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e 7= El desempleo baja.
Luego, el argumento es:
p—q —q—T, Py T g
Supongamos que las premisas son verdaderas y la conclusion es falsa, es decir:
p—>q=V, ~q—-r=V,pyv-r=Vyqg=F.

De —q — 7=V yq = F tenemos que” = V, ademds de p~ =7 = V obtenemos
p = V. Finalmente, como p — ¢ = V se tiene ¢ = V, que contradice el supuesto.
El argumento es vélido. O

. Determinar si el siguiente argumento es valido:

Si Gabriela compra un computador, estudiard programacion o disesio grdfico. Ademds, si
ella estudia programacion, no estudiard disefio grdfico. Finalmente, Gabriela compré un
computador. Por tanto o bien Gabriela estudia programacion o bien diserio grdfico.

Solucién. Sean las siguientes proposiciones:

e p = Gabriela compra un computador.
e g = Gabriela estudia programacién.

e 7 = Gabriela estudia disefio grafico.

Luego en ldgica formal tenemos:

p—(qvr),g——rpk(gxr).

Supongamos que las premisas sean verdaderas, demostraremos que g 7 = V. Co-
mop=V, dep— (qvr)=V,tenemosqueq v r =V, luego gy no pueden
ser al mismo tiempo falsos. Por otra parte de ¢ — —7 =V tenemos que ambos, q y
7, no pueden ser verdaderos. De donde ¢ y r tienen valores de verdad distintos, luego
qyur=V. O

. Determine si el siguiente argumento es valido.

Si el gobierno griego aprueba las medidas econdmicas impuestas por la Unidn Europea,
entonces el impuesto sobre el valor agregado (IVA) aumenta y las jubilaciones anticipadas
terminardn en el 2022; por otro lado, el gobierno no aprueba las medidas impuestas si se
retira de la eurozona o el gobierno paga la deuda completa a sus acreedores; el jueves 7 de

agosto el gobierno decide no retirarse de la eurozona y no paga la deuda completa. Por lo
tanto, el IVA sube.
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Solucién. Definimos las siguientes proposiciones simples:
e p= El gobierno griego aprueba las medidas econémicas impuestas por la Unién
Europea.
e g= El impuesto sobre el valor agregado aumenta.
e 7= Las jubilaciones anticipadas terminardn en el ano 2022.
e s= Grecia se retira de la eurozona.

e {= El gobierno griego paga la deuda completa.
Luego, el argumento es:
p—(qnrr), (svt)— —p, —(svit)Fq.
Analizando el argumento podemos observar quesip = F,s=F,t=Fyq=F,

las premisas son verdaderas pero la conclusion es falsa. El argumento es invélido. [

. Determine si el siguiente argumento es valido.

La crisis financiera griega serd superada si Grecia se retira de la eurozona; por otro lado,
si Grecia no supera su crisis financiera, entonces se convertird en un “Estado fallido”; sin
embargo, el gobierno griego ha proyectado o Grecia se retira de la eurozona o Grecia no se
convertird en un “Estado fallido”. Por lo tanto, la crisis griega es superada.

Solucién. Definimos las siguientes proposiciones simples:

e p= La crisis financiera griega es superada.
e = Grecia se retira de la eurozona.

e 7= Grecia se convierte en un “Estado fallido”.
Luego, el argumento es:
q—>Dp, "pP—=>T,qNX T = D

Asumiendo que todas las premisas son verdaderas, de la tercera tenemos dos casos:
g=Vy-r=Foq=Fy—-r=V

a) Sig =V y—r = F, la veracidad de la primera premisa implicap = V. El

argumento es vélido.

b) Sig = F'y—r =V, tenemosr = F'. Luego, la veracidad de la segunda premisa
implica p = V. El argumento es vilido.
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En cualquier caso, el argumento es vélido. O

7. Formalice el siguiente argumento y luego determine si el argumento es vélido o no.
Si Santiago se casa, entonces Florinda se tira al tren. Florinda se tira al tren si y solo si
Santiago no se hace cura. Por lo tanto, si Santiago se casa, entonces no se hace cura.

Solucién. Definimos las siguientes proposiciones simples:

e p= Santiago se casa.
e g= Florinda se tira al tren.

e 7= Santiago se hace cura.

Luego, el argumento en forma simbdlica es:
p—q q< (—=r) Ep—(-r)

Si las premisas son verdaderas, estudiaremos las opciones que se presentan segin los

valores de verdad de q.
e Si g es verdad, entonces —7 debe ser verdad, asi p — (—7) es verdad, indepen-
dientemente del valor de verdad que tenga p.
e Si g es falso, entonces p es falso y —r también lo es, en consecuenciap — (—7)

es verdad.

Asi pues, en cualquier caso, la conclusién p — (=) es verdad; por tanto, el argumento

es valido. O

8. Traduzca los siguientes argumentos en forma de oraciones y establezca la validez de los
mismos, considerando el siguiente diccionario:

e p = 10Gb es mejor que 1Gb.
e ¢ = Compramos mayor capacidad de memoria.

e 7 = Compramos un ordenador nuevo.

Ap—>r,p—=>qp—(rnrq Op—r,T—qkq
by p—>(rvq),r——qkFp—or d) —r——p, rFp
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Solucién.

a)

b)

~

c

d)

Redactando el argumento, se tiene:

Si 10Gb es mejor que 1Gb, entonces compramos un ordenador nuevo. Si 10Gb es
mejor que 1Gb, entonces compramos mayor capacidad de memoria. Por lo tanto, si
10Gb es mejor que 1Gb, compramos un ordenador nuevo y una mayor capacidad de
memoria.

El argumento es valido. En efecto, como las premisas son verdaderas, estudiare-
mos las opciones que se presentan segin los valores de verdad de p.

- Si p es verdad, entonces como p — r y p — ¢ son verdaderas, asi, 7 y ¢
son verdaderas; por tanto, 7 A ¢ es verdad, en consecuencia, la conclusion
p — (r A q) es verdadera.

- Si p es falso, entonces la conclusién p — (7 A q) es verdad, independien-
temente de los valores de g y 7.

Redactando el argumento, se tiene:

Si 10Gb es mejor que 1Gb, entonces compramos un ordenador nuevo o mayor capaci-
dad de memoria. Si compramos un ordenador nuevo, entonces no compramos mayor
capacidad de memoria. Por tanto, si 10Gb es mejor que 1Gb, compramos un orde-
nador nuevo.

El argumento es no vélido. En efecto, considere los valores de verdad p = V/,
q =V yr = I con los cudles las premisas son verdaderas pero la conclusién es

falsa.

Redactando el argumento, se tiene:

Si 10Gb es mejor que 1Gb, entonces compramos un ordenador nuevo. Si compramos
un ordenador nuevo, entonces compramos mayor capacidad de memoria. Por tanto,
compramos mayor capacidad de memoria.

El argumento es no vilido. En efecto, considere los valores de verdad p = F,
q = F yr = F con los cuales las premisas son verdaderas pero la conclusién es

falsa.

Redactando el argumento, se tiene:

Si no compramos un ordenador nuevo, entonces 10Gb no es mejor que 1Gb. Com-
pramos un ordenador nuevo. Por tanto, 10Gb es mejor que 1Gb.

El argumento es no vilido. En efecto, considere los valores de verdad p = F'y
r = V con los cuales las premisas son verdaderas pero la conclusién es falsa.

O

43



Légica

9. Analice la validez del siguiente argumento:
Si Tomds tiene diecisiete arios, entonces Tomds tiene la misma edad que Juana. Si Joaquin
tiene distinta edad que Tomds, entonces Joaquin tiene distinta edad que Juana. Tomds tiene
diecisiete arios y Joaquin tiene la misma edad que Juana. Por tanto, Joaguin tiene la misma
edad que Tomds y Tomds la misma que Juana.

Solucion. Definimos las siguientes proposiciones simples:

e p=Tomds tiene diecisiete afios.
e g= Tomds tiene la misma edad que Juana.
e 7= Joaquin tiene la misma edad que Tomds.

e 5= Joaquin tiene la misma edad que Juana.
Luego, el argumento es:
p—4q, (7r) = (=8), pAS = gAT

Asumimos que las premisas son verdaderas, es decir:

)p—q=V
i) (—r) > (—s)=V
i) pars=V

De iii) tenemos que p = V, s = V. De este tltimo valor junto a #7) concluimos que
r = V. De i) obtenemos que ¢ = V. Por tanto, la conclusién g A 7 es verdadera. El
argumento es valido. O

Cuantificadores

Los cuantificadores permiten darle mayor estructura a las proposiciones para hacerlas
mis claras bajo ciertas condiciones. Por ejemplo, la proposicién ‘todo niimero entero es par”
es simple y claramente falsa. En esta proposicién se puede reconocer un conjunto universal
o contexto que es el conjunto de los niimeros enteros. También se puede reconocer una
propiedad o predicado, que es la cualidad de un niimero de ser par. Como dicha cualidad se
aplica a todo elemento del conjunto universal, la proposicién se puede expresar en el lenguaje
l6gico formal como:

Vo eZ, [2]x]
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donde2 | x significa “z es divisible entre 2”. El simbolo “V” significa “Para todo” y es llamado
cuantificador universal. En general, una proposicion con cuantificador universal se escribe
como:

Vo e U, [P(z)]

donde U es el conjunto universal y P es el predicado que se aplica al elemento arbitrario .
Esta proposicidn se traduce a “Todo elemento de U satisface la propiedad P”.

El cuantificador existencial se define como la expresién “Para algin” o “Existe”. Asi, la
expresion:

z e U, [P(z)]

se traduce a “existe algiin elemento de U que satisface la condicién P”. El cuantificador
existencial no especifica el nimero de elementos que satisfacen dicha propiedad, solo que
existe al menos uno, pero pueden existir varios. Es mds si Yz € U, [P(x)] es verdadero,
en particular 3z € U, [P(x)] también lo es. Si desea especificar que solo existe un tnico
elemento de U que satisface la propiedad P, se usa el cuantificador existencial winico, el
cual se denota por 3!.

Una forma de conectar estos cuantificadores es mediante la negacién. En el ejemplo ante-
rior de la paridad de los niimeros enteros, se mencioné que dicha proposicién es claramente
falsa. La razén es porque existen niimeros enteros que no son pares, estos son los llamados
nameros impares. Cuando una proposicién con cuantificador universal es falsa, esto significa
que el opuesto es verdadero, asi:

—=(Vx e U, [P(x)]) =3z € U,[-P(x)].

Por lo tanto, el opuesto del cuantificador universal es el cuantificador existencial y viceversa.
Es decir:

=3z e U,[P(z)]) =Vx e U, [-P(x)].

Cuando una proposicién con cuantificador universal es falsa como en el ejemplo de pari-
dad, como la negacién es verdadera y dicha negacién es una proposicién con cuantificador
existencial, al elemento del conjunto universal que prueba la verdad de dicha negacién se le
llama contraejemplo. En el ejemplo de paridad, el contraejemplo se puede tomar como el
numero 1, ya que dicho ndmero es entero y no es par.

En ocasiones es necesario considerar proposiciones con mds de un cuantificador. La teorfa
vista hasta el momento se puede generalizar de manera natural. Por ejemplo, la proposicién:

VeeU,Jye V,[P(z,y)]
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se traduce a “para todo elemento de U existe al menos un elemento de V' que cumple con la
condicién P”. La negacién de este enunciado es:

~(Va € U,y € V,[P(x,y)]) = Jv € U.Vy € V. [~P(a, y)].

De forma andloga se pueden deducir los significados y negaciones del resto de enunciados
posibles. El niimero de posibles combinaciones si se han dado n cuantificadores serd 2.

Problemas
1. Traduzca al lenguaje simbélico de 18gica formal las siguientes proposiciones:
a) Existe un dnico elemento de los nimeros naturales que es menor o igual a todo

ndmero natural.

b) Después de 40 afos ninguna persona del mundo cree en la inocencia del expre-
sidente Richard Nixon.

¢) Si Denegri afirma que la televisién comercial hace dano, entonces todos los pe-
ruanos debemos evitar ver la televisién comercial.

d) Todo hombre tiene una tinica mujer que lo ama.

¢) Todo ciudadano que esté de acuerdo con una disposicién del gobierno, o lo apoya
o se abstiene de opinar.

Solucion.

a) Az eN,YneN, [z <n].

b) Consideremos C' = Conjunto de personas del mundo y p(x) = z cree en
la inocencia del expresidente Richard Nixon. Luego, la proposicién en lenguaje
formal es:

Ve e C, [-p(z)].

¢) Consideremos p = Denegri afirma que la televisién comercial hace dafio , C' =
Conjunto de peruanosy () = x ve television comercial. Luego, la proposicién
en lenguaje formal es:

p— (Ve e O, [—q(z)]).

d) Sean H = Conjunto de hombres , M = Conjunto de mujeres y p(z,y) =
Mujer y ama a hombre z. Luego, la proposicién en lenguaje formal es:

Vee H, lye M, [p(z,y)].

46



e)

Ejercicios de matemadticas bésicas

Sean C' = Coleccién de ciudadanos, p(x) = x estd de acuerdo con una disposi-
cién del gobierno, q(x) = z apoyaal gobierno, r(x) = x se abstiene de opinar.
Luego, en légica formal tenemos:

Vo e C, [p(x) — (q(m) v r(x))] .

O

2. Transcribir formalmente cada una de las siguientes proposiciones, niéguelas y exprese

su resultado sin negar proposiciones compuestas. Reescribir su respuesta en el lenguaje

coloquial.

a)

b)

Para todo niimero natural par mayor que dos existen dos niimeros primos que
suman el ndmero original.

Todas las plantas y los mamiferos son seres vivos, pero existen seres vivos que no
son plantas ni mamiferos.

Solucidn. En cada caso tenemos que:

a)

b)

Si P es el conjunto de niimeros primos, la proposicidn es:

VneN, [GkeN, n=2k+2)—> (3pe P,3ge P, [n=p+q])],
y su negacién es:

IneN, [FkeN, n=2k+2)A (Vpe PVqe P, [n#p+4q])]

En el lenguaje coloquial esto dltimo quiere decir que “existe un niimero natural
mayor que dos que no es la suma de dos niimeros primos”.

Sean P el conjunto de plantas, M el conjunto de mamiferosy V' el de seres vivos.
La proposicién en lenguaje formal es:

(VxeP,VyeM, [:ceV/\er]) /\(Eler, [x¢PAx¢M]),
su negacion es:
(zeP3yeM, [z¢V vy¢V])v (VzeV, [xe PvazeM]),

que coloquialmente quiere decir que “existen plantas y mamiferos que no son seres
vivos o todos los seres vivos son plantas o mamiferos”.
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3. Analice si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

a) YreR, Jy e R, [z = 2y].
b) Jx e R, Yy e R, [x = 2y].
o) VzeR, dJzeR, JyeR, [z =z +y]

Solucion.
a) Para x € R cualquiera consideremos y = 7 € R, de aqui tenemos x = 2y. La

proposicién es verdadera.

b) Supongamos que existe T € R tal que £ = 2y para todo y € R; cuando y = 1
tenemos T = 2ysiy = 2 obtenemos x = 4, luego 2 = & = 4. La proposicién

es falsa.
¢) Es verdadera porque si 2 € R podemos considerar x = 2 yy = 7 tal que
zZ=x+Y.
O

4. Niegue los siguientes enunciados sin hacer uso de la negacién de proposiciones com-

puestas ni condicionales:

a) VexeR, IkeZ, [k<z<k+1]

by VaeR, YbeR, IneN, [(a>0 A b>0) >b<a-n].
o) Ve >0,IneN, [+ <¢].

d) Vxe R\VyeR, [z <y — f(x) < f(y)].

e) Ve C)Vye C,VteR, [0<t<1—otex+ (1—-t)yeC].
f) Yae A, Ir >0,Yz eR, [|[xr—a| <r —>ze Al

Solucion.

a) JxeR, VkeZ, [k>z v z=k+1].
b) JaeR, 3beR, VneN, [(a>0 A b>0)Ab=a-n].

) Je>0,¥neN, [L > ¢].
d) JreR,yeR, [z<yn f(z) = fy)]
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JreC,yeC,IteR, [0<t<1atz+(1—-t)y¢C].
Jae A,Vr > 0,3z eR, [|[x —a|l <7 A x¢ Al

O

5. Transcriba formalmente cada una de las siguientes proposiciones. Luego niéguelas y

exprese el resultado sin negar proposiciones compuestas. Finalmente, reescriba la res-
125

puesta en el lenguaje coloquial.

a)
b)
¢)

d)

Todos los alumnos de Matemdtica I tienen una nota mayor o igual a 11.
Si el maestro estd ausente, algunos estudiantes no terminan su tarea.

Cada estudiante de la UP tiene una computadora o tiene al menos un amigo,
estudiante en la UP, que tiene una computadora.

Toda persona es menor que su padre.

Solucion.

a)

b)

Sea el universo U el conjunto de alumnos del curso de Matemdtica I, p(z) = =
tiene una nota > 11. Asi, la proposicién en el lenguaje formal es:

Ve e U, [p(x)].

Su negacién es:

z e U, —[p(x)],
cuya traduccién al lenguaje coloquial es “A/ menos un alumno de Matemdtica I
estd desaprobado”.

Nuestro universo U es el conjunto de estudiantes de la UR, p(x) = x termina
su tarea y ¢ = el maestro estd ausente. Asi, la proposicién en el lenguaje formal

q— (QzeU, [-p)]).

Su negacién es:

g A (Ve eU, [p(x)]),

cuya tranduccién al lenguaje coloquial es “Ef maestro estd ausente y todos los estu-
diantes terminan su tarea’.
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o)

d)

Nuestro universo U es el conjunto de estudiantes de la UP, C'(x) = el estudiante
x tiene una computadora y sea F'(z,y) = los estudiantes = e ¥ son amigos. Asi,
la proposicién formal es:

VeeU, [C(z)v (FyelU, [F(z,y) A Cy)])]
Su negacién es:
Jz e U, [~C(z) A (Yye U, [=F(z,y) v =C(y)])],

cuya tranduccidn al lenguaje coloquial es “Hay al menos un estudiante de la UP
que no tiene campumdam Y no tiene amigos que tengan fompumdom”.

El universo U es el conjunto de personas del mundo, P(x,y) = y es el padre
de , ademds M (x,y) = x tiene menor edad que y. Por tanto, la proposicién
formal es:

Vr,y e U, [P(z,y) — M(z,y)].

Su negacién es:

z,ye U, [P(z,y) n —M(z,y)],

cuya traduccién al lenguaje coloquial es “Hay al menos una persona que tiene algiin
hijo con edad mayor o igual a él”.

O

6. Traduzca al lenguaje simbdlico de 16gica formal las siguientes proposiciones:

a) Todos los ciudadanos griegos estdn preocupados.

b) Si el gobierno griego acepta las condiciones de la “Troika", todos los ciudadanos
griegos se endeudardn.

¢) SiGrecia se retira de la eurozona, entonces todos los paises de la eurozona pierden
dinero, estabilidad econdmica y algunos paises deciden retirarse también de la
eurozona.

d) Todos los politicos griegos son responsables de la crisis o algunos ciudadanos
griegos perderdn su jubilacién anticipada.

Solucion.
a) Sean C' = “conjunto de ciudadanos griegos” y p(xz) = “z estd preocupado”.
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b) Consideremos p = “el gobierno griego acepta las condiciones de la Troika”, C' =
<« . . . b2l <« 7%
conjunto de ciudadanos griegos” y ¢ (x) = “x se endeudard”. Luego, la propo-
sicidn es:

p—VreC, [q(z)]

¢) Sean I = “conjunto de paises de la eurozona’, p = “Grecia se retira de la eu-
rozona”, 7(x) = “x pierde dinero”, s(x) = “x pierde estabilidad econémica”,
t(x) = “x se retira de la eurozona”. Luego, la traduccién es:

p— (VxeE, [r(z) As(x)] A (3xeE, [t(zx)]).

«

d) Sean A = “conjunto de politicos griegos”, C' = “conjunto de ciudadanos grie-
) p grieg ) g
gos”, n(xz) = “x es responsable de la crisis” y m(x) = “x pierde su jubilacién
anticipada”. Luego, la traducién es:

(Ve A, [n(x)]) v 3z € C, [m(z)]).

7. Considere las siguientes proposiciones:

e p=VYzeR, [z?— 10z + 28 > 0].
e g=3xeQ, 3z —15=0].

1
<1).

e r=VYrekR, [0<1+932

a) Determine la negacién de las proposiciones.

b) Halle el valor de verdad de la siguiente proposicién:
[p A (=g vr)] = (—rxaq).
Solucion.

a) Negando las proposiciones obtenemos:
e —p=3dreR, [z —10z + 28 <0].
o —q=VYzeQ, [32? —15 #0].

1
._‘T:H.’Ee}R,[ﬁgov >1]
T

1+ 22
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b) Los valores de verdad de las proposiciones simples son:
e p =V, pues para todo = € R se tiene 22 — 102+ 28 = (x —5)2+3 > 0.
e ¢ = I, pues despejando la variable x se tiene z = vV5ox = —+/5b.

e 7 =V, pues para todo = € R se tiene 224+ 1>0yx%+ 1> 1,es decir,

0< < 1.

1+ 22
Luego [p A (—qg v 1)l = V y (—=r x q) = F. Por lo tanto la proposicién
[p A (—q v 1) — (—r v q)es falsa.

O
8. Considere el siguiente enunciado:

“Si existe un jugador del campeonato de primera division del fiitbol peruano que acate la
huelga, entonces existe un periodista deportivo que entreviste al presidente de la Federacion
Peruana de Fitbol y hace preguntas comprometedoras”

a) Exprese el enunciado en lenguaje de légica formal elaborando primero un dic-
cionario y usando cuantificadores.

) Niegue el enunciado anterior sin hacer uso de condicionales ni de la negacién de

proposiciones compuestas. Expréselo en lenguaje formal y coloquial.

Solucion.

a) Dado el siguiente diccionario:

o U =“coleccién de jugadores del campeonato de primera divisidn del futbol
peruano”.

e [ =“coleccién de periodistas deportivos”.

e p(x) =“T acata la huelga”.

e ¢(x) =“x entrevista al presidente de la Federacién Peruana de Fatbol”.

« »
L] T(.’L‘) =X hace preguntas comprometedoras .

se obtiene el siguiente enunciado en lenguaje formal:

[z el [p(@)]) » Gz e E,[q(z) rr()]).
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b) La negacién en lenguaje formal es la siguiente:
(Fze U [p(z)]) A (Vz e E,[ ~q(z) v —r(z)]).

En el lenguaje coloquial se obtiene: “Existe un jugador del campeonato de pri-
mera divisién del futbol peruano que acata la huelga y todos los periodistas de-
portivos no entrevistan al presidente de la Federacién Peruana de Fuatbol o no
hacen preguntas comprometedoras”.

O

9. Simbolice las siguientes proposiciones estableciendo un diccionario, indicando el con-
junto universal y el cuantificador en cada caso, ademds niegue cada proposicién y dé
su traduccién al lenguaje coloquial.

a) En el Pert, todos los hombres son bajos.

b) En Lima, existen mujeres que no son universitarias.

Solucion.

a) En el primer caso, el universo U es el conjunto de los hombres peruanos y el

predicado p(x) = “x es bajo”. Asi, nuestra proposicién se escribe como:
VeeU, [p(x)].

Luego, su negacién es 3z € U, [ —p(z) ], cuya traduccién a lenguaje coloquial
es “Hay hombres peruanos que no son bajos”.

b) En el segundo caso, el universo U es el conjunto de mujeres de Lima y el predi-
cado p(z) = “z es universitaria”. Asf, nuestra proposicién se escribe:

JxeU, [ —p(x)].

Luego, su negacién es Vo € U, [ p(x) ], cuya traduccién a lenguaje coloquial es
<« . . . . . »
Todas las mujeres de Lima son universitarias”.

O

10. Sean U el conjunto de los policfas del Perd, el predicado p(x) = “el policia x es co-
rrupto”, y el predicado g(x) = “el policia = es honesto”. Traduzca al lenguaje coloquial
la proposicién R:

(VzeU, JyeU, [p(x) — q(y)]) — —(VxelU, [p(z)]).
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Ademds, indique su negacién en notacién simbélica, sin negar condicionales, asi como
su traduccién al lenguaje coloquial.

Solucién. La traduccién coloquial de la proposicién R es: “Si para cada policia corrup-
to existe un policia honesto, entonces no es cierto que todos los policias son corruptos".

Su negacién es

(VeeU, yel, [px) — q)]) ~ (Veel, [px)]),

siendo su traduccion al lenguaje coloquial: “Para todo policia corrupto existe un policia
honesto, pero todos los policias son corruptos”. O

Se selecciond al azar un conjunto de estudiantes de la UP matriculados en el curso
de Nivelacién de Matemdticas y se les pregunté por su conducta alimentaria, es decir,
las diferentes formas de alimentacién de una persona. Asi, tenemos la forma familiar,
(F), que es la comida que trae de casa. La forma desordenada, (D), que se le atribuye
a la comida al paso, la cual por falta de tiempo es ingerida por el estudiante; y la forma
institucional, (1), que es la brindada por la universidad basada en un ment balanceado.

Considerando que los estudiantes seleccionados estdn en el conjunto U, las conductas
alimentarias en el conjunto C, es decir, C' = {F, D, I'} y la asociacién p(x, y) = “El
estudiante & se alimenta de forma y”, se pide que:

a) Traduzca al lenguaje coloquial las siguientes expresiones:
o VzeU,[p(z,D)].
o IxeU,VyeC,[p(x,y) ]
b) Traduzca las siguientes proposiciones al lenguaje de 16gica formal.
e Algin estudiante de la UP matriculado en el curso de Nivelacién de Mate-
mdticas no se alimenta de la forma familiar.

e Algunos estudiantes de la UP matriculados en el curso de Nivelacién de
Matemadticas se alimentan de la forma institucional o desordenada.

Solucién.

a) o Todo estudiante de la UP matriculado en el curso de Nivelacién de Mate-
mdticas se alimenta de forma desordenada.
e Algunos estudiantes de la UP matriculados en el curso de Nivelacién de
Matemiticas se alimentan de las tres formas.
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by e dzxelU, | —p(z,F)].
o JxeU, [ px,I)vplx,D)]

12. Sea U el conjunto de choferes del Pert. Considere los siguientes predicados:

«

e “p(z) = x conduce con més de 0.5 gr/litro de alcohol en la sangre".

«

(x) = x es castigado con pena privativa de libertad".

L]
)

“r(r) = = paga multa".

a) Escriba, en légica formal, la siguiente proposicién: “Todo chofer del Pert que
conduce con més de 0.5 gr/litro de alcohol en la sangre es castigado con pena
privativa de libertad".

) Traduzca la siguiente proposicion al lenguaje coloquial:

JxeU, [p(x) A (—g(x) A —r(x)) ],

ademds, escriba su negacién en légica formal y traduzca dicha negacién al len-
guaje coloquial.

Solucion.

a) Yz e U, [p(z) — q(z) ].

b) Algunos choferes del Perti conducen con més de 0.5 gr/litro de alcohol en la
sangre y no son castigados con pena privativa de libertad ni pagan multa. La
negacion es:

Ve e U, [p(x) — (q(z) v r(x)) ],

cuya traduccién al lenguaje coloquial es: “Todo chofer del Pert que conduce con
mis de 0.5 gr/litro de alcohol en la sangre es castigado con pena privativa de
libertad o con una multa."

O

13. Considere el siguiente diccionario: U es el conjunto de economistas del Perd, “p =
ocurre una baja en los precios del petréleo”, “q(z) = = reduce su estimacién de la tasa
de interés” y “r(z) = x aumenta su estimacién de la tasa de crecimiento”. Ademds, a
partir de la siguiente proposicién S :
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“Si ocurre una baja en los precios del petréleo, todos los economistas del Perd redu-
cirdn su estimacién de la tasa de interés o aumentardn su estimacién de la tasa de

crecimiento”.

Exprese S en su forma légico formal. Niegue dicha proposicién en su forma légico
formal, sin hacer uso de la negacién de proposiciones compuestas ni condicionales.
Adicionalmente, exprese lo anterior en lenguaje coloquial.

Solucién. La proposicién S en légico formal es:
p—VreU q(z)vr(z)].

Asi, su negacién viene dada por

—~(p—VeeUlg(z) vrx)]) —(=pvVzeUlq(z) vr(z))

—(=p) n = (Ve e U, [g(z) v r(z)])

pA JxelU —[qx)vr(x)]

= pna dxelU[—q(z) A —r(z)]

Luego, su traduccién al lenguaje coloquial es:

“Ocurre una baja en los precios del petrdleo y existe al menos un economista del Pertt
que no reduce su estimacién de la tasa de interés y no aumenta su estimacién de la tasa
de crecimiento”. O

Con respecto a la eleccién del nuevo gabinete ministerial, se tiene la siguiente pro-
posicién: "Si todos los ministros son profesionales pero no independientes, entonces
algunos ministros son empresarios si y solo si son profesionales”.

Escriba en légica formal, detallando su conjunto universal y los predicados de la pro-
posicion. Ademds, escriba la negacién de la proposicidn en légica formal y en lenguaje

coloquial.

Solucién. Diccionario:
e U= El nuevo gabinete ministerial,
e p(x) = x es profesional,

e ¢(x) = x es independiente,
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° 7‘($) = I es empresario.

Asi, la proposicién es simbolizada por:

(Ve eU, [p(x) A —q(z)]) — @z e U, [r(z) < p(2)]).

Luego, su negacién €s:

(Ve e U, [px) A —q(x) ) A (Ve e U, [r(z) v p(z)]),

cuya traduccion al lenguaje coloquial es: “Todos los ministros son profesionales pero
no independientes, ademds, todos o son empresarios o son profesionales”. O

15. Justifique por qué las siguientes proposiciones son falsas:

) VaeRY VreR, [2°>a « a<uz].

b)) YaeR, [a<0 — |a+1=—-1—a].

¢) Va,beN, [a—beN].

d) Vr € N, [ sir es primo entonces 72 + ltambién lo es |.
) Vr,yeR, [2*+y* =1 —> (z=1 A y=0)].
fHVeeR, [|—z—5=|z[+5].

O Ve eR, [([z] +1)" =2 + 2[2] + 1].

h) Si|x + 5| = 2, entonces © = —3.
H)VreR, [22 -3z +2>0].

) Va,br e R—{0}, [ax <b—>z < 2]
kyVreR, [x<b—2?<25].

Solucién.
a) Un contracjemploesa = 1y x = —2.
) Un contraejemplo es a = —0.5.

¢) El contraejemplo es considerara = 1y b = 2.
d) El contraejemplo es 7 = 3.
¢) El contraejemplo es considerar x = O ey = 1.

f) Parax = —1, tenemos que | — (—1) = 5| =4 #6 = | — 1| + 5.
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g) Parax = 3 tenemos que

(IERROR

h) Parax = —7, tenemos que | — 7 + 5| = 2, sin embargo —7 # —3.
i) Parax = 1, tenemos que 12 — 3(1) + 2 = 0.
j) Parag = —1,2 = 1yb = 2 se cumple que (-1)(1)=-1<(2), pero 1 no es menor

a2/(—1) = —-2.
k) Por ejemplo, para z = —5 se cumple que < 5 pero 22 = 25 no es menor a
25.

O

16. SeaU = {x € Z : 0 < z* < 5}. Justifique por qué las siguientes proposiciones son
falsas:
A VzxeU [22eU - x=1]
b VereUyeU, [zyeU — x+2y° €U |
O Vr,yelU, [z<y — 22 <y?]

Solucion.
a) Notemos que U = {—2,—1, 1, 2}. El contraejemplo es z = —1, pues © =
—1eUyax?>=1€Uperox # 1.
b) Desde que U = {—2,—1,1,2}. Parax = 1 se tiene que 2y = y € U para
todo y € U. Pero
o Paray = —2,setieneque x +2y> =1+ 2(—2)>=9¢ U
e Paray = —1,setienequex +2y> =1+ 2(—1)> =3¢ U
e Paray = I,setienequexz +2y? =1 +2(1)2 =3¢ U
o Paray = 2,setieneque z + 2y =1 +2(2)2 =9¢ U
¢) Notemos que U = {—2,—1,1,2}. Fl contragjemploesz = —1yy = 1, pues
se tiene que x < y pero 22 = y* = 1.

O
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17. Sean los conjuntos A = {1,2,3,4,5} y B = {—2,—1,0,5, 6}. Justifique por qué
son falsas las siguientes proposiciones:
e VreAJyeB, [z +y<3].
e VxeAVyeB, [rt+y<0 v z¥y<1].

Solucién.
e La negacién de la proposicion es:
Jre AVye B, [z+y >3],

la cual es verdadera, pues, considerando x = 5 y los distintos valores de ¥, se
tiene que:

y=-2, z+y=32=23,

y=-1, xz+y=423,

y=0, x+y=52=3,

y=5 x+y=10=3,

y=6, z+y=11=>3.

Luego, la proposicién es falsa.
e La negacién de la proposicidn es:

Jre A, yeB, [r+y<0 o z¥<1],

la cual es verdadera, pues, considerando x = 2 e y = —2 se tiene que

1
[x+y=0<0<—>:cy=4<1]zv.

Por lo tanto, la proposicién es falsa.

O

18. Sea A = {0, 1,2}, determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones justi-
ficando sus respuestas:

) Ve e A Vye A, [y* <2(z+1)].
by Vee A Jye A [(x—1)2 =y].
0 dzeAVye A [(z -2 +y°

N

4].
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Solucién.

a) La proposicién es falsa, pues el opuesto respectivo es verdadero, esto es, (3, x, y €

A Jy?>2(x+1)]) = V. Enefecto, paraz =0 € Aey = 2 € A se tiene
que 4 > 2.

b) La proposicién es verdadera, pues,
para z=0€ A, existey=1€ A, tlque (r—1)>=1=y,

para x=1€ A, existey=0€ A, talque (33—1)2: =
para x=2€ A, existey =1€ A, talque (z—1)°=1=y.

¢) La proposicién es verdadera, pues, 3z = 2 € A tal que

paray=0€ A : (z—2)?+y*=0<4
paray=1€e A : (x—-2)2+y*=1<4
para y=2€ A : (z—2)*+ 4<4
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Conjuntos

Un conjunto es una coleccién de elementos bien definida. Si @ es un elemento del con-
junto C, se dice que a pertenece a C'y se denota por @ € C. Si a no pertenece a C' se puede
escribir =(a € C') o a ¢ C'. Un conjunto se puede definir por extensién listando sus ele-
mentos entre llaves, o por comprensién seleccionando elementos mediante una propiedad
dentro de conjunto universal anteriormente descrito. Por ¢jemplo, el conjunto de primos
naturales menores a 10 se puede definir por extensién como {2, 3,5, 7} o por comprensién
como {x € N : zesprimo A & < 10}. Estos dos conjuntos son iguales porque tienen
los mismos elementos. Esta notacién es consistente con la existencia de un conjunto sin ele-
mentos expresado como {} y llamado conjunto vacio. Dicha existencia se asume como un
axioma que no requiere definicién. Otra notacién usada para el conjunto vacio es @. Adi-
cionalmente, en una definicién por extensién es posible usar “: - - ” para denotar el resto de
elementos de un conjunto si el patrén de construccién es claro. Por ejemplo, el conjunto de
los niimeros naturales es:

N={1,2,3,4,5,---}

y el conjunto de los ndmeros pares positivos es
{2,4,6,8,10,- - }.

Otros conjuntos numéricos son el conjunto de nimeros enteros, denotado por Z y el
conjunto de niimeros reales, denotado por R.
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Inclusién

El conjunto A estd incluido en B si todo elemento de A es un elemento de B. De
manera més formal, esto quiere decir que

VeeU, [reA—xeB]

En este caso se escribe A © B. De esta definicién de inclusién y de la definicién que se dio
de igualdad, se deduce que dos conjuntos Ay B son igualessiA < By B < Ao

VeeU, [xreA<— xeB].

De esta definicién de igualdad también se deduce que el conjunto vacio es subconjunto de
cualquier conjunto.

Operaciones

Nuevos conjuntos pueden ser construidos a partir de conjuntos conocidos mediante las
operaciones definidas a continuacién.

e El complemento de A en U es el conjunto:

A ={zeU: x¢ A}

La unién de dos conjuntos A y B se define como el conjunto:
AuB={zxeU: (xe€A) v (reB)}.

e La interseccién de dos conjuntos A y B es el conjunto:

AnB={xeU: (xeA) A (zeB)}.

En particular, dos conjuntos se dicen disjuntos cuando su interseccién es el conjunto
vacio.

La diferencia de A y B es el conjunto:

A—B={zxeU: (xeA) A —(xeB)}.
e La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es el conjunto:
AAB ={xeU: (xe€ A) v (x € B)}.
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Una forma sencilla de representar conjuntos y sus operaciones es mediante diagramas de
Venn, como los que se muestran a continuacién para la unidn:

U

A B

y la interseccién:

Una consecuencia inmediata de la definicién de las operaciones de conjuntos son las

Leyes de De Morgan:
(AuB)=A°nB° y (AnB) =AU B“.
Estas se siguen aplicando la definicién y observando que las proposiciones
~(pvag=—pr-qg y —(prg=-pVv—q

son taulogfas (usando por ejemplo tablas de verdad).

Problemas

1. Sean Ay B subconjuntos de U. Escribir, usando cuantificadores, el significado de las
siguientes definiciones:

a2) Ac B
b) A+ B
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Solucién.
a) La definicién de A ¢ B es la negacién de la inclusién:
VeeU/[zeA—xeB].

Ademds, de las equivalencias:

~p—q=—(-pveg)=pnAr—g

se sigue que

JzeU, [veA A x¢ B].
b) Ladefinicién de A # B se desprende de la negacién de la definicién de igualdad:
VeeU[xze A xzeB].

De las equivalencias:

~peg=—(p—9r@—p)=0@r—q v (@r—p)

se obtiene:

(JzeU, [zeAAac¢B]|)v(@relU [reB A z¢A)).

2. Sean A, B < U. Pruebe cada uno de los siguientes enunciados:

a) A c Bsiysélosi B < A°.
b) A°— B c (An B)".

¢) AnB = (J — B < A°. Sugerencia: Use la siguiente propiedad de conjuntos:
X=goVeelU [z¢ X].

Solucion.

a) De la equivalencia
pP—q=—q—>p

y la definicién de inclusién de conjuntos, se obtiene

AcB VeeU|re A— xe B
VeeU,( v¢ B—x¢ A
VeeU,|x e B¢ — x e A

B¢ < A¢

1ttt
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) Recordemos que A N B < A U B. Por el item anterior concluimos que
(AuB) c (AnB)°.
Por la ley de De Morgan,
(AuB) = A°n B°.
Por la propiedad de diferencia de conjuntos,
A°nB°=A°—B.

(&

De esta manera, concluimos que A° — B < (A n B)

¢) Por definicién —(z € A) = x € Ay de la equivalencia —=p v ¢ = p — ¢ se

obtiene

AnB=g — VzxeU [z¢AnB]
— VoeeU, [~zeAnB]
— VeeU [~(zeAnrzeB)]|
— VeeU, [-(zeA) v —(reB)]
— VzeU, [~(zeB)v (reA%)]
— VYzxeU [(zeB)— (re A%]
— Bc A°

O

3. Dado el conjunto universal U = {1,2,3,...,9, 10}, se definen los conjuntos A =
{1,4,7,10}, B = {1,2,3,4,5} y C = {2,4,8,9}. Determine cada uno de los
siguientes conjuntos:

a) E=BuA° o0 G=(AuB)uC
by F=Bn(C—A) d) H=(AuB)—(C-B)

Solucién. Los conjuntos son:

@) E={1,2,3,4,5,6,8,9}
b) F = {8,9}
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0) G =1{2,4,6,8,9}
d) H ={1,2,3,4,5,7,10}

4. Todos los conjuntos considerados en este ejercicio estdn contenidos en un universo U.
Demuestre lo siguiente:

a) J—A=.

£) El conjunto vacio es tnico.

) (A—B)nC=(AnC)—(BnQC).
d) SiAc B,entonces A— B = (.

e) AuA=A.

f) (A-B)nB=-g.

Solucion.

a) Debemos demostrar que & — A es vacio. Supongamos que & — A no sea vacio,
entonces existe € (J — A, es decir, x € J A x ¢ A. Esto tltimo es absurdo
porque el vacio no tiene elemento alguno. Por lo tanto J — A = F.

) Primero mostremos que si ¢J no tiene elementos, entonces ¢§ < A para cual-
quier conjunto A. Esto se cumple desde que la proposicién Vo € U, [z € & —
x € A] es siempre verdadera dado que el antecedente es falso.
Veamos que el vacio es tinico. Supongamos que existe otro conjunto J; que no
posee elemento alguno. Se puede mostrar (como lo hicimos anteriormente) que
1 < A para cualquier conjunto A; de aqui J < 1 y &1 < &, luego

& = (J1 y el conjunto vacio es Gnico.
¢) Laigualdad se deduce de probar la inclusidn en ambos sentidos.

e Lainclusién
(A—B)nCc (AnC)—(BnQC)
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se sigue de: Vo € U,

E(A—B)nC —>(zeAA—(xeB))rxelC
— (reAnrxzeC)n—(xeB)
—(zeAnrxzeC)n(—(xeB)v ~(rel))
—>(xeAnrxzeC)A—(xe(Bn())
e(AnC)—(BnC)

e Lainclusién
(AnC)—(BnC)c(A-B)nC
se sigue de: Var € U,

e(AnC)—(Bn(O)

EANC)A—(xe(Bn())
—(reArzeC)n—(xeBnrzel))
—(reArzeC)An(—(xeB)v —(xel))
—[(zxeArzeC)nr—(zeB)|v(reArzelC)n—(zxel)]
—(xeArnzeC)n—(xeB)

e(A-B)rzeC

Porlo tanto (A — B)nC = (AnC)— (BnC).

d) Supongamos que A — B # (7, entonces existifaun x talquex € Ay z ¢ B,
pero por hipétesis si z € A entonces & € B, esto es una contradiccién. Por lo

tanto, A — B = (.

¢) Esclaroque A © AU A, porotro lado,siz € AU Aentoncesz € Aox € A,
en cualquier caso € A; por tanto, A U A < A. La doble inclusién demuestra

lo pedido.

f) Supongamos que (A — B) N B # &, luego existe  tal que x € A — By
x € B,esdecirz € Ayx ¢ Byx € B,lo que es una contradiccién. Por tanto,
la interseccién es vacia.

O

5. Sean A, By C' tres subconjuntos de U. Demuestre A — B < (A—C) u (C — B).
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Solucién. Debemos mostrar que todo elemento de A — B es un elemento de A — C
ode C — B, esto es, la siguiente condicional debe ser verdadera

xreA—B - (reA-C)v (xeC—B),
paratodoz € U.

Sea x un elemento de A — B, estoes, v € Ayxz ¢ B.Six € A — C, enton-
ces la condicional es verdadera. Perosi x ¢ A — C, entonces z ¢ Ao x € C. Sin
embargo, por hipétesis, © € A. Asi, deducimos que x € C'. Luego, como = ¢ B por
hip6tesis se tiene que x € C' — B, es decir, la condicional es verdadera también. [

6. Demuestre que A U (AN B) = An (Au B).

Solucién. Notemos que, Vx € U,

reAu (AnB) (xeA)v (xe AnzeB)
(reAvzeA A(reAvaxeDB)
(xe A)A(xeAvaeDB)

reAn (AuB)

AR

O

7. Determine el valor de verdad de las siguientes afirmaciones justificando su respuesta.

) A—-B=B-A d AnB=AnC < B=C
b)) AcB—-AnB=A e) AuB=Au(C < B=C
0 Ac B~ AuB=2B flA—(B-C)=(A-B)-C
Solucion.

a) Falso, consideremos A = {1} y B = {2}, se tiene que
A-B={1}#{2} =B - A.

b) Verdadero. Como A n B < A, para demostrar A © B <> A n B = A basta

probar que

Ac B~ Ac An B.
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En efecto, de la equivalenciap — g = p — (p A q) se sigue

Ac B VeeU xr€e A—>zx€eB
VeeU, xeA— (re AAxeB)
VeeU, xe A—xze(An B)

Ac An B.

Tt

Luegp Ac B> AnB=A

¢) Verdadero, como B © A U B para demostrar A € B <> A U B = B basta
con probar que

Ac B AuBcB,

e Sabiendo que A < B, se tiene Vx € U,

zeAuB — x€eAvzxzeB
— xeBvzeB,puessAc B
— z€B

Por lo tanto, A U B < B.
e Sabiendo que A U B < B, entonces, V& € U

reA—(xeA)v(reB)—>zrxeAuB—>zeB.

Por ende, A < B.
d) Falso, considerando A = {1}, B = {1,2,3}, C = {1, 2}; se tiene que

AnB={1}=AnC,

pero B # C.
e) Falso, considerando A = {1,2}, B = {1}, C' = {2}; se tiene que

AuB={1,2} =AuC,

pero B # C.
f) Falso, considerando A = {1}, B = {1,2,3}, C' = {1, 2}; se tiene que

A-(B-C)={l}#@=(A-B)-C.
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8. Dados R y S dos subconjuntos de los nimeros reales, se define su suma como el
conjunto dado por

R+S={r+s: reR, seS}.

11
4’2

Sean los conjuntos A = {E P m,ne N} yC = {

on ;1 } Pruebe lo siguiente:

a) Si B A, entonces B + B es un subconjunto de A.
b) Halle el conjunto (C' + C') — C e indique si este conjunto es igual a C.

Solucion.

a) Sea B < A,six € B+ B existen a,b € B tales que x = a + b. Ya que
. m p
B c A, existen m,n,p,q € N tales que a = 2—nyb = ﬁ,luego

m p  2m+2"p M
on ' 2 onta QN

donde M =29m + 2"pe Ny N = n + g € N. Asi se deduce que
r=a+beA

y por tanto B + B < A.

b) Siaplicamos la definicién anterior, para hallar los elementos del conjunto C'+ C),
tenemos que

c+C = {7+

de donde concluimos que
353
—0=12229
(c+0)-0C {4,4,2, }

que claramente es diferente de C'.
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9. Sea A un conjunto, definimos el conjunto potencia de A como
PA) ={X: X c A}

4) Demuestre que A — B sisolosi P(A) c P(B).

b) Pruebe P(A) u P(B) c P(A u B). Dé un ejemplo de dos conjuntos Ay B
en el que se vea que P(A U B) no es subconjunto de P(A) U P(B).

¢) Demuestre que P(A n B) = P(A) n P(B).
d) :En qué caso se cumple A < P(A)?

Solucion.

a) Se desea demostrar las dos implicancias en sentidos opuestos.

e Probemos A © B — P(A) c P(B).Si X € P(A), entonces X C A.
Como A < B tenemos que X < B, luego X € P(B). Por lo tanto,
Ac B— P(A) c P(B).

® Veamos ahora que P(A) ¢ P(B) — A < B.Siz € A, entonces {x} €
P(A).Como P(A) c P(B) tenemos que {} € P(B),dedondex € B
yasi A € B.Porende, P(A) c P(B) — Ac B.

De esta manera se cumple A © B sisolo si P(A) < P(B).

b) Como A © A U B, de la parte a) tenemos que
P(A) c P(Au B)
de forma similar como B < A U B tenemos
P(B) c P(Au B).

De estas dos inclusiones obtenemos P(A) u P(B) < P(A u B).
Para el ejemplo pedido, consideremos los conjuntos A = {1} y B = {2}.

Tenemos que

P(A v B) = {@’{1}7{2}7{172}}

P(A) v P(B) = {J,{1},{2}}.
Vemos claramente que P(A U B) no es sunconjunto de P(A) u P(B).
¢) e Veamos P(An B) c P(A) n P(B).
De AnB c A,AnB c Bydelaparte a) tenemos P(AnB) < P(A)
y P(An B) € P(B),dedonde P(An B) € P(A) n P(B).
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e Probemos P(A) n P(B) < P(An B).
Sea X € P(A) n P(B), entonces X € Ay X Bluego X « An B,
de donde X € P(A n B). Por lo tanto, P(A) n P(B) € P(An B).

Luego P(An B) = P(A) n P(B).

d) Se cumple por ejemplo cuando A = (J porque el vacio es un subconjunto de
cualquier conjunto, en particular, del conjunto potencia.

O

10. De acuerdo con la definicién de conjunto potencia de A, indique el valor de verdad
de las siguientes proposiciones justificando su procedimiento.

a) P(@) # J
b)) VAc U : P(A) A P(A°) = .

Solucion.

a) Verdad, como J < (J esto es & € P((), luego es no vacio.

b) Falso, podemos tomar A = (J luego A° = U, entonces {J} = P(A) N
P(A°), de donde
P(A) n P(A°) # &.

O

11. Sean Ay B dos subconjuntos del conjunto universal U. La diferencia de A con B se
denota por A — B, y la diferencia simétrica se denota por AAB.

a) Represente la diferencia y la diferencia simétrica mediante diagramas de Venn.
) Demuestre que AAB = (AU B) — (An B).
¢) Demuestre que AAB = BAA.

Solucién.

a) La diferencia A — By la diferencia simétrica AAAB se representan, respectiva-
mente, cOmMO:
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b) Usando propiedades de conjuntos se obtiene

AAB = (A-B)u(B-A)
(An B°) u (B n A9

((AnB°)u B)n ((An B u A9
(AuB)n (B°u A9

(AuB) N (Bn A
(AuB)—(An B)

¢) Usando propiedades de conjuntos se obtiene

AAB = (A-B)u (B - A)

O

12. Sean X # J, H < P(X), H # (J. Se dice que H es un anillo de conjuntos si

para cualquier par de conjuntos A, B € H se verifica lo siguiente:

i) AuBe H
ii) A—BeH

Si H es un anillo de conjuntos, demuestre las siguientes proposiciones:

a) SiA, B e H,entonces AANB € H.
b) SiA,Be H,entonces An Be H.
) JeH.
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Solucién.
a) Sean A, B € H. De la definicién de anillo parte i7) tenemos que:
A—-B,B—-—AecH.

Asimismo, de la parte 7) la unién de los mismos pertenece al conjunto H, es
decir:

(A-B)u (B—A) = AAB € H.

b) Sea A, B € H. De la parte i) de la definién A U B € H y del {tem @) tenemos
también que AAB € H, luego la diferencia de los mismos pertenece al conjunto
H, ast:
(AuB)—-(AAB)=AnB e H.

¢) Como H # (J existe un conjunto A € H y considerando B = A en la
definicién parte 77), se obtiene:

A— A= € H.
O

13. Sea A = {a — b,6,2a — 3b + 1} un conjunto unitario, y se definen los conjuntos
B={zxeZ:x=akA"keZ}yC ={xe€Z:x=>0bkAkeZ}. Determine
el conjunto (B¢ U C°)°.

Solucién. Dado que A es un conjunto unitario, se tiene el siguiente sistema de ecua-
ciones:

a—b=6=2a—3b+1,

luegoa =13yb=7.
De esta forma, los conjuntos By C' quedan determinados por:

B={reZ:x=13k A k€ Z} (mdltplos de 13)
C={rxeZ:x="TknkeZ} (miltiplos de 7).

Por otro lado, por las leyes de De Morgan, se tiene que:
(B°uC)=BnC,
luego

(BOuC) ={x€Z:x =91k A keZ} (miliplosde 91).
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Conjuntos finitos

El niimero de elementos del conjunto {a, b, ¢} es tres porque pueden ser contados. La
nocién intuitiva de conteo puede ser formalizada por medio de funciones biyectivas; sin
embargo, esta definiciéon formal no es necesaria a este nivel introductorio. La cardinalidad de
un conjunto A se denota por 11(A) y se define intuitivamente como el nimero de elementos
de dicho conjunto. Por ejemplo, n({a,b,c}) = 3 y n(&) = 0. Un conjunto A es finito
cuando 7 (A) es cero o un niimero natural. Cuando el conjunto no es finito se dice infinito
y se puede escribir n(A) = 00. Por ejemplo, el conjunto de los niimeros naturales cumple
que n(N) = .

En ocasiones es ttil usar algunas propiedades para determinar la cardinalidad de un con-
junto. Las siguientes propiedades pueden ser consultadas en (Halmos, [1998).

e Si Ay B son conjuntos finitos y disjuntos, entonces n(A U B) = n(A) + n(B).
e Para dos conjuntos A y B finitos, n(A U B) = n(A) + n(B) — n(4A n B).

e Dara dos conjuntos A y B tales que A < B, se cumple n(A) < n(B).

Problemas

1. Delos siguientes conjuntos, scudles son vacios, unitarios , finitos o infinitos?

a) A={xeR:2?>+1=0}

b) B={xeQ:0<z< 575}

) C={zeR-Q:0<z<1}.

d) D ={xeR:log(x —1) =log[(x — 1)(x + 3)]}.
e) E={reZ:15 < x? < 25}.

) F={xeZ:x= 3, mmneN}

9 G={xeZ:17 < z* < 26}.

h) H={reN:zx=2n+1, ne N}

) I={reQ:(3zx—1)(x+2) =0}

5 J={(z,y) e R?*: 2 + y* = 0}.

Solucién.
) Paratodo z € R, % = 0. Por lo tanto, no existe x € R tal que 22 = —1 < 0,
es decir A = (.
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b) Para todo n € N el ntimero racional x = 1/(1000 + n) cumple 0 < z <
1/1000. Por ende, B es un conjunto infinito.

¢) Como 0 < V2 < 2, entonces & = \/5/2 cumple 0 < < 1 y es irracional.
Ademis C' contiene los elementos de la forma 2™ donde n € N. Asi C tiene
infinitos elementos.

d) Deln(z — 1) = In[(z — 1)(x 4 3)] se tiene que © = —2, pero & no puede
ser negativo, por lo tanto D = (.

¢) Resolviendo se obtiene ¥ = {—4, 4}, el cual es un conjunto finito.

/) Tomando m = 1 se obtiene el subconjunto:

11 1
G:{2’22’23’”'}CF‘

El conjunto G es infinito y por ende F' también lo es.
g) Como G = {—5, 5}, este es un conjunto finito.

h) Dado que H = {3,5,7,--}, es el conjunto de ndmero impares postivos, en-
tonces es infinito.

i) Resolviendo se obtiene I = {%, —2}, el cual es finito.

7) Resolviendo se obtiene J = {(0,0)}, el cual es unitario.

O
2. Sean Ay B dos conjuntos finitos tales que
n(A) =30, n(AnB)=10, y n(Au B)=>50.
Determine n(B).
Solucién. Recordemos que para A y B conjuntos finitos se cumple que:
n(Avu B) =n(A) +n(B) —n(An B).
Luego 50 = 30 + n(B) — 10, y por lo tanto n(B) = 30. O

. Sean A, B, C tres subconjuntos finitos de U. Justifique por qué son falsas las siguien-

tes proposiciones:

a) Sin(A) =n(B) + n(C), entonces A = B u C.
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b) Sin(A) = n(B) entonces, n(A — B) = 0.
¢) El ntimero de elementos del conjunto {c, t,y,u,i,t} es 6.

d) Para cualesquiera A y B conjuntos se tiene que n(A) + n(B) = n(A u B).

Solucion.

a) El contraejemplo consiste en considerar los subconjuntos A = {3,4}, B = {1}

yC = {2}.
b) El contraejemplo consiste en considerar los subconjuntos A = {1} y B = {2}.
¢) Como la letra ¢ se repite, el conjunto solo tiene cinco elementos.

d) Un contraejemplo se puede construir haciendo A = {1,2} y B = {2,3}.
De esa forma se tiene que A U B = {1,2,3}, n(A) = 2, n(B) = 2
n(Au B) = 3.

O
.SeanU ={r€eZ: 0<x<10}yA,B c U tales que:
(AUB)=10,6,9}, AnB=1{1,27 y A—DB=1{35}.

Calcule la cantidad de elementos de B — A.
Solucién. Como (A U B)¢ = {0, 6,9} se sigue que:

AUB=1{1,23,4,5,7,8). @.1)
Desde que A = (A — B) U (A n B) deducimos que:

A=1{1,2,3,57). 2.2)
Finalmente, como B — A = (AU B) — A, entonces de y obtenemos que:
B — A ={4,8}.

Por lo tanto, n(B — A) = 2. O

. En una encuesta realizada a 150 personas sobre sus preferencias de tres productos A,
B y C, se obtuvieron los siguientes resultados: 82 personas consumen el producto A;
54, el producto B; 50 consumen tnicamente el producto A; 30, solo el producto B;
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el niimero de personas que consumen solo B y C es la mitad del nimero de personas
que consumen solo A y C, el ndmero de personas que consumen solo A y B es el
triple del nimero de las que consumen los tres productos y hay tantas personas que no
consumen los productos mencionados como las que consumen solo C. Determine el
ndmero de personas que consumen solo dos de los productos y el niimero de personas
que no consumen ninguno de los tres productos.

Solucion. Consideremos el siguiente diagrama

U(150)
A(82) ! B(54)
(w)
C
Ademis,
1
z = iy
T =3m

De los conjuntos A y B se tiene

z+y+m=32
rT+z+m=24

De esto se sigue que 2 = 8y m = 4.
Por otro lado, note que

82+30+ 2+ n+w =150,
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lo cual implica que n = w = 15. Luego

500+30+m+n+w+z+y+2=150
rT+y+z=236

Por lo tanto, 36 prefieren solo dos de los productos y 15 no consumen ninguno de los
tres productos. O

. En una encuesta realizada a un grupo de estudiantes, se sabe que 32 prefieren el curso
X, 28 prefieren el curso A, 30 prefieren el curso G. Los que prefieren los tres cursos son
el triple de los que prefieren X y A pero no G, los que prefieren X y G pero no A son
la mitad de los que pefieren los tres cursos. Ademds, los que prefieren A y G pero no
X son 5, los que prefieren solo A son tantos como los que prefieren solo G, y los que
no tienen preferencia por ninguno de los tres cursos son tantos como los que prefieren

solo X.

a) Represente la informacién dada en un diagrama de Venn y calcule la cantidad de
estudiantes en cada espacio del diagrama.

b) ; Cudntos estudiantes fueron encuestados?
¢) ¢ Cudntos estudiantes prefieren X o A, pero no G?

Solucion.

a) Primero, realizaremos un diagrama de Venn que involucra todos los datos.
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Luego, de los conjuntos G y A se tiene que
In+m =25y 8n+m = 23,
de donde se deduce que n = 2y m = 7. Por lo tanto, p = 10.

b) El total de estudiantes encuestados es 61.
¢) Dicho ntimero de estudiantes viene dado por n((X u A) — G) = 21.

O

7. De 80 estudiantes que rindieron un examen de admisién que contenia tres partes,
A, By C, se tiene la siguiente informacién:
e Se anularon ocho pruebas y el resto aprobé por lo menos una de las partes.
e Los que aprobaron A desaprobaron By C'.

e Quince estudiantes aprobaron By C.

a) ;Cudntos estudiantes aprobaron solo una de las partes?
b) Si el examen hubiera constado de 4 partes, A, B,C y D, con las condiciones
anteriores y ademds sabiendo que
e Los que aprobaron D, desaprobaron By C.
e 12 estudiantes aprobaron Ay D.

:Cudntos estudiantes aprobaron solo una de las partes?

Solucion.
a) Elsiguiente diagrama de Venn representa el problema con los datos mencionados.

U(80)

B C
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Luegoa +b+c+ 8+ 15 = 80,dedondea + b + c = 57.

b) El siguiente diagrama representa la nueva situacién planteada.

U(80)

B C

W08

Luegoa+b+c+d+ 8+ 15+ 12 =80,dedonde a + b+ c+ d = 45.
O

Relaciones

Una manera de formalizar la idea de cdmo relacionar los elementos de un conjunto con
otro es mediante subconjunto del producto cartesiano. Dado un conjunto de partida A y
un conjunto de llegada B, para un elemento especifico @ € A y un elemento especifico
b € B, la expresién (a, b) es llamada un par ordenado. Como el nombre lo dice, el par
ordenado contiene dos elementos en un orden determinado. Debido a ello, el elemento a es
llamado primera coordenada o componente y el elemento b es llamado segunda coordenada
o componente. Dos pares ordenados son iguales cuando:

(a,b) =(¢c,d) < a=c A b=d.

El conjunto de todos los posibles pares ordenados es el producto cartesiano de los conjuntos
Ay B denotado por A x By se define formalmente por:

Ax B={(z,y): (xeA) A (ye B)}.

El elemento arbitrario (z, y) en la definicién anterior se puede entender como una variable
con dos componentes.

Una relacién (binaria) entre los conjuntos A y B (en ese orden) es un subconjunto
R < A x B del producto cartesiano. Cuando A = B se dice que R < A x A es una
relacién en A.
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Para identificar los elementos del conjunto de partida o de llegada que forman parte de
la relacién, se definen los conceptos de dominio y rango. Si R © A x B es una relacién,
entonces el dominio de R se define como

domR={zre A:Jye B, [(z,y) € R]},
y el rango de R como

ranR={ye B:3z€ A, [(z,y) € R]}.

Problemas
1. Sea A = {1,2,3,4} y la relacién en A definida por
R={(z,y)e AxA:x=yva+y=23}

Determine el dominio y el rango de la relacidn, ;cudles de las siguientes afirmaciones
son verdaderas?

a) Ya e A, [(a,a) € R]
b) Y(a,b) € R, [(a,b) € R — (b,a) € R].
¢) (a,b) e R A (b,c) e R— (a,c) € R.

Solucién. La relacién es:
R = {(L 1); (2a 2); (3a 3)» (4’4)7 (]-7 2); (23 1>}7
luego dom R = {1,2,3,4} yran R = {1,2,3,4}. Verificando las afirmaciones,

tenemaos:

a) Verdadera, pues paratodo a € A, setiene a = a, lo cual implica que (a,a) € R,
pues satisface su definicién.

b) Verdadera, pues para todo (a,b) € R, setienea = b o a + b = 3, que es
equivalenteab =aob+ a = 3, asi (b,a) € R.

¢) Verdadero, pues para todo (a,b) € Ry (b, c) € R se tiene:
(a=bva+b=3) y (b=cvb+c=3).
De la equivalencia:
v A (V) =mAT) v (@AT)v (0 As)v(@As)

S€ generan cuatro casos:
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e a=bAb=cimplicaa =c.

e a+b=3Ab=cimplicaa+c=3.
e a=bAb+c=3implicaa +c=3.
ea+b=3Ab+c=3implicaa = c.

En cualquiera de los casos (a, ¢) € R.

2. Sean Ry S relaciones contenidas en A x B, demuestre que:

a)
b)
¢)

dom(R) — dom(S) < dom(R — 5).
dom(R u S) = dom(R) U dom(S).
dom(R n S) < dom(R) n dom(S5).

Solucion.

a)

b)

)

Si x € dom(R) — dom(S), entonces existe y € B tal que
(x,y) € R A (z,y) ¢ S.
En consecuencia z € dom(R — S). Por lo tanto
dom(R) — dom(S) < dom(R — ).
Sizedom(R U S), existey € B tal que (x,y) € R U S, luego
(x,y) e R v (z,y) €S,

de esta forma x € (dom R) U (dom S). Ademds, si = € (dom R) U (dom S),
se deduce que

(x e domR) v (x € dom 5).

Como dom R < dom(R u S) ydom S < dom(R U §), se obtiene que
x € dom(R U S). Por ende

dom(R u S) = dom(R) U dom(S).

En este caso, siz € dom(RNS),como RNS < R, paratodo (z,y) € (RNS)
se tiene que (x,y) € R, luego € dom R. Por lo tanto

dom(R n S) © dom R.
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Similarmente, de R N .S < S se deduce que dom(R N S) < dom S. Las dos

inclusiones permiten concluir que

dom(R n S) c dom R n dom S.

O

3. Sedice que un conjunto R es una relacién de equivalencia en A cuando R < A x A
y se cumplen las siguientes proposiciones:

) Paratodo € A, se tiene que (x, z) € R.
b) Si(z,y) € R, entonces (y,x) € R.
¢) Si(z,y) € Ry (y,z2) € R, entonces (x, z) € R.

Determine si el conjunto
R={(z,y) € ZxZ: (x —y) es muldiplo de 3}

es una relacién de equivalencia en Z.

Solucién. Claramente R < Z X Z.

a) Paratodo z € Z,x — x = 0 = 0(3), de donde & — z es multiplo de 3. Por lo
tanto, (x, ) € R.

b) Si(x,y) € R,entoncesz —y = 3 X kconk € Z. Luegoy —x = 3 x (—k),
es decir (y, x) € R.

¢) Si(z,y) € Ry (y,2) € R, entonces existen k1, kz € Z tales que
r—y=3xk yy—z=3Xxks.
Asi,x —z=x—y+y—z=3x (ki + kz). Por lo tanto, (x, z) € R.

Como se cumplen las tres condiciones, R es una relacién de equivalencia. O

4. Se dice que un conjunto R es una relacién de orden en A cuando R < A x Ayse
cumplen las siguientes proposiciones:

a) Paratodo = € A, se tiene que (z, ) € R.
b) Si(x,y) € Ry (y,x) € R, entonces = = y.
¢) Si(x,y) € Ry (y,z) € R, entonces (x, z) € R.
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Determine si el conjunto
R={(z,y)€ZxZ: x+y*=y+ 2%}
es una relacién de orden en Z.

Solucién. No es dificil verificar que (1,0) € Ry (0,1) € R, pero 0 # 1. Por lo

tanto, no se cumple la segunda condicién y R no es una relacién de orden. O

Funciones

Una relacién es una funcién cuando cada elemento del dominio se relaciona con un
tnico elemento del rango, lo cual formalmente se puede escribir como

Vo e dom R,y eran R, [(z,y) € R].

Esto quiere decir que si un elemento del dominio se relaciona con dos elementos del rango,
esos dos elementos deben ser iguales, es decir

(a,b) e R A (a,c)e R - b=c.

Cuando la relacién es una funcién se denota por f en vez de R. Por convencién, se suele
denotar a una funcién por f : A — B, donde A es el dominio (no necesariamente el
conjunto de partida) y B es el conjunto de llegada (no necesariamente el rango). En este
caso, la pertenencia a la relacién (a, b) € f se denota por f(a) = b. Por ello se denota por
f(z) la regla de correspondencia de la funcién f, donde x es la variable independiente y a
veces se expresa como & — f (). Para definir una funcién es necesario entonces definir el
dominio, conjunto de llegada y regla de correspondencia, lo cual se puede expresar como

f:A—> B
x> f(x)

Asi, dos funciones son iguales cuando estos tres ingredientes son iguales.

Problemas

1. Sean A = {1,2,3,4} y B = {a, b, ¢}, consideremos las relaciones
Rl = {(17 a)a (27 CL), (37 C)}

R2 = {(1,(1), (Lb)? (276)7 (276)}
en A x B.
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4) Hallar el dominio y rango de cada relacién.

) Indique qué relaciones son funciones justificando adecuadamente.

Solucion.

4) De la definicién

dom R, = {1,2,3}, ranR; = {a,c}

dom R, = {1,2}, ranR, = {a,b,c}.

b) Larelacién Ry esuna funcién, ya que cada elemento del dominio estd relacionado
con un Gnico elemento en el conjunto de llegada. Sin embargo, [2; no es una
funcién, puesto que (1,a) y (1,b) estdn en R,.

O

2. Determine si las siguientes relaciones son funciones:

a) R ={(z,y) e R?: || = |y[}
b) R={(z,y) e R*: 2z +y =3}
¢) R={(x,y) e R?*: 2% + y* = 0}

Solucion.
a) La relacién no es una funcién porque (1,1) y (1,—1) pertenecen a R pero
1# -1

b) Supongamos que (a, b) y (a, ¢) pertenecen a R, entonces 2a+b = 3y2a+c =
3, igualando tenemos que b = c. Asi, cada elemento del dominio se relaciona
con un unico elemento del rango; por lo tanto, la relacién es una funcidn.

¢) Como R = {(0,0)} luego cada elemento del dominio estd relacionado con un
tinico elemento del rango; por ende, la relacién es una funcién.

O
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3. Responda las siguientes preguntas:
a) SeanryseN.Si

f={(®+r,r+2s),(r—1,2),(r+s,r?)
(T—1,8+1),(5,T2—T—2)}

es una funcién, determine de manera explicita f e indique el dominio y el rango.
b) Sean A = {—1,2,3,5} y B = {2,4,6,8}. Si
R={(-1,h+3);(2,4);(h,4)} c Ax B

es una funcidn, determine el valor o valores que puede tomar h.

Solucién.

a) Del segundo y cuarto elemento de f tenemos s + 1 = 2, es decir s = 1. Luego
P At L+ 2, (- 12), (1), (5.0~ 2)),

Ademidsr + 2 = 12, luegor = —1 o7 = 2. Como r € N se tiene que r = 2.
Por lo tanto

f= {(374>7(172)>(5a0)}
domf = {1,3,5} yranf = {0,2,4}.

b) Como h € A, probando con cada valor de A vemos que & solo puede tomar dos

valores para que R sea una funcién:
i) Sih =3, R={(—1,6),(2,4),(3,4)} es una funcién.
i) Sih =5 R ={(—1,8),(2,4),(5,4)} es una funcién.

O

4. Sea A = {1,2,3,....,10}. Determine el dominio y el rango de las siguientes relacio-

nes y verifique si son funciones.
a) Ry ={(x,y)e Ax A:y> 3z}
b) Ry ={(z,y)e Ax A:5<x*+y? <10}
) Ry ={(z,y) e RxR:2% +9? =1}
d) Ry ={(x,y) e NxN:z-y=1}
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Solucién.

a)

b)

o)

d)

Como:
R, = {(174)a ----- 7(1710)7(277>7 ---- 7(2710)7(37 10)}7
se tiene que dom Ry = {1,2,3} yran Ry = {4,5,....,10}. La relacién R,
no es una funcién porque (1,4) y (1,5) son elementos de Ry y 4 # 5.
Como:
Ry = {(17 2); (27 1); (Qa 2)}7

entonces dom Ry = {1,2} yran Ry, = {1,2}. La relacién Ry no es una
funcién porque (2,1) y (2, 2) son elementos de Ry pero 1 # 2.

El menor valor posible para 12 es cero, en ese caso 2 = 1. El mayor valor posible
de 2 es uno (si fuera mayor a uno, 22 serfa negativo, lo cual es imposible), en
ese caso 2 = 0. Por lo tanto, 0 < 22 < 1. Asi, el dominio y el rango de esta
relacién son respectivamente

domR;={reR:-1<x<1}, ranR3={yeR:—-1<y<1}.

La relacién Rj3 no es una funcién porque (0, —1) y (0, 1) pertenecen a R3 y

1# -1

Como
Ry ={(1,1)},

luego dom Ry = {1} yran R, = {1}. Esta relacién sf es una funcién.

O

5. Enel conjunto P = {p : p es una proposicién} definimos la funcién f : P — R tal

que

f(p) =

1 sip es verdadero,
0 sipes falso.

Determine la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones

a)
b)
¢)
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d) f(=p) =1~ f(p)
o fp—q) =1-f(p) f(—q)

Solucion.

a) Falso, parap =V y g =V seobtiene f(p v q) = 1, pero f(p) + f(q) = 2.
b) Falso, si p =V se obtiene f(—p) = 0, pero —f(p) = —1.
¢) Verdadero, existen dos casos:
1) Sip A q=V,entonces f(p A q) =1,p=Vyq=V;por lo tanto,
flong) =1=1-1=F(p)- f(q).
2) SipAq= F,entonces f(pAnq) =0,p=F oq= F.En cualquier caso
flong)=0=Ff(p)- fla)
d) Verdadero, existen dos casos:
1) Sip=V ,entonces f(—p) =0=1— f(p).
2) Sip= F ,entonces f(—p) =1=1— f(p).
¢) Verdadero, existen dos casos generales:
1) Sip > ¢ = F, entonces f(p — q) = 0,p = Vyqg=F, luego
flo—=q)=0=1—f(p) f(—9).

2) Sip — q =V, entonces se consideran tres casos particulares:

ep=Vyq=V,flp—q) =1yl-f(p)f(-g) = 1-(1)(0) = 1.
e p=Fyq=V,f(p—q) =1yl-f(p)f(—q) = 1-(0)(0) = L.
ep=Fyq=F f(p—q) =1yl=f(p)f(=g) =1-(0)(1) =1
en cualquier caso se tiene f(p — q) =1 — f(p) - f(—q).
0
6. Sean los conjuntos A = {a,b,c} y B = {1,0}. ;Cudntas posibles funciones se

pueden construir de A en B, y cudles son?
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Solucién. Representando con diagramas todas las funciones posibles de A en B tene-
mos:

A B A B

Hay entonces ocho funciones. O
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Leyes de exponentes
Dado un nimero real @ y un niimero entero n, la expresién

n

a

se denomina potencia con base a y exponente n. Cuando n = 1, se define at = a. Luego,
para todo 7 entero positivo se define inductivamente las potencias de @ como

a1 =a" x a.

La definicién anterior nos permite decir que el exponente 1 indica el nimero de veces que

se debe multiplicar @ consigo mismo, es decir

a"=axax--Xa.
_

n veces

Cuando el exponente es cero y la base es diferente de cero, se define la potencia a® como
uno, esto es
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Finalmente, si el exponente es negativo y la base es diferente de cero, se define la potencia a”
como el inverso multiplicativo de la potencia con base a y exponente —n, es decir

1

a"’

a” =

Las leyes de exponentes resultan ser una lista de propiedades que permiten simplificar ope-
raciones con potencias. A continuacién presentamos las tres mds conocidas. Sean a, b dos
ndmeros reales diferentes de cero y m, n dos niimeros enteros cualquiera,

1. am X CL” — am+n 2. (am)n, — amn 3 (a X b)n — an X bn
Sean @ un ntimero real positivo y m,n dos niimeros enteros con n. # 0, se define la

. . . m ’ o .
potencia de exponente fraccionario a™ como aquel niimero real positivo 7 tal que

aTn — T,/n,

uando = 1, se dice que r es la raiz n-ésima de a v se usa la siguiente notacién /a en

Cuandom = 1,sed resl y
1 . . .
ugar de a=. En particular, cuando n = 2, se denomina la raiz cuadrada y la notacién se
1 dean. E ticul don = 2,sed 1 y
simplifica a la siguiente /a.
ara @ = 0, la raiz n-ésima de O se define como 0, es decir /0 = 0. Cuando a es

Para a 0,1 n de O se defi 0, es d 0 0. Cuando a
negativo y 1 es impar, se define la raiz n-ésima de @ como —{/—a.

Las propiedades anteriores sobre leyes de exponentes también funcionan cuando los ex-
ponentes son racionales o nimeros reales. Una propiedad adicional es la inyectividad de la
exponenciacién, la cual asegura que si a® = a¥, entonces = y donde x e Y son nimeros
reales.

Problemas

1. Dé un ejemplo de dos nimeros naturales distintos a y b tales que a® = b°.
Solucion. Paraa = 4y b = 2, se tiene lo pedido 42 = 21 = 16. O

2. Calcule el valor simplificado de cada de una de las siguientes expresiones:

<3><220+7><219) « 52
(13 x 84)°
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¢) 4/24 —15(53 — 31 x 4)

Solucion.
a) Primero, es claro que

3x2%0 47 x 29 =23 x2+7)
=219 % 13.

Segundo, como 8 = 23, se sigue que

(13 x 8%)% = (13 x (2°)")?
=137 x 2%,

Luego, como 52 = 22 x 13, se reemplaza las Gltimas igualdades obtenidas en la

expresion y se tiene que

<3 x 220 + 7 x 219> X 52 (219 > 13)(22 « 13)

(13 x 84)” 132 x 2%

Aplicando producto de potencias con bases iguales en el numerador se obtiene

(219 x 13)(22 x 13) 132 x 22

132 x 224 132 x o

que luego de simplificar se obtiene % = —.

) Es claro que

De igual modo

Asi, el valor de la expresién es 43 = 64.
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¢) Como 53 = 125 y 31 x 4 = 124, se sigue que

\/24 —15(53 — 31 x 4) = 4/24 — 15(53 — 31 x 4)

Desde que 5% = 125y 31 x 4 = 124, se tiene que

A/24 —15(53% — 31 x 4) = /24 — 15.

Ast, el valor de la expresién es V9 = 3.

3. Justifique por qué son falsas las siguientes proposiciones:
&) VneN, [2 = (27)? ]
b) Yr € N, [ sir es primo entonces 7* + 1 también lo es |.
O Vr,yeR, [22+y*=1 - (z=1 A y=0)].
d) Ya,beN, [V/b= Va]
) Va,be R, [v/—a-+/—b=+/ab].

Solucién.

a) Paran = 2, se tiene que 22" — 98 y (22)% = 26 que son diferentes.
b) Parar = 3 se tiene que 3 es primo, pero 3% + 1 = 10 no es primo.
¢) Parax = 0 ey = 1 también se cumple 2% + y? = 1.

d) Paraa = 2y b = 4 se tiene que Vi =2 y /2 son diferentes.

¢) Paraa = 1yb = 1 se observa que 4/—1 es uno de los factores en el producto y
no es un nimero real. Como el producto solo estd definido para nimeros reales,
la proposicién es falsa.

O
4. Sean a € R — {0} y n € N. Determine el valor de la expresién
a?xa*xa’x - xa®
5 (3.1
a™ x a”
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Solucién. Por un lado, es claro que

n2

2
a % an — an +n

y (12 % (14 % CLG N, a2n — a2+4+6+~~~+2n.

Por otro lado,

24446+ +2n=2142+3+---+n)
n(n+ 1)

2
=n?+n.

=2

Luego, la expresién (3.1) se reduce a la siguiente:

2
an +n

aqni+n

5. Determine el valor de = en cada una de las siguientes igualdades:

a) 8% =512%"
) 2¢1 4 gutl 4 ge+d — 904
¢) 6472 = Qa+3

Solucion.

a) Como 8 = 23,512 = 2%y 9 = 32 se tiene que

32:c+1 3m+2

8 = 23" y 5123 = 23,

Luego, se obtiene (por la inyectividad de la exponenciacién) que
32z+1 _ ga+2
lo que implica que (nuevamente por la inyectividad de la exponenciacién)
20 +1=x+2
yasix = 1.
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b) Primero factorizamos el término 2% y obtenemos que la igualdad se reescribe

como:

1
27 <2 +2+ 16> = 296.

Luego, se reduce a la siguiente:

37
2o (=) =2
(2) 9,

que a su vez implica 2% = 16. Por lo tanto, x = 4.

¢) Como 64 = 2° se tiene que
64172 — 269:712.

Reemplazando esto en la igualdad se obtiene

6x—12 _ ox+3
2 = 2%7°,

Luego, al igualar los exponentes, se tiene la siguiente igualdad:
6x —12 = x + 3,

que al resolver se obtiene x = 3.

6. Sean € N. Determine el valor de la expresién

1

5" +5"\ n
== )", 2
<25"+1> (3-2)

Solucién. Notemos que

5n
25" +1 25" +1°

Luego,
5n i 52" 4+ 1
o" _ 5n
25 +1  25n 417
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Aplicando producto de extremos y medios obtenemos que
52 +1
5n B 25" + 1
25m + 1 (257 4+ 1)(5n)’

que se simplifica a

25" +1 1
(257 + 1)(57) 5
1
Por lo tanto, el valor de la expresién es . O

7. Sean x y b dos ntimeros reales positivos tales que £ = b + 1. Calcule el valor de

I.’l:+1
A/ 30+

Solucién. Debemos notar que

que a su vez

Desde que ¥ = b + 1, se obtiene que

s+l b1
: / b1 /
@ 3(b+1)(b+1) _ (b+1) 3(b+1)(b+1) -3

Logaritmos
Dado un nimero real positivo a y un nimero real positivo b tal que b # 1, la expresién

logy(a)

se denomina el logaritmo de a en base b, y se define como la solucién de la siguiente igual-

dad:
b* = a,

donde la incégnita es el exponente de la potencia.
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Cuando b = 10 se suele escribir log(a) en lugar de log;,(a). De manera similar, sib = e
se escribe In(a) en lugar de log, (a), donde € es el ntimero de Euler o niimero neperiano.
En este caso, In se denomina el logaritmo natural.

Los logaritmos también cuentan con una serie de propiedades, aqui solo mencionaremos
algunas de ellas (para mayores detalles consultar (Cotrina, 2015)). Comenzamos con

log, (ac) =log,(a) + log,(c)
que nos dice que el logaritmo de un producto se puede expresar como la suma de logaritmos
con la misma base.
Continuamos con las siguientes:

1
log,(a™) = mlog,(a) y log,.(a) = — logy(a).

Estas dos propiedades son conocidas coloquialmente como la regla del sombrero.
Finalmente, la siguiente establece que es posible cambiar la base por otra como:

log.(a)

logy(a) =

Esta es usualmente conocida como cambio de base.

Problemas

1. Calcule el valor de cada una de las siguientes expresiones:

a) log (2) + log (1?15> —log (63225)
b) log, [logg (;) + 61log,(v/2) + 5}

; log,(4) — l0g1/2 (4)
log;(243) — log, ;5(81)

Solucién.

a) Es claro que

lo §+lo ﬁ—lo b x 125 =lo @
&\% B\1 ) T %\ g% )T %\ 32 )

por lo que el valor de la expresién es 0.
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1 1
b) Como log, <2> = —1ylog,(v2) = 50 se tiene que

1 1
log <2> + 6log,(V2) +5 = (—1)* + 6 x 5t 5=09.
Luego, log;(9) = 2.
¢) Desde que 4 = 22,243 = 3%y 81 = 3%, se deduce

log,(4) — 10g1/2(4) 22— (-2) 4

log;(243) — log, ;5(81)  5—(—4) 9’

2. Justifique por qué las siguientes proposiciones son falsas:
) Ve eR, [z=1 — log,(x) < logs(x) |
b) Vr,yeR, [zy >0 — log(zy) = log(z) + log(y) |
Solucion.

a) Parax = 1 se tiene que log, (1) = log;(1) = 0.

b) Parax =y = —1 se verifica que zy = 1 > Oy, por ende, log(zy) = 0, pero
no estan definidos log(z) y log(y).

O

3. Sia =log(3) y b = log(2), determine, en términos de a y b, el valor de cada una de
las siguientes expresiones:

a) logs,(16)
b) 1log(108) + log(45)

Solucion.

a) Desde que 16 = 2% se tiene que
log,,(16) = 4log,,(2). (3.3)
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Por el uso de cambio de base de logaritmos se obtiene

_ log(2)
log(30)"

10g30(2)

Por otro lado, es claro que
log(30) = log(3) + log(10).
Asi, al reemplazar todo lo obtenido en y del hecho que log(10) = 1 se

tiene que

b
1 16) =4—.
Og30( ) a1

b) Es claro que
log(108) + log(45) = log(108 x 45)

y desde que 108 = 2% x 3% y 45 = 3% x 5, se tiene que
log(108 x 45) = log(2* x 3° x 5).
Convenientemente se escribe
log(2? x 3° x 5) = log(2 x 3° x 10).
Asi, se deduce que

log(108) + log(45) = log(2) + 5log(3) + log(10)
=b+5a+ 1.

O

4. Sean a,b € R — {1} tales que a® = 15* = b¥. Despeje x e y en términos de a, by
2. Si ademds se cumple

1 1
—t - =
T

determine ab.

Solucién. Primero se despeja x, para ello se toma logaritmo en base a y se obtiene
x = zlog,(15).
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De manera similar se despeja y, obteniéndose

y = zlog,(15).
Luego, se reemplaza los valores de e y ya obtenidos y se deduce

1 1 1

zlog,(15) * zlog,(15) 2’

Se procede a cancelar z y aplicar cambio de base en los logaritmos

log,5(a) + log,5(b) = 1,
lo que implica que log,;(ab) = 1. Asi, es claro que ab = 15. O

. Para cualquier n > 1010 se asume que <1 + 2> = e?. Determine el valor de
n

1020[ln (2-+ 1350> ——ln(2)].

Solucidn. Primero se debe observar que:

24
1 1020
In (2 + 1020) —In(2) =In — |

que a su vez puede re-escribirse como:

1
2+
1020 1
1 —— |=In(l14+ —=].
T n(*zxm%>

1020
10 [In ( 2 + LIRS In(2)[{ =In {1+ _ .
1020 2 x 1020

Como 10 > 10'° se sigue que

o\ 1
- - /2y = =
In (1 +3 1020) In(e™/?) )

Luego,
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6. Sean x,y,z € RT — {1}. Silog(x) + log(y) + log(z) = 0, calcule el valor de

log(y=)
[10g(22) :| log(;c)
log(zy)

Solucién. Es claro que

log(x) + log(y) + log(z) = log(x) + log(yz) = log(zy) + log(2).

Luego,
[log(ZQ)} log(z) _ {210%(’")] log()
log(zy) —log(2)
- (-2
1
-5

7. Sea p un ntimero natural mayor que 100. Determine el valor de e, donde
p »
> &/ n(k)
k=1
- .
> /log(k)
k=1

J =

Solucién. Primero, por cambio de base se tiene que In(k) = In(10) log(k). Luego,

p

D7 4/Im(k) = > {/In(10) log(k)
= {/In(10) > «/1og (k).

De donde se deduce que J = In(10). Por lo tanto, el = 10 = 10, O
8. Para fabricar el balén oficial de Rusia 2018 (Telstar 18), se necesita lo siguiente:
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e Cantidad de cuero: S = 47r?

4
e Cantidad de aire: V = §7T7“3

donde 7 es el radio de la pelota.

a) Determine:

o El radio de la pelota 7 en términos de la cantidad de aire V.

e La cantidad de cuero S en términos de la cantidad de aire V.

b) Si se cumple que:
log S = alogV + blog 7 + clog6,

determine el valor de las constantes reales a, b y c.

Solucion.

4
a) DeV = §7rr3 se tiene que
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) De la relacién, determinada en el apartado anterior, entre S'y V' se deduce

2
log(S) = log (47?43/ 3V )
47

2
= log(4m) + log ( Y % )

—~
—
o

OS]

—
w
<

SN—

|
—
o

OS]

—
N
3

SN—

SN—

Il
|
—
o
o
—~
N
3
S~—

(2108(2) +log(m)) + - (105(3) + loa(V))

(105(2) + log(3)) +  los(r) +  loa(V)

Wl WINWINDW—W

1 2
log(6) + 3 log(m) + 3 log(V).

Wl N
SH

I

~<

o

I

Wl

Luego a =

O

9. Elvalor de una inversién (V') varia a lo largo del tiempo (%) segtin la siguiente f6rmula:
V — Ae0.0St

donde A es el monto que se invierte inicialmente en délares y ¢ es el tiempo medido

en afios. (Considere ve2 = 1.5y In(2) = 0.6).

a) ¢En cudnto tiempo se duplicard la inversién inicial?

b) ;A cudnto ascenderd una inversién de 200 000 délares si se invierte durante 5
afios?

¢) Si el valor de una inversién durante 5 afos ascendié a 150 000 ddlares, ;cudnto

fue la inversién inicial?

104



Ejercicios de matemadticas bésicas

Solucién.

a) Nos piden determinar el tiempo ¢ de tal manera que V' = 24, es decir
24 = A"

que luego de simplificar A se obtiene

9 — 008t

Al aplicar logaritmo natural se reduce a la siguiente igualdad:
In(2) = 0.08¢,

0.6

0.08
) Dados A = 200000 délares y t = 5, nos piden determinar V,

V = 200000 %985
= 200000 "4

de donde se tiene que t = = 7.5 afios.

3
= 200000 x 3

Por lo tanto, V' = 300 000 délares.
¢) Dadost = 5y V = 150000, nos piden determinar el valor de A,

150000 = A ¢%-08%5
— Ae().4
3

=Ax —.
2

Por ende, A = 100 000 délares.
O

10. En Economia, la ecuacién de demanda es una ecuacién que expresa la relacién que
existe entre ¢ y p, donde ¢ es la cantidad de articulos que los consumidores estdn
dispuestos a comprar a un precio unitario de p unidades monetarias.

Suponga que, para cierto articulo, la ecuacién de demanda viene dada por
p=b—alog(qg+1), (3.4)

donde a, b son constantes reales positivas y p es el precio unitario en soles al que un
comprador estd dispuesto a pagar por ¢ unidades del bien. Ademds, se sabe que por
nueve unidades un comprador estd dispuesto a gastar 3a soles por unidad.
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a) Determine el valor de b en términos de a.

) Determine el precio unitario, en términos de @, para el cual no se demandan
unidades; es decir, cuando la cantidad demandada es nula.

¢) Determine la demanda para la cual el precio unitario es la mitad del precio para
el cual no se demandan unidades.

d) Exprese g en términos de a y p.
Solucion.

a) De los datos se deduce que ¢ = 9 cuando p = 3a. Luego
3a = b— alog(10),

de donde se deduce que b = 4a.

b) Para ¢ = 0 se obtiene
p = 4a — alog(1).

Asi, p = 4a, es decir que el precio unitario correspondiente es 4a soles.

¢) De los datos se tiene que p = 2a. Luego, se cumple
2a = 4a — alog(q + 1)
que luego de simplificar @ se obtiene
log(¢+1) =2,

que a su vez implica

g+ 1 =100,
de donde se deduce que la demanda correspondiente es ¢ = 99 unidades.

d) De la expresién se despeja primero el logaritmo y se obtiene
b—
log(¢+1) = Tp

y desde que b = 4a se deduce lo siguiente:
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Productos notables

Los productos notables permiten, en general, acelerar el cdlculo, factorizar o desarrollar
expresiones algebraicas.
El primer producto notable es el binomio al cuadrado, es decir

(a +b)* = a® £ 2ab + b,

donde a y b son dos ntimeros reales cualquiera. La prueba de este producto notable proviene
bésicamente de la propiedad distributiva de los niimeros reales.
Como consecuencia del binomio al cuadrado se tienen las identidades de Legendre

(a+0)*+ (a—0b)?=2(a®>+b*) y (a+b)?— (a—0b)? = 4dab.

Otro producto notable es la diferencia de cuadrados que consiste en expresar esta diferencia
de potencias con exponente dos como un producto entre la suma y la resta de las bases, es
decir

a’—b* = (a+b)(a—0),

donde a y b son dos nimeros reales cualesquiera.
Existe una cantidad considerable de productos notables; sin embargo, aqui solo se han
mencionado las identidades cuadrdticas mds usadas.

Problemas

1. Calcule el valor de %/17(24 —1)(28 4 1)(216 + 1) + 1.

Solucién. Es importante notar que 17 = 2* + 1. Luego,

De igual forma

(2°—1)(2%+1)=2"—1.

También,
(2" —1)(2" +1) =2% — 1.
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Por lo tanto,

W17 - D@+ DR+ 1) +1= Y22 141
_ 16/232
= 92
= 4.

O

2. Sean x,y,2 € Rtalesque x + y + z = 20 y 2% 4+ y* + 2z* = 300. Determine el
valor de

(z+y)’+ (y+2)>+ (z+2)>° (3.5)
Solucién. Como x + y + z = 20, se tiene que

e x+y=20—2z ey+2=20—=x er+2=20—y

de donde

(x 4+ y)? = 400 — 402 + 2*
(y + 2)* = 400 — 40z + 2°
(z + 2)? = 400 — 40y + y?

Luego, al reemplazar las igualdades obtenidas en (3.5) se obtiene

(x+y)’+y+22+(@+2)?=3x400+ 2> +1> + 2> —40(z +y + 2)
= 1200 4 300 — 40 x 20
= 700.

3. Justifique por qué las siguientes proposiciones son falsas:
a) Ya,beR, [a® —b* = (a® — b*)(a +b) |.
b) Ya,beR, [a* —b*=a—b > a=10].
o) Va,beR, [ (a—b)®=a®+ 3a®b— 3ab® — b* |.

108



Ejercicios de matemdticas bdsicas

d) Ya,be R, [a® +b* = (a + b)?].
e) Va,be R,[ (a+ b)*— (a —b)* =2ab].
f) Ya,be R,[ (a+b)® = (a+ b)(a® — ab + b?) ].

Solucion.
a) Paraa = 2yb =1, se tiene que a® — b = 7 pero (a® — b?)(a + b) = 9.

b) Paraa = 3yb = —2, se cumple a®> — b*> = 5 = a — b pero a # b.

¢) Paraa = 1yb = —1, setiene que (1 — (—1))* = 8 pero (1)* +3(1)*(—1) —
3(1)(—1)2—(—1)* = —4.

d) Paraa = 1y b = —1, se verifica que 12 + (—1)2 = 2; sin embargo, (1 +
(-1 ~0.

¢e) Paraa = b = 1, se observa que (1 + (—1))? — (1 — (—1))? = 4 pero
2(1)(-1) = —2.

f) Paraa = b = 1, se obtiene que (1+1)* = 8y (1+1)(12—(1)(1) +1?) = 2.

O

. Sean a,b € R tales que (1 —a — b)(1 + a + b+ a® + 2ab + b*) = 1. Calcule el
valor de @ + b.

Solucién. Primero notemos que
(1—=(a+b)1+(a+b)+(a+b)?®)=1—(a+b)’

Luego, se sigue que

Por lo tanto, a + b = 0. O

.y V2+1\ Ve -1Y]
. Simplifique 5 - 5
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Solucion. Realicemos primero la siguiente notacién:

V2+1 V2-1
a=—7 y b= 5

Asi, nos piden simplificar a® — b3, que es una diferencia de cubos y se puede expresar

como

(a —b)(a* + ab + b*).

Luego, se tiene que

V2+1 NV2-1
2 2

De igual forma,
a’*+ab+b* = <\/§2+1>2+ <\/§2+ 1) <\/§21> . <ﬁ21>2
_ (\/§+1>2+ <\/§—1>2+ <\@+1> (ﬁ_1>

2 5 5

2

2(v2° +12) 212
i 4

T
7

7
Por lo tanto, a® — b% = —. O

4

1 1 1
6. Seax e R—{0}.Siz + — =3, calcule el valor de 23 + 22 + — + —.
T 2 3

Solucién. Por un lado, se tiene que

9 1
T
1

2
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Por otro lado,

3 1 1 1
" +3x |- ) |e+ - |+ 5 =27
T T T
3+3(3)+i—27
T o
1
T
Por lo tanto,
3 9 1 1
x +x +72+*3_25
x x

7. Calcule el valor simplificado de cada una de las siguientes expresiones:

513 — 263 — 253
51 x 26 x 25
b) (5 OOO)3 — (4 999)3 — (4 999)2 — 5(4999)(10)3

0 (¥2—1)x (Vi+2+1)

a

Solucion.
a) Notemos que 51 = 25 4 26. Luego, se tiene que

51% = (25 + 26)°

51% = 25% + 3 x 25 x 26 x (25 + 26) + 26°
51% — 26° — 25% = 3 x 25 x 26 x 51
51% — 26% — 25°
25 x 26 x 51

b) En este caso se observa una diferencia de cubos.

5000? + 4999 x 5000 + 4999% = 5000® — 49993
5000% — 49993 — 4999 x 5000 — 4999 = 50002.
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¢) Acd también se tiene una diferencia de cubos.

(2 1) x (VA+92+1) = (F2-1) x (42" +32+1)
:{"/53_13

=2-1
=1
O
zT Yy =z : o
8. Sean z,y, z € R — {0} tales que — + = + — = 0. Determine el valor de la siguiente
y z
expresion:
2 +yz\ (yYP+az\ (22 +ay
22 Y2 52 :
Solucién. De z + Y + Z - 0 se tiene que
Yy 2
T oz
v,z y
y oz z

que luego de sumar las fracciones es equivalente a

z? +yz
v__y (3.6)
yT z
De forma similar se deduce que
y? + x2 z
= —— (3.7)
yz x
2+ yx x
L (3.9)
2x Yy

Asi, de (3.6), y se sigue que

() (5) (F29) - (9 () -
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Racionalizacién

El proceso de racionalizacién consiste generalmente en eliminar los radicales que aparecen
en el denominador de una fraccién; para ello, se hace uso frecuentemente de las leyes de
exponentes y/o de los productos notables. En ese sentido, se presentan a continuacién dos
de los casos mds comunes:

a a
Vb Vb=
donde a, by ¢ son nimeros adecuados. Luego, se hace uso de las siguientes igualdades:
2
b=vb yb—c=(Vb+ ) (Vb—+/0),
respectivamente, para deducir que

a avb a B a(\/B—I—\/E).

Voo b Ty b-c

Problemas

1. Racionalice y simplifique las siguientes expresiones:

PR 3(v5+v2)

VARV (v Rl
2—-+/3 1 1 1
Vo D BT Beva Vi
1 4 2
) - 9 51" 245

D
|
=)

" 3v2 -6
6v/2(3 + /3)
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Solucién.

a) En este caso, al racionalizar el denominador se obtiene:

1 1 V5 =2
NNl V\er\f VB -2

%\Jﬂ
S

aﬂ
S
Sle

w

—~

w| S
|

=

S—

b) Primero racionalizamos el numerador y seguido el denominador, como sigue:

VicB_VEoVB 2B
NCENC M2+\f V2 ++/3
922 _ /3
2+4/3
V1
243 2
2-4/3
92 _ /3
=2—+/3.

Sl
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¢) Para racionalizar el denominador usamos la diferencia de cubos, es decir:

d) Veamos,

1 1 Y3 LB x1+12

V3-1 VB-1 T 4Exl+1?
7\3/§2+\3/§><1+12
_ e
_\?’/§2+\3/§><1+12

2
Y9+ V341
_ - ,

326 3WI-VIxV3

6v2(3++3)  6v2(3+V3)
V2(3 —+3)

C6v2(3+4/3)
_ (3-V3)

6(3 +/3)
0 3-43 33—
T6(B3+v3) 3
(3-+v3)?

2

6(32 —+/37)
12 —64/3
36
2—-1/3
6

V3
V3
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¢) Racionalizamos el primer sumando de la siguiente manera;

3(\/5+\/§)—2\/T—3(\/5+ﬁ)x\/5+\/§—
V6 -2 VB —V2 T B2
_SVSEVDE
NGEENC
:3<7+32m>_2m
=7+2V10 - 2V10
=7.

/) Al racionalizar cada fraccién se tiene

1 1 V2-—1
V211 Verl V21
GRS
S
=42-1

1 V32
VBrvVZ VB2 VB2
VB2
V-V
VB2

1 Vi3

VitV3 Vi+B  Vi-3
Vi3
N7
—Vi—3
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Luego, se sigue que

1 1 1
+ + =vV2-1+V3-v2+2-43
V241 V3442 VA+43
=1.
2) Al racionalizar cada fraccién se obtiene
44 B+
V3—1 3—-1 +3+1
_AV3+1)
V3 -1
=2(v3 +1).
2 ___ 2 2-v3
2443 2443 2—-43
_22-v3)
22 — /3"
—2(2-+3).

Ast, la expresién se simplifica de la siguiente manera:

4 N 2
V3—-1 2443

=2(V3+1)+2(2-V3)

—2/34+24+4-2V3
— 6.

2. Siz =+/3 — 1, determine el valor de la siguiente expresion:
2
\4/\/3(1' —1@2+1)+1
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Solucion. Desde que x = V3 —1,se siguequez + 1 = \/3. Luego,

S

3-1
2 V3+1
VB—1 B+l
2(v3+1)

RV T
=3+ 1.

3. Sean a, b, c,d € N tales que b > ¢ > d. Si se cumple que

7

6—2\/§+3\/§—\/6:a_\/5+\/6_\/a’

calcule el valor de log,, (bed).
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Solucién. Primero procedamos a racionalizar la fraccién como sigue:

7 7
6—2v2+3vV3—v6 23— 2) +V3(3—2)
7
T B3-v2)(2+B)
B 7 X{3+ﬁ]x{2—x/§}
T (B3-vV2)2++3)  [3+4V2 2—4/3

7(6—3v3+2v2—46)
(82— v2)(22 - v3)
_ 7(6-3v3+2v2-+6)
7x1
=6 — V27 + /8 — /6.
Luego, desde que b > ¢ > d, se deduce que a = 6, b = 27, ¢ = 8y d = 6. Asi,

log, (bed) = log (27 x 8 x 6)

= logs(6") = 4.
O
4. Siz = 1 calcule el valor de
(VB+1) (V5+1)
(z+ 1)

Solucién. Al racionalizar x se obtiene que

4 4 V5 —1
(Vo+1)(VB+1) (Vo+1) (vo+1) 51
B 4(v/5—1)
(VB +1)(V/5 —12)
o AWB-1)
(Vs D(VE-1)
451
-
=51
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Luego, se tiene que

(x+ 1) =(V5-1+1)*

= 5.
O
Polinomios
Un polinomio p(z) de variable x es una expresién de la forma
p(r) = @™ + ap_12" "+ -+ ayx + ao,
donde 7 es un entero no negativo y los nimeros ag, a1, . . ., @, se denominan coeficientes,

que pueden ser enteros, racionales o reales. En ese sentido, el conjunto de polinomios con
coeficientes enteros, racionales y reales se suele denotar por Z[x], Q[z] y R[x], respectiva-
mente.

Se dice que el polinomio p(z) tiene grado n, lo que escribiremos por grad(p) = n,
cuando =™ es la mayor potencia de & que aparece en p(x) con coeficiente a,, # 0. El
coeficiente a,, se denomina coeficiente principal del polinomio. Ademds, el coeficiente ag
se denomina término independiente del polinomio.

Si el coeficiente principal es uno, a,, = 1, entonces el polinomio se denomina ménico.
Encasoa; = a; = -+ = a, = 0, el polinomio se denomina constante. Si ademids el
término independiente es cero, ag = 0, el polinomio es usualmente llamado polinomio
nulo. De lo anterior se aprecia que todo polinomio constante, excepto el polinomio nulo,
tiene grado cero. El polinomio nulo es el dnico polinomio que no tiene grado bien definido.

Dado un polinomio p(x), se denota por p(a) a la evaluacién del polinomio en el valor
a, que consiste en reemplazar T por a y efectuar las operaciones aritméticas. En ese sentido,
existen dos evaluaciones conocidas en la literatura

p(0) =ao y p(1) =a, +a,_1 + -+ ao,

que nos indican que la evaluacién en 0 nos permite calcular el término independiente y que
su evaluacién en 1 nos da como resultado la suma de todos sus coeficientes.

En los conjuntos Z[xz], Q[x] y R[z] se establecen las operaciones usuales de suma y
producto de polinomios. Luego, se dice que dos polinomios p(z) y ¢(x) son iguales cuando
el polinomio p(z) —g(z) es el polinomio nulo. Si ninguno de los polinomios es el polinomio
nulo, se sigue que ellos son iguales cuando tienen el mismo grado y los mismos coeficientes.
También es claro que dos polinomios son iguales si y solo si:

Vo e R, [ p(z) = g(x) ]
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Sean d(z) y D(z) dos polinomios no nulos. Si grad(D) > grad(d), entonces existen
otros dos polinomios ¢(z) y () tales que:

D(x) = d(x)q(x) + r(x),

donde el polinomio 7 () o es el polinomio nulo o es tal que grad(r) < grad(d). En este
caso, los polinomios D (), d(x) q¢(z) y r(x) se denominan dividendo, divisor, cociente y
resto, respectivamente. Al proceso de determinar los polinomios cociente y resto se denomina
divisién de polinomios. En ese sentido, podemos encontrar en la literatura un método de
divisién propuesto por Horner, el cual se usa en la mayoria de ejercicios; se recomienda revisar
la seccién 5 del capitulo 2 de (Cotrinal 2015) para mayor informacién sobre el método de
Horner. Existen otros métodos, pero que no son considerados en el presente manuscrito.

Un polinomio no constante p(x) en Q[x] se dice que es primo o irreductible en Q[x]
cuando no es el producto de dos polinomios de grado menor en Q[x]. De manera similar
se define el concepto de polinomios primos en R[z]. Un caso interesante es el polinomio
22 —2 que es primo en Q[z], pero no es primo en R[], pues 2% —2 = (z++/2)(z—+/2).

Factorizar un polinomio consiste en expresar tal polinomio como el producto de polino-
mios primos. En ese sentido, existen varios mecanismos para factorizar un polinomio, entre
ellos estdn el factor comin, el método del aspa simple, el método de los divisores bindmicos,
etc.

Un ntmero real a se denomina raiz de un polinomio p(z) si su evaluacién da como
resultado cero, es decir p(a) = 0.

Problemas

1. Seap(z) € Z|x] tal que £ +4 es uno sus factores y 3 es una de sus raices. Si grad(p) =
2yp(—1) = 12, determine p(z).

Solucién. Como 3 es una raiz, se tiene que £ — 3 es un factor de p(x). Desde que
grad(p) = 2y & + 4 también es un factor de p(z), se deduce que

p(z) = a(x + 4)(x — 3),

donde a € Z.
Como p(—1) = 12, se tiene que a(—1 + 4)(—1 — 3) = 12, es decir —12a = 12
de donde a = —1. Por lo tanto,

p(x) = —(z +4)(x — 3).

121



Algebra

2. Dados los siguientes polinomios:
p(z) = =5(2* =32z - 1)°2 - 2)° yq(z) = (1 + 2)(1 + 2°)(z — 2?) + 2°.

a) Determine el #érmino independiente y la suma de coeficientes del polinomio
suma, p(z) + q(x).
b) Determine el grado de los polinomios p(x), ¢(z) y p(x)q(z).

Solucion.

a) Para determinar el término independiente se debe evaluar en cero. Asi,
p(0) = —5(0* — 3(0) — 1)%(2 — 0)° = —160
q(0) = (14+0)(1+0*)(0—-0%)+0°=0
p(0) + ¢q(0) = —160
De manera similar, para calcular la suma de coeficientes se debe evaluar en uno.
Luego,
p(1) = =5(1* = 3(1) — 1)%(2 — 1)° = —3645
g1)=(1+1)1+1»)(1-1*)+1°=1
p(1) + ¢q(1) = —3644

b) Es claro que grad(p) =2 x 6 + 5 = 17.

Por otro lado,

qlz) = (1 +2)(1 + 2*)(z — 2*) + 2°
=(1+x+2*+2%(x—2°) +2°
=z —2°+2°
=2z
de donde se deduce que grad(q) = 1. Por ende, grad(pq) = 18.
O

3. Sea p(x) € Z[x] tal que p(z — 1) = 162 — 22% + 2z + 3. Calcule la suma de
coeficientes de p(z).
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Solucién. Para calcular la suma de coeficientes de un polinomio es suficiente evaluar
en uno. Asi, se necesita que z — 1 = 1, lo que implica = 2. Luego,

p(1) = 16(2)" —2(2)% +2(2) + 3
=2%(2)" —2(2)” +2(2) + 3
=2'00_210 4 443
=7.

O

. Sea p(z) € Z[x] tal que p(2z + 1) = —(1 + 22)" + (22 — 1)(2x + 9)* + 3.
Determine el término independiente y la suma de coeficientes de p(x).

Solucién. Por un lado, para calcular el término independiente de un polinomio se
debe evaluar en cero. Asi, se hace 2z + 1 = 0, de donde se tiene que 22 = —1.
Luego, se procede a reemplazar este valor en p(2z + 1) y se obtiene

p(0) = —(=1+1)"+ (=1 —-1)(=1+9)*+3 = —125.

Por otro lado, para calcular la suma de coeficientes se debe evaluar en uno. As, se hace
2z +1 = 1 deduciéndose que 2 = 0. Luego, se reemplaza en p(2z + 1) y se obtiene

p(1)=—0+1)"+(0—-1)(0+9)*+3=-79.
O
. Seap(z) € Z[zr] al que p(z) = (x + 1) — (z — 2)® = 2(x + 1)* — (z — 2)%
4) Determine el término independiente y la suma de coeficientes de p().
b) Determine grad(q), donde ¢(x) = p(z + 1) — p(x — 1).
Solucion.

a) Desarrollando se tiene que:

r—2?=2>—4x +4
p(r) = 62° — 9z + 3

Asi, el término independiente es 3 y la suma de coeficientes es 6+ (—9) +3 = 0.
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b) Desde que p(z) = 622 — 92 + 3, se tiene que:

q(z) =p(z +1) —p(z —1)
=6[(z+1)* = (z -1’ =9[(z + 1) = (z — 1)]
— 242 — 18

deduciéndose que grad(q) = 1.

6. Seanm € Ny p(z) € Z[x] tales que

124

p(2x —3) = (2z + 3)" + 2(122 — 6)>™ + (2z + 1)*".

Calcule el valor de m sabiendo que el término independiente de p(z) es 1600.

Solucién. El término independiente se calcula como p(0), por lo que 22z — 3 = 0
implica 2z = 3. Luego, al reemplazar, se obtiene

p(0) = 6" + 2(12)%™ + 4>™.

Asi,
6" + 2(12)*™ 4 4°™ = 1600
(6*™)* +2- 622" + (4™)? = 1600
(6°™)% 4+ 2-6>m4™ + (4™)? = 1600
(6™ +4™)% = 1600
(6*™ 4 4™) = 40
de donde m = 1. O

. Seand € Zy p(z) € Z[x] tales que

p(z) = —2** + 4277 — 2d.

Determine el valor de d y el grado de p(x).
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3d
Solucién. Sip € Z[az], los coeficientes son enteros. Asi, = € 7, de donde se deduce
que d es muldiplo de 5.

Los exponentes de la variable = son no negativos, esto es
0<d—4y0<7—d,

lo que implica que 4 < d < 7. De esto y el hecho de que los exponentes también
deben ser enteros, se obtiene que d = 5.

Luego, p(x) = 42 + 3z — 10 y grad(p) = 2. =

. Sea p(x) un polinomio tal que p(1 — x) = 3p(x) + 4x + 7, determine la suma de
coeficientes de p(z).

Solucion. Evaluando en © = 1y & = 0 se obtiene lo siguiente

p(1) =3p(0) +7 (3.9)
p(0) = 3p(1) + 11 (3.10)

respectivamente. Luego, al reemplazar (3.10) en (3.9), se obtiene

p(1) =33p(l) +11) + 7
= 9p(1) + 40

de donde se deduce que p(1) = —5, siendo esto la suma de coeficientes de p(z). [

. Sean p(x), q(x) € Z[x] tales que ¢() es el cociente de dividir p(x) por el polinomio
d(zr) = 2 + 2 —2.Sip(0) = 11, p(1) = 20y q(0) = 2, determine el resto de
dividir p(x) entre d(z).

Solucién. Como grad(d) = 2, por el algoritmo de la divisién, el residuo 7(z) tiene
grado a lo més 1, es decir que existen @, b € Z tales que r(x) = ax + b. Asi, se debe
verificar que:

p(z) = (2* + 2 — 2)q(x) + az +b.

Desde que ¢(0) = 2y p(0) = 11, se tiene que
p(0) = —2¢(0) + b
11=—-4+5b
15 =b.
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Por otro lado, del dato p(1) = 20 se obtiene

p(l)=a+15
20=a+15
5 =a.
Por lo tanto, el residuo es () = 5z + 15. O

Determine el residuo de dividir D () entre d(z), donde

D(z) = 42" 4 322" + 62" + 122" + 52" + 1yd(z) = = + 2.

Solucién. Como el divisor es de grado uno, se aplica el teorema del resto (ver Teorema
52 del capitulo 2 de (Cotrina, 2015)) para obtener el residuo. Asi, se hace d(x) = 0,
lo que implicaz = —2. Luego se reemplaza este valor en D(z) y se obtiene el residuo
r

r=D(-2)
=4(=2)" +32(=2)" + 6(—2)*" + 12(=2)* + 5(-2)* + 1
=22 %2 29 %2 —3x2x2M +3x22x20 +5x21 41
=280 980 322 1 3x22 45 x20+1
=5Hx16+1
= 8l.

Por ende, el residuo es 81. O

Seanm € Ry D(z),d(z) € R[x] tales que
D(x) = 2° + (=3 —VT)z? + (2VT7 = 15)z + 15V T + myd(z) = z — V7.
Si la divisién de D () por d() tiene como residuo 3m — 8, calcule el valor de m.
Solucién. Desde que grad(d) = 1, se aplica el teorema del resto para determinar el
residuo. As, primero se hace d(x) = 0, lo que implica que = /7. Luego,
3m —8 = D(V7)
= (VTP + (=3 =VT)(VT)? + (2VT = 15)VT + 15V/T +m
=TT =21 =TT+ 14— 15V7T+ 15VT + m
= -7+ m.

De donde se obtiene que m = 1/2. O
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12. Dados los polinomios
D(z) = 82° + 14" + 52° + 162° + 3z + 2y d(z) = 42® + = + 3,
determine el polinomio cociente de dividir D() entre d(x).
Solucién. Al aplicar el método de Horner se obtiene la Tabla[3.1]

4 18 14 5 16| 3 2

-1 -2 —6
-3 -3 -9
1 3

2 3 -1 2 4 -4

Tabla 3.1

De donde se tiene que el cociente es ¢(x) = 223 + 322 — z + 2.

O

13. Determine el cociente y el resto de dividir z° + 2% + 2% — 22 — z — 1 entre 2° + 1.

Solucién. Al aplicar el método de Horner se obtiene la Tabla3.2]

1 1 1}-2 -2 =2

Tabla 3.2

De donde el cociente y el residuo son ¢(x) = 2>+ z+ 1yr(x) = —22? — 22 — 2,

respectivamente.

O
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14. Luego de aplicar el método de Horner a una divisién se obtuvo la Tabla

m m n m n m
n n o p
p n|p
p P
n n p
Tabla 3.3

Determine el resto de la respectiva divisién.

m
Solucién. De la segunda columna se tiene que n = — = 1.
m

2n
De la tercera columna se observa — = n, deduciéndose que m = 2.

m
m+n+
De la cuarta columna se nota ———— £ — D, lo cual implica que P_ p. Asi,
m
p=3.
Luego el resto es
r(z) = (n+2p)x + (m + p°)
=(1+6)z+(2+9)
=Tx + 11.
O

15. Dados los polinomios
D(z)=a2"+2°— 2>+ 20+ 10yd(x) = 2* + 1,

determine el cociente y residuo de la divisién de D(z) entre d(z). Ademas, si Do(z)
y qo(x) son dos polinomios tales que

Do(x) = d(z)qo(z) + D(x),
determine el residuo de dividir Dy () por d(x).
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]
[

Tabla 3.4

Solucién. Al aplicar el método de Horner se tiene la siguiente Tabla [3.4]

De donde el cociente y residuo de la divisién son
qz) =2 —1yr(z) = 22 + 11,

respectivamente.

Asf, se debe cumplir que

D(x) = d(x)q(x) + r(z)
P+ 2 -2+ 22 +10 = (2° + 1)(z* — 1) + 22 + 11.

Luego, notemos que:

Do(z) = d(x)qo(x) + D(x)
= d()go(z) + d(z)q(x) + r(z)
d

Desde que grad(r) = 1 < grad(d) = 2, el resto de dividir Do(x) entre d(z) es

2x + 11.

Seana € Zy p(x),q(z),r(z) € Z[x] tales que
p(z) = 102° + 2* — 92° + 162> — 9z + a, q(x) =x — Lyr(z) = 2z + 3.
Si p(x) es divisible por (), determine el cociente de dividir p(x) entre q(z)r(z).
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Solucién. Usando el teorema del resto en la divisién de p(x) entre g(x) se tiene que
suresto es p(1) = 9+ a. Como p(x) es divisible por ¢(x) entonces este resto es cero,
es decir, 9 + @ = 0 con lo cual a = —9.

Multiplicando q(z) y r(x) se obtiene 22? + x — 3, luego al efectuar la divisién por
el método de Horner se tiene la siguiente tabla:

2110 1 -9 16 | -9 -9
-1 -5 15
3 2 -6

Tabla 3.5

de donde se deduce que el cociente es 5x3 — 222 + 4z + 3. O

Sea p(z) € Z[r] tal que grad(p) = 4 y al dividirlo por (z* — x)(z + 2) da
como residuo al polinomio constante 2. Si p(2) = 42y p(3) = 212, determine el
polinomio cociente de dicha divisién.

Solucién. Primero se debe notar que el polinomio cociente ¢(x) tiene a lo mds grado
1, por lo cual este se puede escribir de la siguiente forma:

q(z) = ax +b.
De donde se deduce que:
p(z) = (ax + b)(2® — x)(z + 2) + 2.
Luego, como p(2) = (2a + b)(2)(4) + 2 = 42 se obtiene
2a + b = 5. (3.11)
También, p(3) = (3a + b)(6)(5) + 2 = 212 que se simplifica a
3a+b="1. (3.12)

Asi, de (3.11) y (3.12) se deduce que @ = 2y b = 1. Porlo tanto, g(x) = 2x+1. [
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Sean a,b € Z[x] y p(x), d(z) € Z|x] tales que
p(z) =az® —bx® +x—1yd(z) = 2* + z + 1.

Si la divisién de p(x) entre d(z) tiene como resto () = ax + a, determine a, by
el cociente de la division.

Solucién. Al aplicar el método de Horner se obtiene la Tabla[3.6]

1 |a —b 1 -1
-1 —a —a
-1 a+b a+b
a —b—a a a
Tabla 3.6

Luego, el cociente de la divisién es ¢(z) = ax — b — a. Sumando las dos tltimas

columnas de la Tabla[3.6] se obtiene

a=1—a+a+b
a=—-1+a+b

de donde se deduce quea =2y b = 1.

Finalmente, al reemplazar estos valores, el cociente es ¢(z) = 2z — 3. O

Sea n un ndmero natural mayor que 1y p;(x), po(x) € Z[x] tales que
p(x)=2"—nzx+n y py(z) =2 —x—2.

Si la suma de coeficientes del cociente de dividir p; entre py es 5, determine la suma
de coeficientes del resto de dicha divisién.

Solucién. Sean q(x) el cociente y r(x) el resto, para & = 1 en el algoritmo de la
division se tiene que

p1(1) = pa(1)g(1) + (1)

de aqui (1) = 11. Por lo tanto, la suma de coeficientes del resto es 11. O
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e grad(p) = 3;

e p(0) =155

e p(z) es divisible por z + 1;
e 5 es una raiz de p();

o la divisién de p(x) entre © — 2 tiene resto igual a —9.

Solucién. La primera condicién implica que el polinomio debe ser de la siguiente for-
ma:
p(z) = az® + ba® + cx + d,

donde a, b, ¢, d € Z.

Luego, de lo anterior y la segunda condicién se deduce que

p(0) =d =15
La tercera condicién, por el teorema del resto, dice que p(—1) = 0. Luego, de lo
anterior se tiene que
—a+b—c+15=0. (3.13)

Por definicién de raiz, la cuarta condicién implica que p(5) = 0. De donde se deduce
que

125a + 25b 4+ 5¢ 4+ 15 = 0,
que se simplifica a la siguiente expresion:
25a+5b+c+3=0. (3.14)
De se tiene que b = a + ¢ — 15, que al reemplazar en se obtiene que
30a + 6¢c — 72 = 0,
que se simplifica a la siguiente expresién
Sa+c—12=0,

que a su vez implica que ¢ = 12 — Ha.
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Finalmente, por el teorema del resto se tiene que la quinta condicién implica p(2) =

—9. Asi,

8a+4b+ 2c+ 15 = -9
8a +4b + 2c = —24
8a+4(a+c—15) +2c=—-24

12a 4 6¢ = 36

20 +c=6

2a + (12 —5a) =6
12—-3a =6
a=2.

Deduciéndose que b = —11y ¢ = 2. Por lo tanto, p(z) = 22* — 112 + 2z + 15.
O

21. Sean a,b,c € Zy p(x) € Z[x] tal que
p(z) = 22° — 32" — 82° + az® + bz + c.
a+b . L 2
Calcule el valor de 2 sabiendo que p(x) es divisible por (x — 1)(2* — 22 — 1).
Solucién. El polinomio x — 1 es un factor de p(z). Asf, p(1) = 0, es decir

a+b+c—9=0. (3.15)

Al dividir p(x) entre 22 — 2z — 1 por el método de Horner se tiene la Tabla 3.7]

112 -3 =8 a b c
4 2
1 2 1
—8 —4
2a —14 a—7
2 1 -4 a-7 0 0
Tabla 3.7
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De donde se tiene que b + 2a = 18 y ¢ + a = 7, que al sumarse resulta
3a + b+ c=25.

Luego, la expresion (3.15) se simplifica a la siguiente:

20 +9 =25
2a = 16
a=8.
Finalmente, se deduce que b = 2y ¢ = —1. Por lo tanto,
a+b _10.
2

Sea p(z) un polinomio con coeficientes enteros con las siguientes caracteristicas:

grad(p) = 4;
p(3) =212
La divisién de p(z) entre (2% — x)(z + 2) tiene por residuo 2;

El resto de dividir p(x) entre (x — 2) es 42.

Determine el polinomio p(). Ademds, calcule la suma de sus coeficientes y su término
independiente.

Solucién. Desde que el residuo de dividir p(x) entre (m2 —x)(x + 2) es 2, por el
algoritmo de la divisién se tiene que

p(x) = (22 — 2)(z + 2)q(z) + 2. (3.16)

Luego, al evaluar z = 1 en (3.16), obtenemos p(1) = 2, es decir la suma de coefi-

cientes es 2.
Al evaluar = 0 en (3.16), se obtiene p(0) = 2. Asi, el término independiente es 2.
Como grad(p) = 4 se deduce que ¢(z) en debe tener grado 1, es decir

q(x) = ax +b.
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Asi, p(z) = (x2 — z)(x + 2)(ax + b) + 2. Ahora, como p(3) = 212y por el
Teorema de Resto p(2) = 42 se obtiene

212 =30(3a + b) + 2
42 = 8(2a + b) + 2,

de donde se deduce que @ = 2y b = 1. Por lo tanto,

p(z) = (2 —2)(z +2)(2z + 1) + 2.

1
23. Sea p(z) un polinomio tal que p(z + 1) = ax® + bex + (b — c> , donde

4 4 1 1
a=(1++3) +(1—\/§),b=myc=m.

4) Determine el polinomio p(z).

b) Determine el cociente y el resto de dividir p(z) entre 22 + 1.

Solucion.

a) Primero, el valor simplificado de a es

a=1+V3) +(1-v3)
= (4+2V3)? + (4 — 2V3)?
= 2(28)
= 56.
Segundo, el producto de by c es

1 1

“TVEVD) B VD)

(

=1
1

De lo anterior se deduce que ;¢ 0.

Asi, p(z+1) = 562% + . Luego, empleando un cambio de variable, se obtiene

p(x) = 562% — 111z + 55.
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1 |56 | —-111 55

56 | —111 -1

Tabla 3.8

b) Al aplicar el método de Horner, se tiene la Tabla 3.8.

Por lo tanto, el cociente es 56 y el resto es —111x — 1.

O

24. Sean a,b € Ryn € N. Sila divisién de ™ + ax + b entre 22 — 2z + 1 es exacta,
determine @ y b en términos de n.

Solucién. Como la divisidn es exacta, al aplicar el método de Horner se obtiene la

Tabla[3.9]
1 1 0 O 0 a b
2 2 -1
-1

2n—4 | —n+2
-n+3|2n—2 -—-n+1
1 2 3 - n—1 0 0

Tabla 3.9

De las ultimas dos columnas de la Tabla[3.9} se concluye lo siguiente:

a=-nyb=n-1.
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La Tabla representa la divisién, por el método de Horner, del polinomio p(z)
entre el polinomio #(z).

a | d e g h

b f b

2a 12 k
2 3 25 k

Tabla 3.10

Determine el dividendo, divisor y residuo de tal divisién.

Solucion. Delatltima columna de la Tabla se deduce que h = 0. De la segunda

y tercera columna se observa que
d=2aye+ f=3a.

También se nota de la tercera fila, que b = 4y k = 6a. Pero de la segunda fila, se nota
que f = 2by b = 4a. Esto implica que f = 8 ya = 1. En consecuencia, d = 2y
e = —5.

Luego, de la cuarta columna se obtiene que

g+b+12 =25,

de donde g = 9. Por lo tanto, el dividendo es 222 — 522 + 9z, el divisor es x> — 42 —2
y finalmente el resto es 25z + 6. O

Sean p(x) = az® + bx? + cx + d un polinomio de grado 3 tal que
p(=1) = p(0) = p(1) = 0,

y q(z) = 3ax® + 2bz + ¢ un polinomio de grado 2 tal que su término independiente
y la suma de sus coeficientes son —1 y 2, respectivamente.

a) Determine a,b, cyd.

b) Con los valores de a, b, ¢ y d obtenidos en el apartado anterior, determine el
cociente de dividir p(x) entre g(x).
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Solucion.
4) Como el término independiente de g es —1, se tiene que
c=—1.
De la suma de coeficientes se deduce que

3a + 2b = 3.

De igual forma con respecto al polinomio p, de p(0) = 0 se obtiene

d=0.
Ahora, del hecho que p(1) = p(—1) = 0, se obtiene
a+b=1
—a+b=—-1,
que asuvez implicaa =1y b= 0.
b) Los polinomios son
p(z) =2° —x y q(z) = 32> — 1.

Luego, aplicando el método de Horner se obtiene la Tabla

31 0] -1 0
0 0 1/3

1 0 0
1/3 0] —2/3 0

Tabla 3.11

de donde el cociente es éx y el resto es —%a:.

27. Al factorizar el polinomio ménico p(z) € R[z] de grado 2, se obtiene que:

p(x) = (x —a)(z —2).

Determine el valor de @ de tal modo que el polinomio ¢(x) = p(5 — x) tenga la

misma factorizacidn.
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Solucién. Note que

q(z) = p(5 - x)
=b—-—z—a)(b—x—2)
=0B-a—2x)3—1x)
(-3 — (5—a).

Por condicién del ejercicio se debe cumplir

q(z) = (z —a)(z - 2)
(z=3)(x = (—-0a) = (z—-a)z-2),

de donde se deduce que a@ = 3. O

Factorice el polinomio
p(z) = (2 + 2 —1)* — (22 + 1)%.
Solucién. Aplicando diferencia de cuadrados se obtiene que
plw) = (22 + 32)(a% — 2 — ),

luego factorizando x en el primer factor y aplicando aspa simple en el segundo factor
se tiene que
p(z) = z(z + 3)(x — 2)(z + 1).
O

Sea p(z) = ax? + bz + ¢ un polinomio de grado 2, con coeficientes enteros, que
al factorizar por aspa simple se obtiene (ax + b)(ax + ). Si 2 es una raiz de p(x),
determine los valores de a, by c.

Solucién. Se debe cumplir que ax? +bxr +c= (ax + b)(ax + ¢), lo que implica
a’=a, ac+ab="bybc = c.

Como a # 0, pues p(x) es un polinomio de grado 2, se tiene de la primera igualdad
que @ = 1. Luego, de la segunda igualdad uno deduce que ¢ = 0. Asi,

p(z) = 2° + bx = x(x + b).

Desde que 2 es una rafz, se concluye que b = —2. O
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30. Sean a y b dos nimeros enteros. Factorice el polinomio
p(z) = ax(bx + a) + b*(x — 1) + a®.

Solucién. Primero se escribe el polinomio ordenado y completo de la siguiente forma:

p(z) = abz® + a’z + b*r — b* + a®
= abz® + (a® + b*)x + a® — V°.

Luego, por aspa simple se obtiene que

p(x) = (ax + a+ b)(bx + a — ).

Ecuaciones polinomiales

Una ecuacién polinomial es una expresion de la siguiente forma
p(x) =0, (3.17)

donde p(x) es un polinomio. El conjunto solucién de la ecuacién polinomial (3.17) es el
conjunto

{a € R : el polinomio evaluado en a es cero, es decir p(a) = 0}.

Es importante notar que la ecuacién polinomial no significa que el polinomio p(x) sea
igual al polinomio nulo, en el sentido de igualdad de polinomios. Asimismo, es importante
mencionar que si el polinomio tiene grado n € N, entonces el polinomio posee a lo més
n raices, incluyendo raices iguales, y que esto a su vez implica que la ecuacién polinomial
también tiene a lo mds n soluciones.

Si grad(p) = 1, entonces la ecuacién polinomial (3.17) se reescribe como sigue:
ar+b=0,

usualmente llamada ecuacidén lineal.
De manera similar al caso anterior, cuando grad(p) = 2, la ecuacién polinomial (3.17)
se reescribe de la siguiente manera:

ax® +br +c =0,
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la cual es llamada ecuacién cuadritica.
La existencia de soluciédn a una ecuacién cuadritica estd fuertemente relacionada con el
discriminante A(p) del polinomio p(z) = az? + bz + ¢, el cual es definido como

A(p) = b* — 4ac.

Cuando A(p) < 0, la ecuacién cuadritica no tiene solucién. Cuando A(p) = 0, la ecua-
cién cuadrdtica tiene solucién y se puede probar que dichas soluciones son

—b+ +/A(p)
2a '

Como se puede observar, si el discriminante es nulo se tiene una dnica solucién. Cuando no
hubiese lugar a confusién sobre el polinomio p(z), escribiremos A en lugar de A(p).

Un resultado importante debido a Cardano y Viette (ver Teorema 61 del capitulo 2 de
(Cotrinal [2015)) nos dice que en una ecuacién cuadrdtica con solucién es posible saber la
sumay producto de las raices sin necesidad de conocer exactamente quiénes son dichas raices.
A saber, si 71 y 7 son las soluciones de la ecuacién cuadritica, entonces 71 + 175 = —b/ay
r1 X 9 = c/a.

Problemas
1. Demuestre que todo polinomio de grado 1, ménico y con coeficientes enteros tiene

una raiz entera.

Solucién. Sea p(x) € Z[x] de grado 1 y ménico, esto significa que
p(x) =z + b,

donde b € Z. Ahora, para determinar su raiz, se iguala el polinomio a cero, es decir se

resuelve la ecuacién

z+b=0,

de donde se deduce que —b € Z es su raiz. O

2. Indique el conjunto solucién de la ecuacién
1 7
6:5—5(236—3) =3(1—-2z)— 6(x+2)
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Solucién. Al simplificar la expresién se obtiene

6:,;—%(293—3):3(1—9;)—%(%2)

3 7 7
6x—x+§ —3—33:—896—5
7 7 3
% __5
6~ 6
_ 1
Asi, el conjunto solucién es {—1/11}. O

. Encuentre los valores de u para que la ecuacién cuadrética

22 —2ur—3u=0

tenga solucién tnica.

Solucién. Existe solucién tnica si y solo si el discriminante es cero, es decir A = 0.
Como A = 4u? + 12u, se tiene que

4u +12u =0
du(u +3) =0,
lo que implicaque u = 0o u = —3. O

La suma de los cuadrados de dos ntimeros naturales consecutivos es 313, calcular el
menor de dichos niimeros.

Solucién. Sean x 'y x + 1, los niimeros naturales consecutivos, entonces
2 + (z +1)% = 313.
La igualdad anterior se convierte en la siguiente ecuacién cuadrdtica:

222 + 22 —312=0
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pero el polinomio se puede factorizar por aspa simple quedando la ecuacién de la
siguiente manera:

(x —12)(z + 13) = 0.

Luego, © = 12 0 x = —13, pero como x debe ser natural se concluye que z =

12. O

. Sean a, b, ¢ € R y el polinomio cuadritico
p(x) = (a® = b*)2® + (b* — )z + (c — a?)

a) Calcule el resto de dividir p(—x) entre z — 1.

b) Sean 1 y x5 las raices de p(x). Calcule 172 + 5™ — xyxq + 1.

Solucién.

a) Por el teorema del resto se hace z — 1 = 0, esto implica que el resto es p(—1) =
2c — 2b%.

b) Factorizando por aspa simple
p(z) = ((a® =)z +a* —c¢) (z — 1),

2

de aqui c-a 1. Porl

eaquiry; = y 2 = L. Por lo tanto
a2 — b3 >

2152+ 1" — s + 1= 2.

. Dado el polinomio
p(a) = (22 — 52 +6)” — 5 (2% — 5z + 6) + 6,
determine la suma y el producto de sus raices.

Solucién. Por aspa simple se tiene que
p(z) = (2% — 5z + 3) (2> — 5w + 4).
Luego, por el Teorema de Cardano-Viette obtenemos lo siguiente:
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e Lasuma y el producto de las raices del primer factor, 22 — 5 + 3, son 5y 3,

respectivamente.

e Lasumay el producto de las raices del segundo factor, 2 — 5z + 4, son 5y 4,

respectivamente.

Finalmente, concluimos que la suma de las raices de p(x) es 10 y que el producto de
sus raices es 12. O

Sea a € R tal que la ecuacién cuadrética
2> +ar+2a=0

tiene rafces reales a 21 y 5. Determine el valor de (21 + 2)(z2 + 2).

Solucién. Como T y x5 son raices reales, entonces por el Teorema de Cardano-Viette
se cumple que:

1+ Ty = —ay 122 = 2a.
Luego,
(1 +2)(22+ 2) = 2120 + 2(2) + 22) + 4
=2a+2(—a)+4
= 4.
O
. Seaa,b,ce Ztalquea + b+ c = —4. Silas raices de la ecuacién

ar’ +br+c=0

{ 4 2-1
son<{3+ —, ——
V2 A2+ 1

}, determine las raices de la siguiente ecuacidn:

bz’ +cx+a=0

Solucion. Al racionalizar las raices de la ecuacién inicial tenemos:

T —3+i T —\/5_1
R V2l
—3+ix£ —ﬁ_lx\/ﬁ_l
V22 V241 V21
=3+2V2 = (vV2-1)?

=3 —2V2.
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Al aplicar el Teorema de Cardano-Viette, se obtiene

b
T+ Ty =6=——
a
C
T1To = 1=-.
a
Luego, b = —6ayc = a.
Al reemplazar en el dato a@ + b + ¢ = —4, se tiene que

a—6a+a=—4.

Porlo tanto,a = 1,b = —6,¢ = 1.

Abhora, la ecuacién por resolver es
—6zx’+2x+1=0,
que luego de factorizar por aspa simple se escribe como

Bz +1)(—2x+1) =0.

1
L , las rai n——vy-—. O
uego, las raices son — 2 y 5
. Resuelva la ecuacién
(2 =22 +3)> -2 +22 -9 =0.
Solucion. Al realizar el siguiente cambio de variable 22 — 22 = a se tiene que la

ecuacién se simplifica a la siguiente:

(a+3)2—a—9=0
a>+6a+9—-—a—-9=0
a(a +5) =0,

de donde se deduce que @ = 0 0 @ = —5, es decir
22 —2r =002 22 +5=0.

La primera igualdad implica que * = 0 o x = 2. La segunda no tiene solucién real.
Por lo tanto, el conjunto solucién es {0, 2}. O
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10. Siz; y x5 son las raices de la ecuacién cuadritica

2> —6x+4=0,
4 4

— I 6—.1'2‘

calcule el valor de

Solucién. Por el Teorema de Cardano-Viette se tiene que
T+ T = 6y$1§C2 =4.

Luego,

4, 4 :4( 12 — (21 + 2») >

6—1'1 6—.%'2 36—6<.'I}1 +$2) + T2

= 6.

11. Sean @ y b dos ntimeros reales tales que a < b < 0. Resuelva la ecuacién

2 —a T+ a

b2 — g2 a2 — b2

Solucién. Es claro que

> —a  T+a
b2 — g2 a2 — b2
> —a=—(r+a)
24+ x=0
z(zx+1) = 0.

Luego, las soluciones son 0 y —1. Por lo tanto, el conjunto solucién es {0, —1}. [

12. A partir de la ecuacién
log (z'°¢)) — blog(z) + a = 0, (3.18)

cuyo conjunto solucién es denotado por €, justifique la falsedad de las siguientes

proposiciones:
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HVabeR, [C£T].
b) Va,beR, [€ # T — n(€) =2].

Solucién.

a) Paraa =1y b = 0, la ecuacién (3.18) se puede reescribir como
(log(z))*+1=0

que no admite solucién real, por tanto € = .

b) Paraa = 1yb = 2, la ecuacién se reduce a la siguiente:
(log(z))* — 2log(z) + 1 = 0,

de donde log(z) = 1, es decir z = 10 es la tnica solucién. Por lo tanto,

n(¢) = 1.
O

13. La suma de las soluciones de la siguiente ecuacién:
3X26x_23m+3+420
se puede expresar como logg (). Determine el valor de a.

Solucién. Usando el cambio de variable m = 232, la ecuacién se transforma en la

siguiente ecuacién cuadrética

3m? —8m+4=0,
cuyas soluciones son m = g ym = 2.

Sim = g, entonces

[\

23{1}1 —

2
3z, = log, <3>
11 2
x; = =lo = .
1= 3 Ea 3

w
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Sim = 2, entonces

Finalmente:
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4
Por lo tanto, a = 3 OJ

14. Determine el valor de = en la ecuacién:

1+ log, =

= log, (4z).
Tlog, 2 o8 (47)

Solucién. Usando las propiedades elementales de logaritmos, se tiene que la ecuacidn
se reduce a la siguiente:

1
log,. 2
1+ log, 2
1
log,. 2
1+log, 2

1+

= log, 4 +log,

1+

=2log,2+1

=2log, 2+ 1.
log, 2 08z 2+
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Al considerar el siguiente cambio de variable m = log,, 2, se obtiene

1
— =2m + 1.
m

Esto nos permite llegar a la siguiente ecuacién cuadritica:
2m?> +m—1=0,
que luego de factorizar por aspa simple se reescribe como

(2m —1)(m +1) =0,

. _ 1 _ _ _ .
cuyas soluciones son m = 5 ym = —1. Luego, x = 4y = 5> fespectivamente.
Sin embargo, = = no es solucién de la ecuacién, dado que 1 + log,, 2 deberfa ser
no nulo. Por lo tanto, el conjunto solucién es {4}. O

Si duplicamos el lado de un cuadrado, su drea aumenta en 147 cm?. ;Cudnto mide el

lado del cuadrado?

Solucion. Sea T cm la medida del lado del cuadrado, luego

(22)® = 2° + 147

3x? = 147

x? = 49,
dedondex = 7oz = —7. Como x = 0, por ser una longitud, se concluye que el
lado del cuadrado mide 7 cm. O

La base de un rectdngulo mide 5 cm mds que la altura. Si disminuimos la altura en 2
cm, el drea del nuevo rectingulo seri 60 cm?, determine las longitudes de los lados del

recténgulo inicial.

Solucion. Sea x cm la medida de la base de un rectdngulo inicial. Asi, su alturaes z —5

cm. Luego,
z(x —7) =60
a? —Tr —60=0
(x —12)(z +5) =0,
de donde z = 12 0 z = —5. Como x = 0, por ser longitud, se concluye que la base
del rectdngulo mide 12 cm y su altura 7 cm. O
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Manuel compré una determinada cantidad de articulos, por un total de 450 délares.
Después de un tiempo regresa a comprar con la misma cantidad de dinero, pero se da
con la sorpresa de que cada articulo ha subido 3 délares, por lo que se vio obligado a
comprar 5 articulos menos con el mismo monto. Determine la cantidad de articulos
que comprd inicialmente y el precio de cada uno.

Solucién. Sean p el precio el unitario y el ntimero de articulos. El dinero por consi-
derar es 450 délares. Luego, se deben cumplir

px = 450
(p + 3)(x —5) = 450,

de donde
pr = (p + 3)(‘17 - 5)7

que a su vez se simplifica a

3x — 5p = 15.
Desde que p = %, se tiene que
3r—5 (450> =15
x
3x® — 15z — 2250 = 0
2? — 52— 750 =0
(x —30)(x + 25) =0,
de donde x = 30 0 x = —25, pero como x es el nimero de articulos, debe ser
positivo. Por lo tanto, z = 30 articulos y p = 15 délares. O

Koala & Company ha construido un edificio de 60 apartamentos. Del pasado se sabe
que si ellos cobran una renta mensual de 150 délares por apartamento, todas las vivien-
das son ocupadas, pero por cada incremento de 3 ddlares en la renta, un apartamento
queda vacante. Calcule la renta total recaudada si se alquilaron 50 apartamentos.

Solucién. Sea x el nimero de incrementos de $3 en la renta realizados a partir de los
$150. Luego, la renta es
R(z) = (60 — x)(150 + 3x).

Si se alquilaron 50 apartamentos, se tiene que z = 10. Asi, R(10) = 9000 délares.
O
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19. Highland coffee planea introducir al mercado peruano dos tipos de café, a partir de
la mezcla de cafés reconocidos por los consumidores. Para elaborar un paquete del
tipo I, empleard “a” kilogramos de café Tunki y “b” kilogramos de café Altomayo.

7«

Asimismo, para elaborar un paquete de tipo II empleard “a” kilogramos de café Tunki
y “c” kilogramos de café Mocha. Se conoce que un paquete del tipo II posee un kilo
mis que el de tipo I, ademds

bc = 12.

Determine el niimero de kilos de café altomayo y de café Mocha que requiere la com-
pafifa para elaborar cada uno de los paquetes.

Solucidn. Segtin los datos establecidos, se nota que:

Total de kilos del paquete del tipol =a +b
Total de kilos del paquete del tipo I =a + ¢

Comoa+b+1=a-+c, sededuce que c = b+ 1. De bc = 12 se obtiene que
(b+1)b =12
¥+b—-12 =0
b+4)(b-3) =0

deduciéndose que b = 3 (por ser una cantidad no negativa) y por consecuencia ¢ = 4.

Por lo tanto, la compafia requiere 3 kilogramos de café Altomayo y 4 kilogramos de
café Mocha para los paquetes I y II, respectivamente. O

20. Justifique por qué las siguientes proposiciones son falsas:

a) Paratodo a,b € R, la ecuacién ax = b tiene solucién tnica.

b) Para todo a, b, c € R, si b> — 4ac > 0, entonces la ecuacién cuadritica
b’ +ax+c=0

tiene dos soluciones reales.

Solucion.

a) Paraa = 0y b = 1, la ecuacién no tiene solucién.
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b) Paraa = 0,b = 1yc = 1, se tiene que b> —4ac =1 > 0. Sin embargo, la
ecuacién con estos valores es

que no posee soluciones reales.

O

21. El profesor Percy dicta un polinomio mdnico de segundo grado a sus alumnos y les
pide que determinen las raices de dicho polinomio, uno de sus alumnos se equivoca al
escribir el término independiente y obtiene como raices 5 y 3, otro alumno se equivoca
en el término de primer grado y obtiene como raices a -2 y 6.

a) Determine el polinomio de segundo grado que dicté el profesor Percy.

b) Calcule el mayor valor de la diferencia de raices del polinomio que dicté el pro-
fesor Percy.

Solucion. Sea
p(z) =2> +bx +c

el polinomio que dicté el profesor Percy.

a) El primer alumno escribié
z® + bz +d,

con ¢ # d, sumando sus raices se tiene —b = 5 + 3, de donde b = —8&.

El segundo alumno escribi6
2
xr° +exr +c,

con e # b, multiplicando sus raices se tiene ¢ = (—2)(6) de aqui ¢ = —12.

Por lo tanto,
p(z) = 2° — 8z — 12.

b) Usando la férmula para calcular las raices del polinomio se obtiene
Ty =4+ 2VTyxy =4 —2V7.

Luego, el mayor valor de la diferencia de estas raices es £1 — 2 = 44/7.

152



Ejercicios de matemadticas bésicas

Fracciones racionales

Una fraccién racional es una expresién de la forma

pz) 6.19
q()
donde p(x) y ¢(z) son dos polinomios y ¢(x) no es el polinomio nulo.

Si en la fraccién racional se tiene que grad(p) < grad(q), este se denomina
propia; caso contrario se dice que es impropia.

El método de descomposicién de fracciones parciales consiste bdsicamente en des-
componer una fraccién racional propia como la suma de fracciones racionales propias. En
ese sentido, dependiendo de quién sea el polinomio g(z), la fraccién racional ten-
drd una descomposicién especial; cada uno de estos casos puede revisarse en la seccién 8 del
capitulo 2 de (Cotrina, [2015).

Problemas

1. De la siguiente descomposicidn en fracciones parciales

8 A B

P —4r+3 z-a 70
determine A + B + a + b.
Solucion. Haciendo la descomposicién
8 M N N  M(z—-3)+N(z—1)
(z—1)(x—3) =—-1 x-3 (x—=1)(z—3)

de donde
8=M(x—3)+ N(z—1),
deduciéndose que M = —4y N = 4. Luego la descomposicién es
4 4

r—3 x—-1
Por lo tanto, A + B +a + b = 4. O

2. Descomponer como suma de fracciones parciales la siguiente fraccién:
10z* — 102* — 50z
zt — 223 — 1322 + 14z + 24’

Ademds, determine la suma de los numeradores de dichas fracciones parciales.
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Solucién. Factorizando el denominador obtenemos

ot —22° —132° + 1o + 24 = (v + 1)(z — 2)(z + 3)(z — 4).

Luego,
10z* — 102* — 50z A N B N C N D
(z+1)(z—-2)(z+3)(z—4) 2+1 22-2 x+3 z-—4
de donde se deduce que
102® —102% = 50z = A(z —2)(z + 3)(z —4)+
Bz +1)(x +3)(z — 4)+
(:z +1)(z—2)(z —4)+
z+1)(x —2)(x + 3)
Luego, evaluando conveniente en = —1, se obtiene que A = 1. Al evaluar en
x = 2, se tiene que B = 2. De manera similar con * = —3 se deduce que C' = 3.

Finalmente, al reemplazar = 4 en la anterior igualdad se consigue ver que D = 4.
Asi,

102% — 1022 — 50z 1 N 2 N 3 N 4
(x+1)(z—2)(z+3)(z—4) x+1 x-2 x+3 z—4

Por lo tanto, A + B + C + D = 10. O

. Realice la descomposicién en fracciones parciales de:

x+3
(x +2)(x + 3)?
Solucién. Simplificando tenemos

z+3 B 1
(x+2)(z+3)2 (z+2)(xz+3)

Luego, su descomposicion en fracciones parciales es de la siguiente forma:

1 A B

(z +2)(z + 3) T e42 o3

De donde
1=A(z+3)+ B(z + 2),
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tomando z = —3 y x = —2 se deduce que A = 1y B = —1. Por lo tanto,

1 1 -1

(z+2)(z +3) T r12 243

4. Sean € N. Calcule

i+i+i+ +71
20 30 n2+5n+6

Solucidn. Se observa que

11
12 3x4
11
20 4x5
11
30 5x6

1 1

n2+5m+6 (n+2)(n+3)

Luego,

i+i+i+ e Z

20 30 n2+5n+6 (x +2)( x—l—S)

Sin embargo, del ¢jercicio anterior se tiene que

1 1 1

(z+2)(x+3) z+2 z+3
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Asi,

n

- 1
;<$+2 ZL'+3>

(-9

(x+2) :L'+3

a:=1

(L
n+2 n+3

1 1
3 n+3
. n

" 3n+9

5. Sean las fracciones racionales:

156

B 2¢ + 1
b4+ 2

_ax2+bx+1
@+2° 7

donde a, b € R. Si M es una fraccién propiay N es un fraccién impropia, determine
el valor de a® + b>.

Solucidn. A partir de que M es una fraccién propia, se tiene que
grad(az® + bz + 1) < grad((x + 2)?),

lo que implica a = 0.

Asimismo, como N es una fraccién impropia, se tiene que
grad(2z + 1) > grad(bz® + x + 2),

y esto a su vez implica b = 0. Por lo tanto, a® + b* = 0. O

. Dada la siguiente igualdad:

ar +b
-2z +1)’

bx + a B 1
(z—1)?

BCEDRRC:

calcule b — a.
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Solucién. Al sumar las fracciones del lado derecho se obtiene la fraccién del lado iz-
quierdo, asi

br +a B 1 N ar +b
(x—1)2 (z—1) (22—-2x+1)
1 ar +b

(x—1)+(g;_1)2
(x—1)+ (az +b)

(¢ —1)°
_(A+aaz+(b-1)
(-1

De igualar los numeradores, resulta
bx +a=(1+a)x+ (b—1),
de donde
b=14+aya=b-1.
Finalmente, de cualquiera de las dos igualdades anteriores se tiene que b —a = 1
O
. Luego de simplificar, resuelva e indique el conjunto solucién de la siguiente ecuacién:

22 —x+1)  3(2®+8+62°+122) 1

3 +1 @+)(x+2° 2

Solucidn. Se observa que * # —1y & # —2. Luego, desde que

P+1l=(x+1)(z2>—2+1)
(z+2)° =2° +8 + 627 + 122

la ecuacién puede escribirse como sigue

2(z? —x+ 1) 3(x+2)° 1

@+1)@—z+1) (@+1)(z+27 2
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que al simplificar nos permite obtener

2 3 1
r+1 x+1 T2
1 1
Cz+1 T2
r+1=-2
r = —3.
Por lo tanto, el conjunto solucién es {—3}. OJ

Considere la siguiente fraccién racional:

axr® + 2
x(z2 —1)’

donde @ € R. Si la fraccién es propia, determine el valor de @ y su descomposicién en
fracciones parciales.

Solucién. Por ser propia, se tiene que
grad(az® + z%) < grad(z(2? — 1)),

esto implica que @ = 0. Luego, la fraccién se puede descomponer en fracciones par-
q s

ciales mediante la siguiente expresién:

T A N B
(z+D(z—-1) 2+1 =x-1

de donde se tiene la siguiente identidad:

z=A(x—-1)+ B(x+1),

de la cual se deduce que A = B = 3 Por lo tanto, la descomposicién en fracciones

parciales es

ey ~2 (Tt
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Desigualdades

Dos nimeros reales pueden ser comparados en términos de orden mediante la nocién de
desigualdad. Sean dos niimeros realesa € Ry b € R, los cuales se desea comparar. Asumiendo
que se sabe distinguir cudndo un niimero es positivo, negativo o nulo, se tienen las siguientes
definiciones:

e Se dice que a es menor o estrictamente menor que b cuando b — a es positivo, en
este caso se escribe a < b.

e Se dice que a es mayor o estrictamente mayor que b cuando a — b es positivo, en este
caso se escribe a > b.

e Se dice que @ es menor o igual que b cuando b — @ es cero o positivo, en este caso se
escribe @ < b.

e Se dice que @ es mayor o igual que b cuando @ — b es cero o positivo, en este caso se
escribe a = b.
Intervalos

Un intervalo es un subconjunto de R tal que cualquier nimero entre dos elementos del
subconjunto también pertenece a dicho subconjunto. Es decir, I < R es un intervalo si se
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cumple
Ve,zel, YyeR, [z<y<z-—ycell.

El conjunto vacio y un conjunto unitario (esto es, que tiene un solo elemento) son con-
siderados intervalos, pero son llamados intervalos degenerados.
Problemas

1. Dados los intervalos A =] — 0,2], B = [-3,6[ y C =]2, + [, determine si los

siguientes conjuntos son intervalos

a) AuB o (BulC)—A
b) A—B d) BAC
Solucion.

4) Notemos que A U B =] — 00, 6] es un intervalo, puesto que

Va,be AUB,V2xeR, [a<z<b —> z€Au B].
§) Es claro que A — B =] — o0, —3[ es un intervalo, dado que
Va,be A—B,VzeR, [a<x<b —> x€ A— B].
&) Primero observemos que B U C = [—3, + 0], luego (B C) — A =]2, o[
es un intervalo, puesto que
Va,be (Bu(C)—AVzeR, [a<zx<b - ze(Bul)—A].

d) No es complicado notar que BAC = [—3,2] U [6,4+0[ no es un intervalo,
yaque 0 € BAC,7 e BAC, pero 3 no pertenece al conjunto BAC.

O

2. Use la definicién de intervalo para demostrar que el siguiente conjunto es un intervalo:
A={:U€R:m>0/\e<x2+x+1<7r}.
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Solucién. Sean x,z € A ey € R tales que z < y < 2. Desde  y z son positivos y
como x < Y, se tiene que y > 0.

A continuacién se mostrard que y cumple la segunda condicién para pertenecer al
conjunto A. Primero, se observa que
<y < 2?
r<y<z
Luego, al sumar ambas expresiones y al resultado sumatle 1, se obtiene

PHr+l<y’+y+l<Z4+z+1

Comoe <z?+x+1yz2°+ 2+ 1< 7, sededuce quee < y*> +y+ 1 < . Por
lo tanto, y € Ay por consecuencia A es un intervalo. O

Inecuaciones

Para un polinomio cuadrético p(z) = az* + bx + ¢ donde a > 0, si el discriminante
es positivo, es decir
A =b* —4ac >0,
se tienen dos raices distintas
—b+ V/b? — 4dac
B 2a ’

las cuales se pueden denotar por 11 < r5. Haciendo un andlisis de signos, se obtienen tres

X

Zonas

+ — +
® ®
T1 T2

Y

A

De esta manera, el conjunto solucién de la inecuacién p(z) = 0 es
(=00, 7] U [r2, +0)
y de la inecuacién p(z) < Oes
[11,72].

Cuando A = 0, las raices son repetidas y asi 7 = —b/(2a). El conjunto solucién de la
inecuacién p(z) = 0 es Ry de la inecuacién p(x) < 0 es el intervalo degenerado {r}. Para
A < 0, el conjunto solucién de la inecuacién p(z) = 0 es R y de la inecuacién p(z) < 0

es el conjunto vacio.
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Problemas

1. Use la siguiente propiedad: Vz,y, 2,a,b,c € R,

(az + by +c2) <A/(a2 + 02+ )\ /(22 +y2 +22)  (4.1)

para demostrar que:

a) Ya, B eR, [2a8 < a® + B2].

b) Yo, 8,y R — {0}, {9<<a2+@2+y2) (;*ﬁlﬁvt)]

Solucion.

a) Sean a'y 3 dos ntimeros reales cualesquiera. Consideremos @ = y = o, * =

b= fByc=z=0al reemplazar en la propiedad (4.1, se tiene que
(aB + Ba+0) < /(02 + B2+ 02)/(8? + a* + 02),

que a su vez implica 2a8 < o + 2.
b) Sean v, By 7y tres nimeros reales diferentes de cero. Usando la desigualdad (4.1)
1

cona = o,z = —, b=,y = E,C = 7,2 = — se tiene al reemplazar y
Q

elevar al cuadrado que:

1 1 1\? 1 1 1
9= - - ) < (o 2 (o - )
<aa+ﬁﬁ+7y) (®+8 +7)(a2+52+72)

2. Resuelva la siguiente desigualdad méx {4,9 — x} = 3z + 6.

Solucién. Al resolver tendremos que analizar dos casos:

e Primero, supongamos que 9—x = 4, es decir & < 5. La desigualdad por resolver
se simplifica a la siguiente:

9—2 =3z +6,

de donde se deduce que z <

3]

. Esto implica que en este caso se resuelve en

] oo
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e Segundo, supongamos que 9 — x < 4, es decir x > 5. Luego, la desigualdad
por resolver se reduce a

4> 3r+6.

La inecuacién anterior no tiene solucidn.

Finalmente, el conjunto solucién es la unién de los dos casos estudiados, es decir que

|=2]ve]=3)

el conjunto solucién es

. Determine el conjunto solucién de la inecuacién:

x? — L :c+i<0
a2b a?

donde a? + b* = 1 y ademis min{b — a,a} > 0.

Solucién. Al usar a® + b% = 1, el polinomio cuadrdtico se factoriza de la siguiente
manera:

(AN L (@Y 1 (b1
a%b a? a?b a? a2 b/’

b 1
cuyas raices son 1y = Y2 = .
a

b
Como min{b — a,a} > 0, se tiene que b —a > 0y a > 0, lo que implica que
b > a > 0. Esto nos permite concluir que 75 < 77. Por lo tanto, el conjunto solucién

15
€S |:b’a/2:| D

. Una gran empresa de bienes raices es propietaria de 96 departamentos, los cuales pue-
den ser alquilados cada uno en $550 mensuales. Sin embargo, por cada $25 mensuales
de aumento en el alquiler de cada uno, se tendrdn 3 departamentos desocupados sin
posibilidad de ser alquilados. Si la empresa desea recibir por lo menos $54600 men-
suales, ;cudl serd el maximo alquiler mensual de cada departamento?
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Solucién. Sea x el nimero de aumentos de $25. Luego, cuando el alquiler mensual
es $(550 + 25x), se alquilan solo

96 — 3z
departamentos. Lo que recibe la empresa serd
$(550 + 252)(96 — 3x).

Si la empresa desea recibir por lo menos $54600 mensuales, entonces este dinero no
puede ser menor que $54600. Asi,

(550 + 25x)(96 — 3x)
—75x% 4+ 750z + 52800
2?2 —10x + 24

= 54600
= 54600
<0.

Al resolver esta inecuacién se tiene que € [4, 6], pero como & es un nimero natural,
los valores de & solo pueden ser 4,5, 6. Por lo tanto, la mdxima renta mensual serd

550 + 25(6) = 700 délares. O

. Laempresa A paga a sus trabajadores $10 por articulo vendido mds una cantidad fija de

$500. Otra empresa B de la competencia paga $12 por articulo y $400 de sueldo fijo.
¢ Cudntos articulos debe vender como minimo un trabajador para ganar més dinero
en la empresa B que en la A?.

Solucidn. Sea x la cantidad de articulos vendidos por el vendedor. En la empresa A
ganaria

$500 + 10z

y en la empresa B ganaria

$400 + 12z.

Para que gane mds en la empresa B debe ocurrir que
400 4 12z > 500 + 10z,

lo cual implica que > 50. Luego, el trabajador debe vender como minimo 51
articulos. D

. Un editor puede vender 14000 ejemplares de un libro al precio de $25 cada uno. Por

cada délar de incremento en el precio, las ventas bajan en 400 ejemplares.
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a) Determine el precio mdximo que deberd fijarse a cada ejemplar con el objeto de

lograr ingresos de por lo menos $350000.

b) Determine el precio al que se obtiene el maximo ingreso.

Solucion. Sea x el nimero de incrementos de un délar en el precio. El ingreso se ob-
tiene por

I = (14000 — 400x)(25 + z).
4) Dado que los ingresos deben ser de por lo menos $350000, planteamos la inecua-
cién:
(14000 — 400x)(25 + x) = 350000,

que al factorizar 400 en el primer factor se obtiene
400(35 — )(25 + =) = 400 x 875,

que a su vez se simplifica y reduce de la siguiente manera:

(35 — 2)(25 + z) = 875

—2? 4+ 10z + 875 = 875
2 —10x <0
z(x —10) <0.

Luego de resolver la inecuacién cuadritica, se tiene que
0<x<10.

Asi, para x = 10, el precio maximo es $35.

b) Al completar cuadrados sobre la expresién que determina el ingreso, se obtiene:
I = —400(x — 5)* + 360000,

de donde se deduce que este es méximo cuando & = 5, siendo el precio respectivo

de $30.
OJ

7. Justifique por qué las siguientes proposiciones son falsas:

a) Yz e R, [z — 3z + 2> 0].
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b VreR, [(2* <a2?) — (0 <z <1)].

b
¢) Va,b,z € R — {0}, [ax<b—>aﬁ< a]'

d) Vz e R, [z <5 — z? < 25].

Solucién.
a) Paraz = 1, tenemos que 17 — 3(1) + 2 = 0.
) Parax = —1setiene (—1)® = —1y (—1)> = 1. Asi =1 < 1 pero 0 « —1.
¢) Paraa = —1,b = 1y x = 1 se tiene que ax < b, pero = > 3.

d) Para x = —6 se tiene que x < 5, pero 22 > 25.

O

8. Sean a,b,c,d € R tales que a < b < ¢ < d. Determine una inecuacién cuyo
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conjunto solucién sea el conjunto:
[a,b] U {c,d}.
Solucién. Una posible inecuacién es:
(x —a)(z —b)(z —c)*(x — d)* <0.
O

. Sean a y b dos ntimeros reales tales que @ < b < (. Resuelva la siguiente inecuacién:

2 —a T +a
> .
b2 — a2 a — b2

Solucién. Es claro que b2 —a? <. Luego, al simplificar la inecuacién se obtiene:
2> —a< —(x+a),
que se reduce a la siguiente inecuacién cuadrdtica:
2
=+ x <0,
y que luego de factorizar se obtiene:
z(z+1) <0.

Por lo tanto, el conjunto solucién es | — 1, 0[. O
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10. Determine el conjunto solucién de la inecuacidn:

11.

(x —1)*"(x + 3)* <0. (4.2)
Solucién. Si x = —3, entonces se cumple la desigualdad (4.2). Luego, cuando = #
—3, se tiene que (z + 3)% > 0. Asi, la inecuacién se simplifica a la siguiente:
(x _ 1)2017 < 0

y dado que el exponente 2017 es impar, este también se simplifica y la inecuacidn se
reduce a la siguiente:
r—1<0.

De donde se deduce que el conjunto solucién es el intervalo | — 00, 1]. O

Sea p(x) € Z[z]. Sip(x — 2) = ? — Tz + 10, determine el conjunto solucién de
la siguiente inecuacién:

plx+4)—plx—4)=0.

Solucién. Con el cambio de variable y = = — 2 se tiene que
p(y) = (y+2)* = 7(y +2) + 10
=y —3y.
Luego, se aplica el siguiente cambio de variable y =  + 4 y se obtiene

plxz+4) = (z+4)> -3z +4)
= 2% + 5x + 4.

De manera similar para el cambio de variable y = x — 4 se obtiene

plr —4) = (z —4)> - 3(xz — 4)
=2? — 11z + 28.
Asi, se observa de manera inmediata que
plx+4) —plx —4) =16z — 24.
Finalmente, la inecuacién a resolver es la siguiente

162 — 24 > 0,

3
cuyo conjunto solucién es [2, 400 [ O
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12. Resuelva la siguiente inecuacién: (333 + 1)2017(:E2 — 4)2019 >0

Solucién.
(33 + 1)2017(1,2 Lo+ 1)2017(1, + 2)2019(.’E _ 2)2019 >0

Para todo = € R, se tiene que 22 + x + 1 > 0, yaque A = —3 < 0. Luego la
expresion se reduce a la siguiente:

(SIJ + 1)2017(56 + 2)2019(ID o 2)2019 > 07
cuyos exponentes se simplifican y se obtiene la inecuacién:
(x 4+ 1)(x +2)(x —2) > 0.

Por lo tanto, el conjunto solucién | — 2, —1[ U ]2, +o0]. O

Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero real x € R se define como

2| = x, siz =0
|-z, siz<O.

El valor absoluto cumple la igualdad |z| = v/x2. Por ello, es posible calcular el conjunto
solucién de una ecuacién que involucra el valor absoluto usando ecuaciones cuadréticas.

Para resolver inecuaciones que involucran el valor absoluto se puede usar la definicién,
pero en ocasiones la siguiente observacion es util. Para @ > 0 se cumple

o lz|<a < —a<z<a
e |lz|>a o z>avze<-—a

El valor absoluto cumple una propiedad muy importante llamada desigualdad triangular:
dados a, b € R se tiene que
la + b < [a| + [b].

La prueba de la desigualdad triangular no es muy complicada, y queda como ejercicio para
el lector interesado. Ademds, la demostracién puede revisarse en el libro de (Zuhiga, 2013),
ver Capitulo II, Teorema II 1.29.

Por otro lado, el valor absoluto permite definir el concepto de distancia entre dos puntos
en la recta real como sigue: dados a, b € R, la distancia entre a y b es denotada por d(a, b)
y se define como:

d(a,b) = |b—al.
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Problemas

1. Resuelva la siguiente ecuacién: 2 — |z| = /|z|.

Solucién. Debido a que toda raiz cuadrada es un niimero positivo o cero, se tiene que
2 — ’JJ| = 0, que a su vez implica ]a:| < 2. Por consiguiente, x € [—2, 2]. Por otro
lado, al elevar al cuadrado tanto el lado izquierdo como el lado derecho de la igualdad
se obtiene

|z|* — 4]z| + 4 = |z|.

La expresién anterior se convierte en la siguiente ecuacién:
|z|* — 5|z| + 4 = 0.
Factorizando por aspa simple se reescribe como:
([ = 4)(|2[ = 1) =0,

de donde se deduce que |:I:| =1lo ‘37| = 4. Como ‘37| < 2, concluimos que |$| =1
y por ende el conjunto solucién es {—1,1}. O

2. Sean a,b € R tales que a < —2y b > 2, determine el valor de verdad de cada una
de las siguientes igualdades:

a) | — 3ab| = 3ab.

3a 3a

5b|  5b

o) |2(a+2)(b—2)| =2(a+2)(2-0).
a+2
—a—2

b)

d)

-1

Solucion.

a) Falsa, pues —3ab > 0y por ende | — 3ab| = —3ab.

3 3 3
b) Verdadera, pues 5—2 < 0y por lo tanto 5—2 = —5—2.
¢) Verdadera, puesa +2 < 0y b — 2 > 0 implican que 2(a + 2)(b — 2) < 0.

Luego
12(a +2)(b—2)| = —2(a + 2)(b— 2) = 2(a + 2)(2 — b).
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d) Verdadera, pues | —a — 2| = |a + 2|.
O
3. Sean a, b, c € R tales que a > by c > a — b. Determine el conjunto solucién de la
ecuacién
|t —al+ |z —0b=c¢
Solucién. Para resolver la ecuacién debemos analizar por zonas como sigue:

e Siz > a,entonces |z —a| = x —ay|x—b| = z—b. Por lo tanto, la ecuacién
se reduce a
r—a+zr—b=c

que al despejar & se obtiene que

_a+ b+c
5 .
a+b+ec
Como — > a, tenemos que dicho valor de & es una solucién.

e Sib <z < a,entonces |t —a] = a—xyl|r—>b =z — b Porende la
ecuacién se reduce a la siguiente
a—r+xr—b=c <> a—b=c,
lo cual es una contradiccién; esto implica que en este intervalo no hay solucién
alguna.
e Sixz < b,entonces |rt —a| = a—xy|r—b| = b—x. Porlo tanto, la ecuacién
se simplifica a la siguiente:
a+b—c
a—zrz+b—z=c < T=—0—

a+b—c .
como ———— < b, tenemos una solucién.

2

Por ende, el conjunto solucién es

{a+b—ca+b+c}

2 ’ 2
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4. Justifique por qué las siguientes proposiciones son falsas:

aA)VeeR, [|—x—5|=|z|+5].

b) VreR, [|[z+5|=2 - z=-3].

) VreR, [2<0 - [z +1]=—-1—2].

d) VxeR, [[2c —5|=3 - z=4].
Solucion.

a) Paraxz = —1, tenemos que | — (—1) — 5| =4 # 6 = | — 1] + 5.

b) Parax = —7, tenemos que | — 7 + 5| = 2; sin embargo, —7 # —3.
¢) Parax = —1/2,setiene |z + 1| =1/2y -1 — 2z = —1/2.
d) Parax = 1, se tiene que |2(1) — 5| = 3, pero 1 # 4.

5. Resuelva e indique el conjunto solucién de la ecuacién
|z + 3| + |22 — 4| = 10.

Solucién. Observemos que los puntos donde se anulan los polinomios z + 3y 2x — 4
son —3 y 2, respectivamente. Luego:

e Para x < —3 se tiene que la ecuacién se reduce a la siguiente expresién:
(—z—3) + (—2z +4) = 10,

que se simplifica a

—3x+ 1 =10,
de donde z = —3, que no es solucién en el intervalo indicado.

e Para —3 < x < 2, la ecuacién se reescribe como
(x +3) + (=22 + 4) = 10,
que al simplificar se obtiene
—x+ 7 =10,

de donde x = —3.
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e Para x > 2, la ecuacidn se reescribe como
(x +3) + (22 —4) = 10,
y simplifica a la siguiente ecuacién
3x —1 =10,
deduciéndose que = 11/3.
Por tanto, el conjunto solucién es {—3, % . O

6. Sia > b > 0, resuelva la ecuacién |x + a| — | — a| = 2b.

Solucidn. Six < —a, se tiene que la ecuacidn se simplifica a:
—(x+a)+ (x —a) = 2b.

Luego, 2(a + b) = 0, lo cual es una contradiccién pues la suma de dos positivos es

un nimero positivo.

Si —a < x < a, se tiene que la ecuacién se simplifica a:
(x+a)+ (z—a) =20b.

Deduciéndose que z = .

Six > a, se tiene en la ecuacidn se simplifica a
(x +a)— (z—a) =20b.

Luego, a = b, lo cual es una contradicciéon pues @ > b. Por lo tanto, el conjunto
solucién es {b}. O

7. Resuelva cada una de las siguientes desigualdades:

a) |[4—9z| <5 e) 3z2 + 5|z —2<0

5 2x—1’>1 f |z —al > |z —b|, donde a > b.
vl 9 laf* + | > 2

o) 11]5 — 2| < 3|z + 1|

) 2x—1’<1 h) |z —3| > —1
z—2| > i) |5 — 4] < |3z + 2| + 2|z — 3|
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Solucién.

a) Utilizando las propiedades del valor absoluto tenemos

[4—9z| <5

W
|
Ne)
= A
ot

N CIN N
© |

8 ©
N8

o N 8

e
|

— —— <

N

0

8

m

|

| =

—
—_—

Luego, el conjunto solucién es [—9, 1].

b) Utilizando las propiedades del valor absoluto, tenemos

2z —1
r+1

2¢ — 1 2r —1
>1<—>x+17é0,$7>1v z
r+1 x+1

La inecuacién > 1 se resuelve de la siguiente manera:

xr +
2x — 1 2x —1
S TN )
r+1 r+1
r—2
r+1

Asi, x € |—o0, —1[ U ]2, +o0].

20 — 1
La otra inecuacién $+ 1 < —1 se resuelve como sigue:
20 — 1 20— 1
s 1T i1 <0
r+1 z+1
3
P < 0.
r+1

De donde = € |—1,0[.

< —1.

Por lo tanto, el conjunto solucién es | —c0, —1[ U |—1,0[ U |2, +ool.

¢) Utilizando las propiedades del valor absoluto tenemos
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1115 —-2z| <3|z + 1] & =3|z+ 1] <11(6 — 2z) < 3|z + 1|,
es decir que debemos resolver las siguientes inecuaciones a la vez
=3z + 1| <11(6 —2x) A 11(5 — 2z) < 3|z + 1].

La primera se resuelve de la siguiente manera:
11
=3lz+1| <11(6 —2z) & |z + 1| > 3(2.%—5)

11 11
<—>$+1<*§(2$*5)\/$+1>f(2$*5)

3
52
Sr< —ve<-—
25 19

b
19

Para la segunda inecuacién se procede como sigue:
11
116 —2z) < 3|z + 1] < |z + 1| > 3(5—233)

11 11
<—>$+1<—§(5—2aj)vx+1>3(5—23:)

> > —VI> 2
19 25
52
Luego, el conjunto solucién es ] @, o8 [
25719
d) Utilizando las propiedades del valor absoluto tenemos:

22 —1

T —2

Luego, la desigualdad del lado derecho se resuelve de la siguiente manera:
22 — 12 < |z —2)?

4o —4x + 1 2 _4x+4

3z? -3

‘<19x7é2/\2m—1|<|1‘—2|.

/

8
== O R

INCINCIN N

El

174



e)

f)

2

h)

Ejercicios de matemdticas bdsicas

Por lo tanto, el conjunto solucién es el intervalo [—1, 1].

Primero notemos que

322 + 52| — 2 < 0 < 3|z|* + 5[z — 2
< (3lz| = 1)(|z] +2) <O.

Ahora, desde que |z| + 2 > 0 para todo x € R, la tltima desigualdad es
equivalente a la siguiente 3|z| — 1 < 0. En consecuencia, el conjunto solucién

11
es 33

Se procede primero a elevar al cuadrado, y seguido a formar una diferencia de
cuadrados, es decir
|z —a| > |r —b| < (z —a)® > (x — b)?
o (z—a)X—(r—0)*>0
o (2z—a—-0b)(b—a)>0.
Como a > b, se tiene que b — a < 0, lo que a su vez implica que la tltima

desigualdad se reduce a

2r—a—b<0.

a+b
5|

Luego, se deduce que el conjunto solucién es ] —00,
Se procede como sigue:

2 + |z| > 2 o |z + 2] —2> 0
< (lz] +2)(|z[ = 1) > 0
o |z| >1
er>1ve<-1
Asi, el conjunto solucién es | — 00, —1[U]1, +0].

Se sabe que el valor absoluto de un niimero es no negativo, es decir | — 3| = 0.
También se sabe que 0 > —1, luego por transitividad tenemos

VreR, [Jlz—3]>—1].
Por consiguiente, el conjunto solucién es R.

175



Desigualdades

i) Primero se observa que:
S5z —4 = (3z 4 2) + (22 — 6).
Luego, al aplicar la desigualdad triangular, se obtiene que

|bz — 4] = [3x + 2 + 22 — 6]
< |3z + 2| + |22 — 6].

Por lo tanto, el conjunto solucién es R.

8. Partiendo de la siguiente propiedad:

Va,y e R, [zy < |z|lyl], (4.3)

demuestre que Vo, y € R, [ ||| — |y|| < |z —y]| ].

Solucién. Para cualesquiera x,y € R, de la propiedad (4.3), se tiene que
—2|z|ly| < =2y,
que a su vez implica
a? +y° = 20zlly| <2 +y* - 2uy,
es decir (|z| — |y|)* < (x — y)?. De donde se deduce que
| = [yl < = —yl.

O

9. Al cierre del primer semestre del presente afio, el ingreso (), percibido por cada em-
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presa exportadora de espdrragos en el Pert, satisface la inecuacién
6 5
|z — 2 x 10°] <3 x 10°.

Si se sabe que Green Pertt SAC alcanzé el mdximo ingreso en este periodo y que So-
ciedad Agricola Virt obtuvo el minimo, determine los ingresos obtenidos por las dos
empresas mencionadas.



10.

11.
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Solucién. De la inecuacién |x — 2 x 106| < 3 x 10° obtenemos
—3x10° <z —2x10° <3 x 10°,

de esto se tiene que
1.7 x 10° < 2 < 2.3 x 10°.

Luego los ingresos obtenidos por Green Pertt SAC ascienden a 2.3 millones de ddlares
y los ingresos obtenidos por Sociedad Agricola Vird a 1.7 millones de délares. O

El didmetro ideal de una almendra para ser seleccionada como de exportacién es de
0.5 cm, pero se aceptan aquellas que estén dentro de los limites de tolerancia que son
de 0.480 cm y 0.520 cm, inclusive. Exprese estas condiciones para el didmetro de una
almendra con respecto al didmetro ideal, usando el valor absoluto.

Solucién. Sea d el didmetro de una almendra seleccionada para exportacién. Como
los limites de tolerancia son de 0.480 cm y 0.520 cm, se tiene que:

0.48 <d<0.52
y cuando comparamos con el didmetro ideal, se obtiene:

—-0.02 <d—-0.5<0.02.

Luego, al usar el valor absoluto se tiene la siguiente expresién:

|d — 0.5 < 0.02.
O
. , . . . ., =50 3
En cierto pais, una moneda es declarada falsa si se verifica la inecuacién =5

donde x es el nimero de caras obtenidas al lanzar 100 veces la moneda al aire. ;Para
qué valores de  la moneda no es falsa?

Solucién. Para que una moneda no sea declarada como falsa se debe cumplir

3
< —.
10 2

x—50‘
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Al usar propiedades del valor absoluto se tiene que

$—50‘ 3 3 _x—-50 3

< = —— < <

10 2 2 10 2
— —-1l5<x—-50<1
— 35 < x < 65.

5

Por lo tanto, los valores de = para que la moneda no sea falsa son 36, 37,...,64. [

12. Dados a, b, ¢ € R, tales que d(a, b) = d(a,c) +d(c,b), a # cyb # ¢. Demuestre
que la inecuacién cuadrdtica

2* — (a+b)z +ab<0 (4.4)

posee solucién.

Solucién. De la definicién de distancia en R se tiene que
d(a,b) = d(a,c) +d(c,b) =|a—b| =|a—c|+ |c—1D|.

Si denotamos poru = a — cyv = ¢ — b, entonces u + v = a — b. Por lo tanto, la
hipétesis es equivalente a que

lu + v| = |u| + |v].
Al elevar al cuadrado ambos lados se tiene que

(u+v)* = (ful + |v])?
u? + 2uv + v? = u® + 2uv| + v?

uv = |uv|.

Esto implica que uv = 0, es decir (a — ¢)(c — b) = 0. De los datos se tiene que
(a — ¢)(c — b) > 0, que operando y agrupando obtenemos

> —(a+b)e+ab<0.
Por lo tanto, se observa que ¢ es una solucién de la inecuacién (4.4). O
13. Determine el (o los) valor(es) de @ € R de forma que la ecuacién en x:
|x —a| + |z + a| = |z]
tenga conjunto solucién no vacio.
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Solucién. Al aplicar la desigualdad triangular a los nimeros © — a y « + a se tiene que

22| = |(z —a) + (x4 a)| < |z —a| + |z + a.

Luego, |2z| < |z| y esto es equivalente a |z| = 0, de donde x = 0. Pero si reempla-

zamos este valor en la ecuacién inicial obtenemos
| —al| + |a] =0,

de donde se deduce que @ = 0. Asi, para que la ecuacién tenga conjunto solucién no
vacio, a debe tomar el valor de cero. O

14. Demuestre cada una de las siguientes proposiciones:
a) Ya,b,ce R[d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)].
b) Ya,ce R[d(|al,]|c|) < d(a,c)].
Solucién.
a) Por la desigualdad triangular se tiene que
la—cl=la—b+b—c|<|a—0b+]b—|

Asi, por definicién de distancia se sigue que d(a, ¢) < d(a, b) + d(b, c).

) De la desigualdad triangular se tiene que
la] =[(a—¢) + e[ < la—cf + ]
y de igual forma
lc] = [(c = a) + a| < |c—al + a].
Desde que |a — ¢| = |¢ — a se tiene que
—la—cf <la] = e <la—c],

es decir ||a| — ||| < |a — ¢|. Por lo tanto, d(|al, |c|) < d(a, ).

15. Dado k& > 0, se define la relacién
R, ={(x,y) eRxR: |z —y| <k)}.
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a) Sean k 'y s nimeros positivos, pruebe quessi (z,y) € Ry y (y, 2) € R;, entonces
('T’ Z) € Rk+s-

) Pruebe que
ﬂsz{(:c,y)eRxR: x =y}

k>0
Solucion.

a) Si(z,y) € Ry (y,2) € R, entonces |z —y| < ky |y — 2| < s. Luego, por
la desigualdad triangular se tiene que

z—zl=|(x—y)+y—2)|<|z—yl+|ly—z|<k+s,

es decir (z, 2) € Ry ys.

b) Sea (a,b) € {(z,y) € R x R: x = y}, es decir a = b, notemos que para
cualquier k > 0 se tiene |a — b| = 0 < k. Esto significa que Vk > 0, (a,b) €
Ry,. Asi, hemos probado que {(z,y) e R x R: = =y} < (),-, Rx.

Ahora, si existe (a,b) € (), , Rk tal que (a,b) ¢ {(z,y) e RxR: z =y},
entonces |a — b| > 0. Asi, en particular (a,b) € Rj,_y|. Pero esto significaria

que |a — b] < |a — b), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, ocurre la

igualdad entre los conjuntos.

O

16. Justifique por qué son falsas las siguientes proposiciones:
) Vae R, VxeR, [22>a < a<z].
b) Ya,be R, [|a| < |b] — a<b].
o) Va,beR, [a<b — la|] < |b]].
d) Ve,ye N, [z +y<2 - zy<2].

¢) Lainecuacién v/ 22 — x > 0 no tiene solucién.

f) VeeR—{0}, [|2* — 1| < 2?]

Solucion.

a) Paraa = 1yx = —2, se observa que (—2)2 =4 > ly\/I: 1> -2
b) Paraa = —1yb = —2,setiene que | — 1| < | — 2| pero —1 > —2.
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¢) Paraa = —2yb = —1,se cumple que —2 < —1y | — 2| > | — 1].
d) Paraz =3 ey = 1,setienequey/3+1=2<2;pero3 x 1 =3 > 2.

e) Parax = —1, se tiene que 4/(—1)? — (1) = V1+1=2>0,es decir
x = —1 es una solucién de la inecuacién.
3 1\’
=->(=).
4 2

o)

Determine el producto de las soluciones enteras de la inecuacién:

3r — 22 > —/2.

f) Parax = 3, se observa que

1
2

Solucién. Por la restriccién del radical se tiene que 3z — 22 = 0, es decir:
3z —2°=0< z(z—3) <0,

lo cual implica que x € [0, 3]. Asi, el conjunto solucién es el intervalo [0, 3]. Por lo
tanto, las soluciones enteras son 0, 1, 2 y 3, cuyo producto es 0. O

Determine la suma de soluciones enteras de las inecuaciones:

2 <2 < 2?4+ 1.

Solucién. La inecuacién 22 < 2z se resuelve como sigue:
7 <21 o x(r—2) <0,

de donde = € [0,2]. De igual forma, la inecuacién 2x < x? + 1 se resuelve de la
siguiente manera:

r<aP+lo0<a?—2x+1
« 0<(x—1)3%

de donde x € R — {1}. Luego, el conjunto solucién es [0, 2] — {1}. Por lo tanto, la
suma de soluciones enteras es 2. O

;Para qué valores de k, la inecuacién cuadrdtica
k—1
k=3l +2x+|——| >0
| | 3

tiene conjunto solucién igual a R?
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Solucién. Primero se observa que k — 3 # 0, por lo que k € R — {3}. Ahora, como
el conjunto solucién es R y |k — 3| > 0, se debe cumplir que el discriminante del
polinomio cuadritico es negativo, es decir
k—1
22—4|k—3|’k—3‘ <0eod—4k—1<0

<—>1<]k—1‘
—l<k—-1v k-1<-1
—k>2 v k<.

Por lo tanto, k €] — o0, 0[U]2, +oo[—{3}. O

Miximo entero

El méximo entero de un nimero real z se puede definir como [z] = n € Z donde n
satisface
n<r<n-+l

La funcién méximo entero [-] : R — Z en ocasiones es llamada también Sfuncion suelo. Se
puede mostrar que un numero I es entero si y solo si [[x]] = .

Problemas

1. Demuestre la veracidad de la siguiente proposicion:

VzeR, ¥neN, [ [2] - H[[z]]ﬂ ]

Solucién. Como [z] < x, para cualquier z € R, se tiene que
[z] = x x
n n n n

para cualquier 7 € N. De la primera desigualdad se deduce que

] < 2

De la segunda se deduce que n [{EH < 2. Luego, del hecho que n Hgﬂ € 7Z, se
n n

T T T
obtiene n [[—H < [x], esto a su vez implica [[—ﬂ < L Nuevamente, del hecho
n n n

182



Ejercicios de matemdticas bdsicas

que [[E}] € Z se deduce
n

212

Por lo tanto, de y (@.0), se tiene que HMH - [[E]] ’ -
n

n

. Demuestre que:
VeeR, VnelZ, [t +n] = [z] +n].
Solucién. Como [z] < x < [z] + 1, sumando n en cada lado, se tiene lo siguiente
[z] +n <z +n<([z] +n) + 1.

Como n € Z, se observa que T + n estd entre dos enteros consecutivos. Por lo tanto,
[z +n] = [=] + n. O

. Indique la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones:

) VeeR, [0<z—[z] <1].

by VreR, [[z] 20—2=0].

o) Vr,yeR, [z <y—[z] <[y]]

d) Yo,y e R, [ [z +y] < [z] + [v] ]

o Ve,y e R, [[x+y] = [zl +[v] v [z +y] =[z] + [y] +1]
A VeeR, [([#] +1)° = a2+ 2[«] + 1].

g VeeR[[z]<1l - 0<z<1].

h) Va,y € Q, [yl = [=][y] 1.

) oy eR, (ol =yl — [l=]l = 1]l ]

Solucion.

a) Verdadera, por definicién de madximo entero, se tiene que [z] < z < [z] + 1,
lo cual despejando correctamente se obtiene

0<z—[z] <1.
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b) Verdadera, pues [z] < zy 0 < [z].

¢) Falsa, pues el contracjemplo consiste en tomar z = 0.1, y = 0.2. En efecto,
notemos que < y vy [x] = [y] = 0. Asi, no satisface que [z] < [y].

d) Falsa, pues parax = 0.1, y = 0.9 no se verifica la veracidad de la proposicién.
En efecto, notemos que [z + y] = 1 « [=] + [y] = 0.

¢) Verdadera. Para todo x e y en R, se tiene la siguiente propiedad:
[zl <z <[a]+1y [yl <y <[yl +1.
Luego, paratodo z e y en R,
[z] +[y] <z +y < [z] + [y] + 2.
Expresando las desigualdades convenientemente, obtenemos lo siguiente:
[2]+[v] < 24y < [2]+[y]+1 v [2]+[y]+1 < z+y < [2]+[y]+2
Luego [z +y] = [z] + [y] v [z +y] = [=] + [v] + 1.

1

f) Falsa, pues para z = 5 tenemos que:

(B -es- ol

g) Falsa, pues para z = —2, se tiene que [z] = -2y x ¢ [0, 1].
h) Falsa, pues para x = y = 3/2, se tiene que [zy] = 2, pero [z][y] = 1.
12| =

i) Falsa, pues parax = 1/2 ey = —1/2, pues,
[[1/2]] = 0# 1 = [[-1/2]].
O

4. Sea la relacién R = {(z,y) € R x R : [z] = [y]} © R x R. Pruebe que si
(z,y) € Ry (y, 2) € R, entonces (z, z) € R.

Solucién. En efecto, si (x,y) € Ry (y,2) € R, entonces [z] = [y] v [y] = [=]-
Esto implica [x] = [z], es decir (z, 2) € R.

5. Resuelva la siguiente desigualdad: |x — |a:|‘ > ’:U —-1- [:L‘]H
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Solucién. Como || = zy [x] + 1 > x, se tiene que

lz—|z||=|z—1-[2]| & 2| —2=>1+[2] — =
o |z| =1+ [z].

Si z = 0 entonces = [x] + 1, lo que nos da una contradiccién. Ahora, si z < 0
entonces [[:L‘ﬂ < —1. Esto asuvez implica que [[:Eﬂ +1<0, pero como T < 0 se
cumple que || > 0. Por lo tanto, el conjunto solucién es el intervalo | — 00, 0[. [

6. Resuelva la siguiente igualdad:
[[.CE - a]] =a,

dondea € R — Q.

Solucién. La igualdad [[LL“ — a]] = q implica que a € Z, pero por dato a € R — Q.
Por ende, no existe solucidn. O
Conjuntos acotados
Un conjunto no vacio A < R es acotado superiormente si
M eR, Yz e A, [z < M].

A dicha constante se le denomina cota superior. Andlogamente, un conjunto no vacio es

acotado inferiormente cuando
dIM eR, Yz e A, [x > M]

y a dicha constante se le denomina cota inferior.

Problemas
1. Sea A < R un conjunto acotado superiormente. Pruebe que el conjunto:
B={xeA: 2*% +2*% <1}

(&) acotado superiormente.

Solucién. Por definicién del conjunto B se tiene que B < A. Como A es acotado
superiormente, existe M € R tal que z < M paratodo x € A, en particular v < M
para todo = € B. Por lo tanto, B es acotado superiormente. O
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2. Analice el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
a) Si B no es acotado superiormente y B C A, entonces A es acotado superior-
mente.
b) Si A es un conjunto finito, entonces es acotado superiormente.

¢) Si Aesun conjunto infinito, entonces no es acotado superiormente.

Solucion.

a) Falsa, pues el conjunto de ntimeros naturales N no es acotado superiormente y
N < R; sin embargo, R no es acotado superiormente.

b) Verdadera, si A es un conjunto finito, entonces basta tomar el mayor de sus

elementos y este serfa una cota SLlpCI‘iOI‘.

¢) Falsa, por ejemplo el conjunto A = [1, 2] es infinito y acotado superiormente.

O

3. Pruebe quesi A R esacotado superiormente, el conjunto B = {—a € R: a € A}

es acotado inferiormente.

Solucién. Si A es acotado superiormente, entonces existe M € R tal que para todo
a € A se tiene que a < M; o equivalentemente —a > —M. En otras palabras
—M < b, para todo b € B. Por lo tanto, B es acotado inferiormente. O

4. Muestre que el conjunto N no es acotado superiormente probando la siguiente afir-
macion:
VMeR,IneN, [M <n].

Solucién. Como nos dicen que M es cualquier ntumero real, tenemos que:

e Si M < 1 entonces basta considerarn = 1 € N.

e Si M > 1, aplicamos la propiedad de mdximo entero que nos dice que
[M] <M <[M]+1

pero desde que M > 1 entonces [M] > 1, de donde existen = [M]+1 € N
tal que M < n.

O
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Valores extremos

Para definir el supremo y el infimo de un subconjunto de los nimeros reales es necesario
primero formalizar la idea de mdximo y minimo de un conjunto.
El méximo de un conjunto no vacio A < R es un niimero real m = max A que cumple

la siguiente condicion:
meA A VzeA [z<m]

El minimo de un conjunto no vacio se define andlogamente. En este dltimo caso m =
min A cuando
meA A VzeA [z=m]

Para un conjunto no vacio A y acotado superiormente, el conjunto de cotas superio-
res es denotado por CotSup A. Para un conjunto acotado inferiormente B, el conjunto de
cotas inferiores es denotado por CotInf B. Es posible probar que para A considerado ante-
riormente CotSup A es acotado inferiormente y posee un minimo. Andlogamente para B,
se puede probar que CotInf B es acotado superiormente y posee un méximo. El supremo
de A es la menor de las cotas superiores, es decir:

sup A = min CotSup A.
El infimo de B es la mayor de la cotas inferiores, esto es:

inf A = max CotlInf A.

Problemas

1. Sea A =] — 00, 2|, pruebe que sup A = 2.

Solucién. No es complicado notar que 2 es una cota superior de A. Luego,

sup(4) < 2.
A)+2
Sisup(A) < 2, entonces sup(A) < sup(2)—|— < 2. Asi, se tiene que
sup(A) + 2 A
2
siendo esto una contradiccién. Por lo tanto, sup(A4) = 2. O
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2. Demuestre que el supremo dC un COl’lelIltO acotado superiormente es unico.

188

Solucién. Sea A un conjunto acotado superiormente y supongamos que S; y Ss son
supremos de A. Nuestro objetivo serd mostrar que S; = S, lo que probaria que el
supremo es unico. Como S es una cota superior, Sy < S (ya que Ss es la menor de
las cotas superiores). Andlogamente se tiene que S; < Ss. Por lo tanto, S1 = Sy, [

1
. Demuestre que el infimo del conjunto A = {f i ne N} es 0.

n

Solucién. Es ficil ver que 0 es una cota inferior del conjunto A, pues para todo n € N
se cumple

1
0<—.
n

1
Asi, 0 < inf(A) < —, paratodon € N. Si 0 < inf(A), entonces se tiene que
n

1
inf(A)

n <

para todo n € N. De donde el conjunto de los niimeros naturales es acotado, lo que
nos da una contradiccién. Por lo tanto, inf(A) = 0. O

. Sean A, By C conjuntos no vacios acotados superiormente. Si se cumple que

Vae A,Wbe B, 3ceC, [a+b<c].

Pruebe que
sup(A) + sup(B) < sup(C).

Solucién. Dado que, para todo a € Ay todo b € B, existe c € C' tal que
a+b<c<sup(C),

la tltima desigualdad es por la definicién de supremo del conjunto C'. Asi, hemos
probado que

Vae A, Ybe B, [a+b<sup(C) |. (4.7)
Por otro lado, para cada b € B, de se tiene que
Vae A, [a <sup(C)—b]
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es decir sup(C') — b es cota superior de A. Luego,
sup(A4) < sup(C) —b.
Ahora, dado que b € B fue aplicado de manera arbitraria, hemos probado que
Vbe B, [b<sup(C)—sup(A)],
es decir, sup(C') — sup(A) es una cota superior del conjunto B. Asi,
sup(B) < sup(C) —sup(A).

Por lo tanto,

sup(A) + sup(B) < sup(C).

O
. Determine el maximo entero del supremode A = {z e R: z? —x — 1 < 0}.
Solucién. El conjunto A resulta ser el conjunto solucién de la inecuacién
2 —x—1<0.
En ese sentido, se procede a resolver la inecuacién como sigue:
1\* 5
Porx—1<0+ ——) —=-<0
‘-z z-5 1
1| /5
o |lz-Z|<—
2 2
1-+/5 L+ V5
2
1—+5 14+4/5 1++/5
Deduciéndose que A = 2\/7, Q\f [ Luego, sup(4) = 2\f. Por lo
tanto, [sup(A4)] = 1. O

. Determine la suma del infimo y supremo del conjunto solucién de la siguiente inecua-
cion:
||z + 1] — 2]
— =1
1 —|z]
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190

Solucidn. A partir de la inecuacidn, se tiene la siguiente restriccion:
1—|z| >0,

luego —1 < & < 1. A partir de esto, se deduce que |z + 1| = = + 1.

Ast, la inecuacién inicial queda como:

-1
el
1 — [z
Notemos que |z — 1| = —z + 1, luego

—r4+1=>1—|z|= 2 <|z|

La dltima inecuacién cumple para todo € R. De donde el conjunto solucién es el

intervalo ¢ = |—1, 1] y por consiguiente inf (%) + sup(¢) = -1+1=0. O

. Determine el infimo y supremo del conjunto:

A={zeR: z—x <6 v Va2 —3r—4 < —x}.
Solucidn. Se observa que la desigualdad
Va2 -3z —4< -z (4.8)
tiene como restriccion:
?—3r—-4=20< (z—4)(z+1) =0,

y ademds —z = 0, es decir z < 0. Asf, €] — 00, —1]. Luego, la desigualdad

se resuelve de la siguiente manera:

V2 =3z —4< —x o 2?2 —3r — 4 < 22
4

<> = ——.

3

4
De donde x E[ 3 —1].
Por otro lado, la inecuacién

z—+/x <6 4.9)
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tiene como restriccion a z = 0, debido a la raiz cuadrada. Luego, la inecuacién (4.9)
se resuelve como sigue:

r—/x—6<0
(Vz)? =z —6 <0
(Vo +2)(Vr —3) <0.

Como /= + 2 > 0, se tiene que la inecuacién anterior se reduce a
VT —3<0 < x<3.
Por lo que z € [0, 9].
Finalmente, el conjunto A es igual a [ — %, - 1] u[0, 9] y por consiguiente inf(A) =

4
—37 sup(A) = 9. O
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