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Prélogo

El objetivo de esta publicacidn es contribuir a la preparacién de los alumnos del curso
de Matemdticas I de la Universidad del Pacifico para sus evaluaciones. Por ello, este texto se
concentra en la primera unidad did4ctica del curso y recopila los enunciados y soluciones
de los problemas de evaluaciones pasadas, los cuales han sido agrupados en funcién de los
temas que se dictan en cada clase y del orden cronoldgico. Los enunciados y las soluciones
han sido separados para que el alumno pueda intentar resolverlos por su cuenta antes de leer
la solucién. Cada capitulo contiene un pequefo resumen de la teorfa necesaria para resolver
los problemas propuestos. El tltimo capitulo contiene las soluciones a todos los problemas
planteados.

Esta publicacién complementa el texto (Zanigal [2013) y las clases del curso. Todas las
definiciones y notaciones usadas se encuentran en el texto mencionado anteriormente. Otras
fuentes que pueden ser consultadas son (Pughl [2002), (Halmos, 2017), (Cotrina, 2015),
(Stewart, Redlin, & Watson, [2011), (Sullivan} 1997) y (Sydsaeter & Hammond}|1996).

Deseo agradecer al equipo de profesores y jefes de prictica que han contribuido durante
muchos afos en la elaboracién de evaluaciones, y en mantener la excelencia educativa de los
cursos de primeros afios de matemdticas de esta casa de estudios. También deseo agradecer a
Elmo Calatayud por el apoyo en la recopilacién y edicién de este texto.

Lima, diciembre de 2021
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Nomenclatura
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—p
PAgq
pVq
pY¥q
pP—q
p<rq
P=q
Py,...

Vo
dx
Az

Negaci6n de la proposicién p
Conjuncién: py q

Disyuncién: p o q

Disyuncién exclusiva: O p o q
Condicional: Si p entonces q
Bicondicional: p si y solo si ¢
Equivalencia: p es equivalente a q

, P, Q@ Argumento compuesto por las premisas P, . . .

y la conclusién @
Para todo x

Existe al menos un «
Existe solo un x
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AUB
ANB
AC
AAB
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n(A)
dom R
ran R
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Interseccién de Ay B
Complemento de A
Diferencia simétricade Ay B
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Conjunto vacio

x pertenece al conjunto A
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A se encuentra estrictamente incluido en B
Nuamero de elementos de A
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Rango de la relacién R
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Niimeros Reales

N El conjunto de los nimeros naturales
Z El conjunto de los nimeros enteros

Q El conjunto de los ntimeros racionales
R El conjunto de los ntiimeros reales
méx{a, b} Méximo entre los nimeros reales a y b
min{a, b} Minimo entre los ntimeros reales a y b
sup A Supremo del conjunto A

inf A Infimo del conjunto A

[x] Méximo entero de

Intervalos y Valor Absoluto

[a, b] Intervalo cerrado desde a hasta b
la, b] Intervalo abierto desde @ hasta b
|| Valor absoluto de =






1
Argumentos y Cuantificadores

Argumentos

Un argumento es una lista de proposiciones P, P, ..., P, llamadas premisas y una
proposicién () llamada conclusién. Un argumento se denota simbdlicamente por

PP, .., P, FQ.

La nomenclatura utilizada anteriormente es un ejemplo del lenguaje légico formal. En los
ejercicios usualmente se necesita traducir un enunciado escrito en la forma de un pérrafo o
lenguaje coloquial al lenguaje légico formal o viceversa. Para ello es necesario establecer un
diccionario al inicio del ejercicio que permita esta traduccién. Por ejemplo, el siguiente es
un argumento en lenguaje coloquial:

Si hoy llueve, el piso se moja. Hoy tuvimos
luvia. Por lo tanto, el piso estd mojado.

Si se establece el siguiente diccionario:

p = “Hoy llueve”

g = “el piso estd mojado”
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Entonces, la traduccién del argumento al lenguaje 16gico formal serd

p—q,pkq

Un argumento es védlido cuando la veracidad de las premisas implica la veracidad de la
conclusién. Es posible entonces usar herramientas de légica proposicional para demostrar la
validez o invalidez de un argumento. Una de dichas herramientas es el siguiente teorema:

Teorema 1.1. El argumento Py, Ps, ..., P, &= Q) es vdlido si y solo si la proposicién
PANPAN---ANP,—Q
es una tautologia.

Es importante resaltar que los argumentos pueden ser vélidos o invilidos, mas no verda-
deros o falsos, dado que un argumento es una lista de proposiciones y no una proposicién en
si. Parte de esta confusién se puede dar debido a la proposicién en el teorema anterior que
conecta estos conceptos.

Cuantificadores

Una variable es un simbolo que representa un miembro no especificado de una coleccidn.
La variable también es llamada “incégnita’ y usualmente se denota por letras como “x”.
La coleccién a la cual pertenece dicha variable es llamada conjunto universal y sirve como
contexto del ¢jercicio que se estd estudiando. Usaremos predicados sobre la variable -, como
por ejemplo propiedades de x. Con frecuencia se usa la notacién P(x) para sefialar que
tiene la propiedad especificada por P. El predicado P(x) no es una proposicién, ya que & no
estd especificada, y por ello P(z) no puede ser verdadero o falso hasta que se especifique el
valor de x.

Los cuantificadores nos permiten construir una proposicién usando variables y predica-
dos. El cuantificador universal se define como la expresién “Para todo ...” y se denota por
V. El cuantificador existencial se define como la expresién “Existe ...” y se denota por 3.
En términos de proposiciones tenemos

Va € C,[P(z)] = P(a) paratodo a en C.
dz € C,[P(z)] = P(a) para algin a especifico de C.

Si no es cierto que todos los miembros de una coleccién cumplen cierta propiedad, en-
tonces debe ser cierto que al menos uno de ellos no cumple dicha propiedad y viceversa. Esto
quiere decir que los cuantificadores universal y existencial son opuestos el uno del otro. Esta
idea se formaliza en la siguiente proposicién:
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Proposicién 1.1. Para toda coleccion C' y predicado P tenemos
-(Vz € C,[P(z)]) = 3z € C,[-P(x)],
—(3z € C,[P(x)]) =Vx € C,[-P(x)].

En ocasiones es necesario determinar si todo miembro de una coleccién tiene cierta pro-
piedad. En términos de l6gica formal, se pide demostrar que

Vo e C, [P(x)].

Cuando esto no es cierto, la proposicidn anterior dice que se debe encontrar por lo menos
un elemento @ € C' tal que = P(a). Dicho elemento que prueba la falsedad del enunciado
original es llamado contraejemplo.

Cuando se quiere decir que existe un tinico x+ € C que satisface la propiedad P, se
escribe entonces

Az e C,[P(x))].

El cuantificador 3! es llamado cuantificador existencial dnico. El opuesto =3! significa que
no existe un tnico elemento con cierta propiedad; eso quiere decir que existen al menos dos
elementos o ningtin elemento con dicha propiedad.

Es posible considerar proposiciones que requieren de mds de un cuantificador, y por lo
tanto mds de una variable. En el caso de dos cuantificadores, las opciones posibles y sus
significados son los siguientes:

o Vx € U,Vy € V,[P(x,y)]: Para todo elemento de U y todo elemento de V/, se
cumple la propiedad P.

e Vz € U,Jy € V,[P(x,y)]: Para todo elemento de U existe al menos un elemento
de V' que cumple la propiedad P.

e dx € U,Vy € V,[P(x,y)]: Existe al menos un elemento de U tal que para todo
elemento de V' se cumple la propiedad P.

e Jz € U,3y € V,[P(x,y)]: Existe al menos un elemento de U para el cual existe al
menos un elemento de V' que cumple la propiedad P.

La negacién de estas proposiciones sigue un patrén similar al visto anteriormente. Por
ejemplo
(Vo € U,y € V,[P(a,y)]) = Jv € U, ¥y € V, [-P(a,y)]
De forma similar se puede deducir la negacién del resto de casos.

El tratamiento para proposiciones con mds de dos cuantificadores es una extensién natural
de los ¢jemplos vistos anteriormente, incluidas las negaciones.



Argumentos y Cuantificadores

Problemas

1. (2012-1 PC1-1) Dado el siguiente cuadro:

Nombres Carrera Univ. Pasatiempos
Miguel Arquitectura Cine, Danza
Josue Derecho Cine, Natacién
Nicole Medicina Cine, Danza, Natacién
Erick Literatura Cine, Danza, Natacién
Karin Fisica Cine

denotamos por A el conjunto de personas en la primera columna, B denota el con-
junto de carreras universitarias en la segunda columna, y C' denota el conjunto de
pasatiempos en la tercera columna, donde la lectura serd, como ejemplo, “Miguel es-
tudia arquitectura y tiene como pasatiempos cine y danza”. Sea P(x,y) = “x estd en
la carrera universitaria y” y Q(z, 2) = “x tiene 2z como pasatiempo”.

a) Traduzca el siguiente enunciado al lenguaje coloquial (es decir, en palabras y sin
mencionar variables) y determine si es verdadero o falso:

Ve e A3y € B, [P(z,y)]

) Enuncie el opuesto de la siguiente proposicién en el lenguaje de légica formal.
:Dicho opuesto es verdadero o falso?

Ve e A, 3z € C, [Q(z, 2)]

¢) Traduzca al lenguaje de légica formal el siguiente enunciado: “Existe una tnica
persona en la lista que tiene exactamente un pasatiempo”.

2. (2012-1 PC1-3) En el siguiente pérrafo se tiene un argumento:

“Las empresas que exportan y abastecen al mercado interno se beneficiardn si el délar in-
crementa su valor. Si dichas empresas no se benefician, entonces el Estado no recaudard
suficientes impuestos. Sin embargo, el MEF ha proyectado que este afio o el délar subird de
valor o el Estado recaudard suficientes impuestos. Por lo tanto, las empresas que exportan y
abastecen al mercado interno se beneficiardn.”

a) Use la notacién introducida en clase para expresar el argumento en su forma
l6gica formal estableciendo primero un diccionario.

10
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) Determine si el argumento es vélido o no. Justifique su respuesta.

3. (2013-0 PC1-1)

a) Indique la definicién de disyuncién exclusiva.
b) ;Cudl es la relacién entre disyuncién exclusiva y bicondicional?

¢) Escriba la negacién de la siguiente proposicién sin negar proposiciones compues-
tas: “Estas vacaciones viajo a New York si y solo si saco excelentes notas en este ciclo y
no me matriculo en el ciclo de verano”.

4. (2013-0 PC1-4) A continuacién se tienen dos proposiciones.
o “Si las elecciones son maniana y hay empate técnico, entonces se convoca a nuevas
elecciones”.

o “Si no se convoca a nuevas elecciones, entonces no hay empate técnico o las elecciones

no son manana’ .

a) Use la notacién introducida en clase para expresar ambas proposiciones en su
forma légico formal estableciendo primero un diccionario.

b) Justifique si las proposiciones dadas son o no equivalentes.

5. (2013-0 PC1-5) En el siguiente pdrrafo se tiene un argumento:

“Senambhi aconseja que si las personas de la region Junin usan bloqueador no sufririn las
consecuencias de la alta radiacion que se registra en la zona. Una encuesta muestra que
algunas personas de avanzada edad de la region usan bloqueador. Por lo tanto, no todas las

personas de la region sufrirdn las consecuencias de la radiacion.”

a) Use la notacién introducida en clase para expresar el argumento en su forma

l6gico formal estableciendo primero un diccionario.

) Determine si el argumento es valido. Justifique su respuesta.

6. (2013-1 PC1-3)

a) Brinde la definicién de inferencia.

11
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) Indique la definicién de los cuantificadores universal y existencial.
¢) ;Cudndo dos proposiciones P, () son equivalentes?

d) Niegue los siguientes enunciados sin hacer uso de la negacién de proposiciones

compuestas ni condicionales.

HDVMeR, INER, [M>0ANN>0ANzeERAT>N) —
f(z) > M].
i) Ir eR,[x <O0ANz>0Ax #0)].

7. (2013-1 PC1-5) En el siguiente pdrrafo se tiene un argumento: “En la premiacion del
Oscar, si un participante es despz'smdo, entonces no es entretenido. Si un participante gana
el Oscar, entonces no habla ininterrumpidamente. Todos los que no resultan entretenidos
hablan ininterrumpidamente. En conclusion, existe una persona en la premiacion que es
despistada y recibe el Oscar”.

a) Use la notacién introducida en clase para expresar el siguiente argumento en su
forma légica formal estableciendo primero un diccionario

b) Determine si el argumento es vélido o no. Justifique su respuesta.

8. (2013-1 EP-2)

a) Sea U el conjunto de funciones que se estudian en Mate 2, P(f) = “f es dife-
renciable” y Q(f) = “f es continua”. En Mate 2 se demuestra que

vfeU, [P(f) — Q(f)]

Encuentre una expresién equivalente a la negacién del reciproco sin usar con-
dicionales y sin negar proposiciones compuestas. Exprese dicha proposicién en
lenguaje coloquial.

b) Demuestre que el argumento
rvVs, p—q, p—>-r,p—-qgkF sVt

es valido usando inferencias y justificando cada paso (otros métodos no tendrdn

puntaje). Sugerencia: las siguientes inferencias pueden ser tziles.

Modus ponens  Reduccion al absurdo  Silogismo disyuntivo  Adlicion

p p—q pVyq »
p—q —q -p W
q .o g

12
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(2013-1I PC1-4) Juan entra a una sala de chat por Internet, donde establece contacto
con un grupo de tres amigas y desea conocer quién o quiénes tienen ojos azules.

Gaby dice: Si Sandra no tiene ojos azules, entonces Pathy tampoco.
Pathy dice: Yo tengo ojos azules y solo una de las otras dos tiene ojos azules.
Pero Sandra no dice nada. Responda en cada caso:
a) Sise sabe que las dos dicen la verdad, ;quién o quiénes de ellas tienen ojos azules
y quién o quiénes no?

b) Si se sabe que las dos mienten, ;quién o quiénes de ellas tienen ojos azules y quién
o quiénes no?

¢) Sisolo Sandra tiene ojos azules, ;con seguridad, alguien miente?

(2013-II PC1-5) Considere el siguiente argumento:

“Si ocurre una baja en los precios del petroleo, todos los economistas del pais reducirdn su
estimacion de la tasa de interés o aumentardn su estimacion de la tasa de crecimiento. Los
precios del petrdleo no bajan si y solo si algunos economistas del pais reducen su estimacion
de la tasa de interés. Se sabe que este ano ocurrird una baja en los precios del petréleo. Por
lo tanto, algunos economistas aumentardn su estimacion de la tasa de crecimiento”.

a) Traduzca el argumento al lenguaje de légica formal estableciendo primero un

diccionario.

b) Determine si el argumento es vdlido o no. Justifique su respuesta.

(2014-0 PC1-1)

a) Indique la definicién de proposicién bicondicional.
b) Brinde la definicién de argumento vilido.

¢) Complete las siguientes inferencias con p A s, 78 A p, s 0 —q.

g < p p¥Ys
g 4> T S—=p
4> SVDp

13
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d) Escriba la negacién de la siguiente proposicién sin negar proposiciones compues-
tas:
“Mariana hago deporte, si me levanto temprano y no voy a la playa’”.

12. (2014-0 PC1-3) Considere el siguiente argumento:

“En la premiacién del Balon de Oro realizada en el Kongresshaus de Ziirich, todo furbolista
en la premiacion que cumple con las reglas dadas por la FIFA gana el Balén de Oro. Todo
Sfutbolista que no cumple con las reglas dadas por la FIFA no es preferido por Joseph Blatter.
Se sabe que algunos futbolistas en la premiacién son preferidos por Joseph Blatter. Por lo
tanto, algunos futbolistas ganan el Baldn de Oro”.

a) Traduzca el argumento al lenguaje de légica formal estableciendo primero un
diccionario.

b) Determine si el argumento es vdlido o no. Justifique su respuesta.

13. (2014-0 PC1-4)

b) Es el siguiente argumento valido? Justifique su respuesta usando légica formal.
“Si apruebo la PC1 de Mate I, entonces estudié con esmero o mi madre ha dejado
una ofrenda a San _Judas Tadeo. En esta ocasion mi madre no ha dejado una ofrenda
a San Judas Tadeo; por lo tanto, estudié con esmero”.

14. (2014-0 EP-1) Responda justificando su respuesta.

@) Analizar la validez del siguiente argumento:

Todo aquel que estime a Santo Tomds no estima a Kant. Todos estiman a Kant
o0 a Russell. Algunos no estiman a Russell. En consecuencia, algunos no estiman
a Santo Tomds. Nota: establezca primero un diccionario.

15. (2014-1 PC1-3) Considere el siguiente argumento:
“Si existe un trabajador del Poder Judicial que acata la huelga, entonces existe un reportero
que entrevista al presidente y le hace preguntas dificiles. Ningiin reportero entrevista al
presidente. Por lo tanto, existe un trabajador del Poder Judicial que no acata la huelga”.

14
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a) Traduzca el argumento al lenguaje de 16gica formal elaborando primero un dic-

cionario y usando cuantificadores.

) Determine si el argumento es vdlido o no. Justifique su respuesta.

16. (2014-1 PC1-4) Sean p, q y 7 proposiciones simples. Definimos la proposicién
T(p, q, )="Exactamente una de las proposiciones p, ¢ o 7 es verdadera”.

) Calcule la tabla de verdad de T'(p, ¢, ).

b) Encuentre una proposicién compuesta equivalente a 7'(p, ¢, ), pero expresada
en términos de P, g, T y conectores légicos conocidos.

¢) Pruebe que “T'(a V b,a Ab,a — b) F —b” es un argumento vilido, donde a
y b son proposiciones simples.

17. (2014-11 PC1-1)

a) Es el siguiente argumento vélido? Justifique usando ldgica formal.
“Las inversiones se perjudican si Argentina entra en estado de cese de pagos, si las
inversiones no se perjudican entonces baja el desempleo; sin embargo, el gobierno
argentino asegura que o Argentina entra en estado de cese de pagos o no baja el
desempleo. Por lo tanto, las inversiones se perjudican”.

18. (2014-11 PC1-2)

¢) Niegue el siguiente enunciado sin hacer uso de la negacién de proposiciones com-
puestas ni condicionales: Ve € R, dng € N,Vm € N,Vn € N,

(e>0AmM>ngAn>ng) = |a, —a,| <e.

19. (2014-11 EP-1) Justifique por qué los siguientes enunciados son falsos.

a) Elargumentop ¥ q, ¢Yr F pV r es vilido.

15
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20. (2015-0 PC1-3)

a) Verificar la validez o invalidez del siguiente argumento:
“Si el delfin es un mamifero, entonces toma oxigeno del aire. Si toma oxigeno del aire,
entonces no necesita branquias. El delfin es un mamifero y vive en el océano. Por lo
tanto, el delfin no necesita branquias”.

21. (2015-1 PC1-1)

b) Sea W el conjunto formado por todas las proposiciones (simples y compuestas).
Se define la funcién B : W — {0, 1} por la tabla adjunta:

p | B(p)
V] 1
F| o

Pruebe que B(p A q) = B(p) - B(q).

22. (2015-1 EP-5) Sean p, q y 7 tres proposiciones; se dice que la proposicién S(p, g, r)

es verdadera si exactamente dos de las proposiciones p, ¢, 7 son verdaderas.

b) Determine si el siguiente argumento es vélido.

S(pvVvr,qgr), r¥YqF rvVvg—p

23. (2015-I11 PC1-1) Justifique por qué los siguientes enunciados son falsos.
b) LanegaciéndeVar € C;Vy € C;[(0<t<1) = (tx + (1 —t)y € C)] es
dreC;yeC[(0<t<)Vtz+(1—-t)y ¢ C)

¢) Elargumento (p Aq) = r, =r¥s, s F =pV =g no esvilido.

16
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24. (2015-11 PC1-2)

b) En el conjunto P = {p : p esuna proposicién } se define la funcién f :

P — R tal que
1, sip esverdadero
flp) = .
0, sip esfalso.

Verifique la verdad de la siguiente proposicion: para todo p, g en P se cumple

flp—=q)=1—f(p)- f(—q)

25. (2016-0 PC1-1) Justifique por qué los siguientes enunciados son falsos:
a) Elargumento Py, P, P5...P, I QQ es vilido siy solo si las premisas y la conclu-
sién son verdaderas.

¢) Elargumento p A ¢, 7g — 7, —r = p & 7 es vélido.

26. (2016-0 PC1-2) Considere el siguiente argumento:
“Si el color no es azul, entonces o estd nublado o hay un eclipse. El color es azul o de lo
contrario hay un eclipse. Por lo tanto estd nublado.”

a) Traduzca el argumento al lenguaje de légica formal estableciendo primero un
diccionario.

b) Determine si el argumento es vdlido (Justifique su respuesta).

27. (2016-1 PC1-2) Dado el siguiente argumento:

“La crisis financiera griega serd superada si Grecia se retira de la eurozona; por otro lado,
si Grecia no supera su crisis financiera, entonces se convertird en un “Estado fallido’; sin
embargo, el gobierno griego ha proyectado que o Grecia se retira de la eurozona o Grecia se
convertird en un “Estado fallido”. Por lo tanto, la crisis griega serd superada’.

a) Traduzca el argumento al lenguaje de l6gica formal elaborando primero un dic-
cionario.

b) Determine si el argumento es valido.

17
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28.

29.

30.

18

(2016-11 PC1-1) Dado el siguiente argumento:

“El jefe de la banda saldrd del pais si se siente amenazado. Si el jefe se siente amenazado,
delegard su poder en Pablo o en Luis. Si delega el poder en Pablo, aumentardn los robos en
el barrio. Si se delega el poder en Luis, se incrementard la venta de droga y la prostitucion
en el barrio. El jefe de la banda salié del pais. Por lo tanto, aumentarin los robos en el
barrio, 0 aumentard la venta de droga y la prostitucién en el barrio.”

a) Represente el argumento en su forma légica formal.

b) Determine la validez del argumento.

(2017-0 PC1-2) Dado el siguiente argumento:

“O se cumple con la deuda del banco o se capitaliza la empresa. Serd facil negociar con los
demds acreedores, si se cumple con la deuda del banco. Si se capitaliza la empresa, entonces se
obtienen mds recursos para inversion. Por tanto, serd ficil negociar con los demds acreedores
0 se obtienen mds recursos para inversion.”

a) Establezca un diccionario y represente el argumento en su forma légico formal.

) Determine la validez de dicho argumento sin usar tablas de verdad.

(2017-1 PC1-1)

a) Se define el operador @ por la tabla adjunta:

Plq|PDg
VIV F
V| F F
F|V A%
F | F F

Determine si (p @ q) & p F (p @ q) es un argumento vilido.

b) Si p = “la inversién retrocede” y ¢ = “el desempleo aumenta” , traduzca en
palabras (lenguaje coloquial) el argumento:

=q,~pV qk —p.
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31. (2017-11 PC1-1) Dado el siguiente argumento:

“Si los precios bajan o suben los salarios, entonces las ventas al menudeo y las ventas pu-
7 J
icitarias aumentan. Si las ventas al menudeo se incrementan, entonces los intermediarios
blicit, tan. Si l, tas al A 7 J7 los intermed,
ganardn mds dinero. Pero los intermediarios no han ganado mds dinero. Por lo tanto, los
precios no han bajado.”

a) Represente el argumento en su forma légica formal.

b) Determine si el argumento es vdlido (justifique).

32. (2018-0 PC1-1) Complete los espacios en blanco:

a) Un argumento es una lista de proposiciones Py, Ps, ..., P, llamadas
y una proposicién () llamada . Un argumento se denota por

b) Una es un simbolo que representa un miembro no especificado

de una coleccidn.

¢) Para toda coleccién C'y predicado P tenemos
— (Ve e C,[-P(z)]) =

d) Cuando la proposicién “Va € C,[P(x)]” es falsa, el elemento que prueba la
falsedad de dicho enunciado es llamado el

33. (2018-0 PC1-2) Determine la validez de los siguientes afirmaciones:

ap, (pVqg —r,r—sks

b) Las mercancias fueron suministradas en la fecha convenida cuando Hari cumplié
el contrato. O Hari cumplié el contrato o su registro de envio estd equivocado.
Si su registro de envio estd equivocado, entonces €l no ordend el envio el dia tres.
Hari ordené el envio el dia tres y cumplié con el contrato. Por lo tanto, si las
mercancias fueron suministradas en la fecha convenida, entonces su registro de

envio no estd equivocado.
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34. (2018-0 PC1-3)

a) Justifique por qué son falsas las siguientes equivalencias:

) 3z el [p)])NCzelU,lq(x)]) =Bz €U, [px)Agz)]).
i) Ve e U,y e U, [ p(x,y) | =Tz € U,Vy € U, [ p(z,y) ].
b) Considere Z como el conjunto de los nimeros enteros y R como el conjunto de

ndmeros reales. Ademds considere los siguientes predicados:
e p(T) : x es par. e ¢(y) : y es racional.

Traduzca al lenguaje coloquial las siguientes proposiciones:

) (FweZ[px)]) = (Ve e Z,[-plx) ) APy € R, [=q(y) ])) -
i) (Fr e R, [q(x)]) = (Cr eR,[~q(2) )V Ty € Z,[~q(y) ])) -

35. (2018-0 EP-1)
b) Justifique por qué son falsas las siguientes proposiciones:

B p—=Nqg—=r)=@p@—=r)

36. (2018-1 PC1-1) Se tiene el siguiente argumento:

“Si el arma tiene las huellas del acusado, entonces el acusado dispars el arma. El acusado
no dispard el arma o es culpable. Si el acusado no disparé el arma, entonces no es culpable.
Por lo tanto, si el arma tiene las huellas del acusado, entonces es culpable, o el acusado es
culpable si y solo si dispard el arma.

a) Estableciendo primero un diccionario, traduzca al lenguaje 16gico formal el ar-
gumento dado usando tres premisas.
b) Demuestre que el argumento es valido.

¢) Determine ctal de las premisas se debe eliminar para que el argumento resultante

sea invdlido (Justifique).

37. (2018-11 PC1-1)

a) Dadas las proposiciones p y ¢, determine si el siguiente argumento es vélido o
no: (Justifique)
PP g
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b) Dado el siguiente argumento:“Si Gabriela compra un computador, estudiard pro-
gramacién o disefio grfico. Ademds, si ella estudia programacion, no estudiard
disefio grifico. Finalmente, Gabriela compré un computador. Por tanto, o bien

g
Gabriela estudia programacién o bien disefio grafico.

i) Estableciendo primero un diccionario, traduzca al lenguaje légico formal el
argumento dado usando tres premisas.

ii) Determine si el argumento es vélido.

38. (2018-II EP-1) Justifique por qué los siguientes enunciados son falsos:

a) Teniendo en cuenta los valores de verdad de p y ¢ para los cuales se verifica que
el argumentop — ¢, ¢ F p es invdlido, se tiene que p Y q es falso.

39. (2019-0 PC1-1) Complete adecuadamente:

¢) Lanegaciénde Ve > 0,3y € N,[zy =1 — & = 2] es

Nota: niegue cada una de las partes usando propiedades.

40. (2019-0 PC1-2)

4) Determine si el siguiente argumento es vilido.

“La crisis financiera griega serd superada, si Grecia se retira de la eurozona. Por otro
lado, si Grecia no supera su crisis financiera, entonces se convertird en un Estado
Sfallido; sin embargo, el gobierno griego ha proyectado que o Grecia se retira de la
eurozona o Grecia no se convertird en un Estado fallido. Por lo tanto, la crisis griega
es superada’.

41. (2019-1 PC1-1)

a) Complete:

i) Elargumento p — —q, ¢ = —pes
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42. (2019-1 PC1-3)

b) Determine si el siguiente argumento es vélido.

(pA—q) = —u, (gVu)—=p,(sAt)<q B —[(sViE)Au]

43. (2019-11 PC1-2) Si el gobierno griego aprueba las medidas econémicas impuestas por
la Unién Europea (UE), entonces el impuesto sobre el valor agregado (IVA) aumenta
y las jubilaciones anticipadas terminardn en el 2022. Por otro lado, el gobierno griego
no aprueba las medidas econémicas impuestas por la UE si y solo si ocurre que: se
retira de la eurozona o el gobierno paga la deuda completa a sus acreedores. El jueves
7 de agosto, el gobierno griego decide no retirarse de la eurozona y no paga la deuda
completa a sus acreedores. Por lo tanto, el IVA sube.

a) Estableciendo primero un diccionario, traduzca al lenguaje 16gico formal el ar-

gumento dado usando tres premisas.

b) Determine si el argumento es valido.
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2
Conjuntos y Relaciones

Conjuntos

En la teorfa informal de conjuntos (como en (Halmos, [2017)), un conjunto es una co-
leccién bien definida de objetos llamados elementos. Cuando @ es un elemento del conjunto
A se escribe a € A. Cuando a no es un elemento de A se escribe ~(a € A) oa ¢ A. Dado
que los elementos son los que definen a un conjunto, dos conjuntos son iguales si tienen
exactamente los mismos elementos. Un primer ejemplo de conjunto es el conjunto vacio, el
cual se define de manera axiomdtica como un conjunto que no posee elementos. El conjunto
vacio es denotado por {} o por &. Por la definicién de igualdad, existe un Gnico conjunto
vacio, es decir, un Gnico conjunto sin elementos. Estas ideas serdn formalizadas més adelante.

Para describir conjuntos existen dos formas elementales. La primera es listar sus elemen-
tos dentro de llaves como en A = {a,b,c, ..., z}. A esta se le llama una definicién por
extensi6én del conjunto A. Esta es la razén por la cual el conjunto vacio se denota a veces por
{}. La segunda forma de describir un conjunto es por medio de una propiedad que tipifica
sus elementos, por ejemplo B = {x € N : x es par}. A esta se le llama una definicién
por comprensién y usualmente se expresa como B = {x € U : P(z)} donde P(x) =
“x tiene propiedad P”. Por otro lado, por U se denota al conjunto universal que define el
contexto de donde se escogen los elementos del conjunto.

El conjunto A estd incluido en el conjunto B si todo elemento de A es un elemento de
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B. Esto quiere decir que
VeeU, [reA—uzeB].

En este caso se escribe A C B. De esta definicién de inclusién y de la definicién que se dio
de igualdad, se deduce que dos conjuntos Ay B son igualessi A C By B C Ao

VeeU, [zx€A«+ zeBl

De lo dltimo se deduce que el conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.
A continuacién se definen operaciones entre conjuntos. El complemento de A en U es
el conjunto de todos los elementos del universo que no son elementos de A, es decir

A={zeU: z¢ A}

En particular, el complemento del conjunto vacio es el universo y viceversa.
La unién de dos conjuntos A y B se define como el conjunto de todos los elementos de
ambos conjuntos, formalmente se puede expresar como

AUB={ze€U: (x€ AV (x € B)}.

La interseccién de dos conjuntos A y B es el conjunto que contiene a todos los elementos
en comun de dichos conjuntos, es decir

ANB={ze€U: (x€ A)AN(x € B)}.

En particular, dos conjuntos se dicen disjuntos cuando su interseccién es el conjunto vacio,
lo cual es equivalente a afirmar que no tienen elementos en comun.

La diferencia de Ay B es el conjunto de los elementos de A que no estdn en B, formal-
mente

A-—B={zeU: (xe A)AN-(x e B)}.

De esta definicién se sigue que A — B = AN B°.
Finalmente, la diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es el conjunto de todos los
elementos de ambos que no son comunes a dichos conjuntos, formalmente

AAB={zxeU: (x€ A)Y (z € B)}.
De hecho, se puede demostrar que
AAB=(A-B)U(B—-A)=(AUB) - (ANB).
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Es posible también definir operaciones infinitas o enumerables como extensién de las
definiciones dadas anteriormente. Para todo i € N, si se tienen los conjuntos A; los cuales

pertenecen a algtin conjunto universal U, la unién infinita de ellos se define por

oo
JAi={zeU:3ieN, [ze A}
i=1
La interseccién infinita se define formalmente de la siguiente manera:
oo
mAZ-:{:cEU :VieN, [x e Ai]}.
i=1
Una forma sencilla de representar conjuntos y sus operaciones en mediante diagramas
de Venn como los que se muestran a continuacion.
U U U
A A B A B

A° AUB ANB

Estos diagramas pueden ayudar a construir contracjemplos o a visualizar de manera in-
tuitiva propiedades de conjuntos. Por ejemplo, las leyes de De Morgan para conjuntos son
las siguientes identidades:

1. (AUB) = A°NB° 2. (ANB)*=A°UB°

Intuitivamente, estas identidades se pueden visualizar construyendo diagramas de Venn
para ambos lados de la igualdad y comprobando que el resultado es en efecto el mismo. Sin
embargo, la demostracion formal se sigue de las propiedades de l4gica formal o del uso de

tablas de verdad.
Relaciones

Uno de los conceptos fundamentales de las matemdticas es el de relacionar elementos de
un conjunto con otro. Esto permite, entre otras cosas, definir relaciones como las de prefe-
rencia, correspondencias y funciones. Para ello entonces primero se debe definir el concepto
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de relacién. La forma mds intuitiva de expresar que el elemento a € A se relaciona con el
elemento b € B es mediante una flecha que empieza en @ y termina en b. Para formalizar
esta idea intuitiva es necesario considerar pares ordenados y el producto cartesiano.

Dados dos conjuntos Ay B,sia € Ayb € B, se define la expresién (a, b) como un
par ordenado donde @ es la primera coordenada o componente y b es la segunda. Dos pares
ordenados son iguales si sus componentes lo son en el mismo orden, es decir

(a,b) =(c,d) < a=c AN b=d

El conjunto de todos los posibles pares ordenados es el producto cartesiano de los conjuntos

Ay B se define como
AxB={(z,y): (xr€ A)A(y € B)}.

Una relacién (binaria) entre los conjuntos A y B (en ese orden) es un subconjunto R del
producto cartesiano A X B. En este caso A se llama el conjunto de partida y B el conjunto
de llegada. Cuando A = B diremos que R C A X A es una relacién en A. Intuitivamente,
la relacién se puede entender como el conjunto de flechas que relacionan elementos de A
con elementos de B.

En ocasiones es necesario identificar los elementos del conjunto de partida o de llegada
que forman parte de la relacién (los extremos de las flechas). Para ello, se definen los conceptos
de dominio y rango. Si R C A X B es una relacién, entonces el dominio de R se define
como

domR={x€ A:3Jy € B, [(z,y) € R]}

y el rango de R como
ranR={y € B:3x € A, [(z,y) € R]}.

Dependiendo de las posibles aplicaciones, las relaciones pueden satisfacer condiciones
adicionales. Sea R una relacién en el conjunto A. La relacién se dice reflexiva cuando

Vx € A, [(z,x) € R).
La relaciéon es simétrica si
Ve,y € A, [(z,y) € R — (y,x) € R].
La relacién es transitiva cuando
Ve,y,z € A, [(x,y) € RA (y,2) € R— (z,2) € R].
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Una relacién que cumple estas tres condiciones es llamada relacién de equivalencia. Una
relacién es antisimétrica si

Va,y € A, [(z,y) € RA(y,z) € R — x =y
La relacién es total cuando
Vo,y € A, [(z,y) € RV (y,7) € R].

Una relacién es llamada de pre-orden si es reflexiva y transitiva; orden parcial si es reflexiva,
transitiva y antisimétrica; y orden total si es reflexiva, transitiva, antisimétrica y total.

Las funciones son una clase de relacién muy importante debido a la universalidad de sus
aplicaciones. Una relacién es una funcién cuando cada elemento del dominio se relaciona
con un unico elemento del rango. Formalmente, esta idea se traduce en

Vo € dom R,y € ran R, [(z,y) € R].
Esto es equivalente a verificar que
(a,b) € R A (a,c) € R — b=c.

Cuando la relacién es una funcién, se denota por letras como f en vez de R. Por convencién,
se suele denotar a una funcién por f : A — B, donde A es el dominio (no necesariamente
el conjunto de partida). Para denotar que el elemento @ € A estd relacionado con el ele-
mento b € B, se escribe f(a) = b en el caso de funciones. Por ello se denota por f(x)
la regla de correspondencia de la funcién f donde x es un elemento del dominio. Para
definir una funcién es necesario entonces definir el dominio, conjunto de llegada y regla de
correspondencia. Asi, dos funciones son iguales cuando estos tres ingredientes son iguales.

Problemas
1. (2012-1 PC1-2)
a) Si(Vx € U, [P(x)]) es falso quiere decir que existe un elemento a € U tal que
—P(a) es verdadero. En légica formal, ;cémo se le llama a dicho elemento?

b) ;Bajo qué condicién la relacién R C A X B es una funcién?

o) SiA=1{1,2,3,4}, B={4,5,6},yR={(z,y) € AxB: y=x+1},

calcule R por extension.

d) StAU B = AUC, ;se puede afirmar que B = C? (Justifique).
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¢) Recordemos que una relacién R es simétrica cuando
(a,b) € R implica (b,a) € R.
Si la siguiente relacion es simétrica, calcule h y k justificando sus pasos.

R={(h+1,3),(hh+k),(38),(14,h)}.

2. (2013-0 PC1-2)
a) Sean Ay B dos subconjuntos del conjunto universal U. Brinde la definicién de
la diferencia A — B.
b) SiA— B = A— C. ;Se puede afirmar que B = C"? Justifique.

¢) Exprese el complemento del drea sombreada en el diagrama de Venn en el len-
guaje de teoria de conjuntos.

3. (2013-0 PC1-3)

a) ;Cudndo una relacién es funcién?

b) SiA=1{-1,2,3,5}, B=1{2,4,6,8}y
R={(-1,h +3);(2,4);(h,4)} CAXx B

es una funcién, determine el valor o los valores que puede tomar h.

¢) Unarelacién R C A x A es transitiva si cumple:
(a,b) € RN (b,c) € R— (a,c) € R.
SiA=1{1,2,3}y R =1{(1,2);(1,3);(2,3); (2,k); (3,2) } es una relacién

transitiva en A X A, determine el valor o valores que puede tomar k.
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4. (2013-0 EP-2)
a) Si U es un conjunto universal y A, B son subconjuntos de U, demuestre que

(AUB)® = A°nN B°.

5. (2013-I PC1-1)
a) Sean A = {a,b,c,d}, B={c,e, f, g}. Consideremos las relaciones
R1 = {(CL, 6)7 (679); (d7 f)7 (a7 f)}

Ry = {(bv C)7 (C’ C)v (da f)}
en A X B.

i) Halle el dominio y el rango de cada relacién.

ii) ;Cudl de las relaciones es una funcidn? (Justifique su respuesta).

b) Sean A, By C C U conjuntos cualesquiera. Si es que el siguiente enunciado es
verdadero, demuéstrelo, caso contrario indique un contraejemplo.

SiACCyB CCentonces AUB C C.

6. (2013-1I PC1-1) Sean A y B subconjuntos de U.

a) Sefiale la definicién de A = B usando lenguaje légico formal.
b) :Si A C B entonces se puede concluir que AAB # @7 Justifique su respuesta.

¢) Demuestre que

A C B« B¢ C A-

7. (2013-I1 EP-1) Si R C A X B es una relacién, definimos la relacién inversa como
R'={(y,x) e Bx A : (z,y) € R}.

Sea A el conjunto de profesores de la UP y B el conjunto de alumnos de la UP. Asumi-
mos que estos conjuntos pertenecen al conjunto universal U de alumnos y profesores
de la UP. Definimos una relacién R C A X B de la siguiente manera:

(x,y) € R <— “x es profesor de y en el curso de Mate 1”.
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a) Exprese de manera coloquial el dominio y rango de esta relacién.
) ;Es R™" una funcién? (Justifique su respuesta).

¢) De manera coloquial, diga qué significa si (dlom R N (B —dom R™')) # @.

8. (2014-0 PC1-2)
a) Sean A ={1,2,3,4}, B = {3,5,6, 8} y la relacién
R = {(2> 3)1 (37 3)7 (47 6)}

en A X B. Justifique por qué la relacién R es una funcién.

b) La siguiente afirmacidn es falsa, sefiale la justificacién.
Sea U un conjunto universal y A, B, C' subconjuntos de U. Si

A—B°=A-C"

entonces B = C.

¢) SiU es un conjunto universal y A, B son subconjuntos de U, demuestre que
(AUB)® = A°n B°.
d) SiU es un conjunto universal y A, B son subconjuntos de U, demuestre que

(A— B)° = A°UB.

9. (2014-0 PC1-4)
a) Seanrys € N.Si
f={(+rr+2s),(r—1,2),(r+s,7%),(r—1,s+1),(5,7* —r—2)}

es una funcién, determine de manera explicita f e indique el dominio y rango

de f.

10. (2014-1 PC1-1) Sea U un conjunto universal.

a) Pruebe formalmente que @ C A para todo conjunto A.
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b) Justifique la validez de la siguiente equivalencia:
(A=9) = VaxelU, [~(xed)

¢) Demuestre que (A C B) = (A — B = &) (Sugerencia: puede asumir la
parte b) si lo cree necesario).

11. (2014-1I PC1-1)

b) Sean Ry S relaciones definidas en A X B, demuestre que

domRUdom S C dom (RUS).

12. (2015-0 PC1-1) Justificar la falsedad de la siguiente proposicién:
¢) SiAC BUC, entonces A C Bo A C C.

13. (2015-0 PC1-2)

b) Sea U el conjunto universo, dar la definicién de A C B.

¢) Demostrar que

Si A C B, entonces AN B = A.

14. (2015-1 PC1-2)

4) Sea R una relacién definida en Z tal que: (z,y) € R <= 2? +y*> = 1.
Determine por extensién la relacién R y su rango.

b) Sea S C A X B una relacién. Se define la relacién S~ C B x A como:
S7'={(z,y) € Bx A: (y,z) € S}

Pruebe que:
o (S =S5
o (SNT)t=5"nT"!
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15. (2015-1 EP-5) Sean p, q y r tres proposiciones, se dice que la proposicién S(p, q, )

es verdadera si exactamente dos de las proposiciones p, g, 7 son verdaderas.

4) Dados los enunciados p(z) =“z € A”, q(z) = “x € B’y r(z) ="z € C”,
se define el conjunto

D={zeU:S(p(x),q(x),r(x)) es verdad},

en el siguiente diagrama sombrear la regién determinada por D°.

U

16. (2015-11 PC1-2)
a) Sea U el conjunto universal y A, B subconjuntos de U. Demuestre que

(A-B)NB=0.

17. (2016-1 PC1-1)
a) Sean A, B C U, pruebeque BC A< A=AUB.

18. (2016-11 PC1-3)
a) Sean A, B, C subconjuntos de un universo U. Pruebe que

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
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19. (2016-I1 PC1-4) Una relacién R en A, se dice que es
o ReflexivasiVz € A, [ (z,z) € R].
e Simétricasi Va,y € A, [(z,y) € R — (y,z) € R].
e TransitivasiVx,y,z € A, [{ (z,y) € R A (y,2) e R} — (x,2) € R].

Dado el conjunto A = {b, ¢, d} y la siguiente relacién en A :

R ={(b,b), (c,c),(d,d),(b,d),(d,b),(c,b)}.

a) Determine si R es una funcién.
b) Determine si R es reflexiva.
¢) Determine si R es simétrica.

d) Determine si R es transitiva.

20. (2017-0 PC1-5) Sea A el conjunto formado por los meses del afio 2017 y B el con-

junto formado por los niimeros naturales menores a 40.

a) Se define la siguiente relacién entre Ay B: “c € A se relaciona con y € B si
y es el nimero de dias que tiene el mes 2”. Determine el dominio, el rango e
indique todos los elementos de dicha relacién. ;Dicha relacién es una funcién?

b) Se define la siguiente relacién entre By A: “c¢ € B se relaciona cony € A
cuando z es el niimero de domingos que tiene el mes ¥”. Determine el dominio,
el rango y senale todos los elementos de dicha relacién. ;Dicha relacién es una
funcién?

21. (2017-I1 PC1-4) Dado un subconjunto A C N, definimos la relacién en A:

R(A) ={(a,b) e Ax A:(a#b)A(b/a€N)}.

a) Seana, b € N primos diferentes. Calcule, por extensién, R({a, b, a*, ab, a*b}).

b) ;Es la relacién calculada en @) una funcién?

22. (2017-11 PC1-2)

a) Justifique por qué es falsa la siguiente proposicion:
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ii) VA,B,C Cc U, [AU(B—-C)=(A-B)U(A-C)].

23. (2017-11 PC1-3)

a) Dadas las relaciones R, S, T en A, definimos la relacién composicién R o S en
A como

RoS={(x,y): 3z € A, (z,2) € RA(z,y) € S}.

Pruebe que

Ro(SUT)=(RoS)U(RoT).
) Sean A, B, C' subconjuntos de un universo U. Pruebe lo siguiente:

A—(BUC)=(A-—B)N(A-C).

24. (2018-0 PC1-1) Complete los espacios en blanco:

¢) Sea U un conjunto universal y A, B dos subconjuntos de U.

i) El complemento de A es el conjunto A° = { }.

ii) Laintersecciénde Ay B esel conjunto ANB = { }.

f) Sea R una relacién entre los conjuntos A y B. En este caso

7) A sellama el

ii) B sellama el

25. (2018-0 PC1-4)

a) Una relaciéon R C A X A se denomina relacién reflexiva y simétrica si simultd-
neamente satisface lo siguiente:

Ve,y € A, [(z,2) € RA ((z,y) € R — (y,2) € R)].

Sea A = N x N, donde N es el conjunto de los ntimeros naturales. Demuestre
que la relacién R C A x A definida por

(P,Q) € Rsiysolosia+y =0b+x,

donde P = (a,b) y Q = (x,y), es una relacién reflexiva y simétrica.
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b) Sea f : R — Runa funcién tal que f(z+5) = f(z)+ f(5) paratodo = € R.
Calcule £(0). Ademdssi f(5) = 2, determine el valor de f(—5) y f(15).

26. (2018-1 PC1-3)

a) Se afirma que un conjunto R es una relacién de equivalencia en A cuando R C
A x Ay se cumplen las siguientes proposiciones:

e Vrc A (z,2) € R.
e Si(x,y) € R, entonces (y, ) € R.
e Si(z,y) € Ry (y,2) € R, entonces (z, z) € R.

Sedefineel conjunto R = {(z,y) € ZXZ : (z+y) = 2k, paraalgin k € Z}.
Probar que R es una relacién de equivalencia en Z.

27. (2018-11 PC1-2)
b) Sean A, B, C' subconjuntos del conjunto universal U. Pruebe que

(ANB)xC=(AxC)Nn(Bx ().

28. (2018-11 PC1-3)

a) Complete

i) El conjunto A estd incluido en B si todo elemento de A es un elemento de
B. Esto es equivalente a mostrar que Vo € U, [z € A — ]

29. (2019-0 PC1-1) Complete adecuadamente:
a) Use propiedades, entre ellas las leyes de De Morgan:

(A°UB)* =
(AN B =

b) Si R C A x B es una relacién, de la definicién tenemos

dom R =

ran R =
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d) Sia,b,c € Ny R = {(1,2),(4,a* + b*),(c,2),(4,18)} es una funcién,

entonces:

30. (2019-0 PC1-2)

b) Si A, B'y C son conjuntos tales que B U (C' — A) = C, demuestre que

AN(C—-B)=w.

31. (2019-0 PC1-3) Sea A = {1,2,3,4,5,6} y

R={(1,1),(2,2),(3,3),(5,1),(5,4),(4,2)}

una relacién en A x A.

a) Se dice que una relaciéon R C A X B es sobreyectiva, sitan R = B. ;Es R
sobreyectiva? Justifique.

b) Se dice que una relacién R C A X A es transitiva si
Va,b,c € A, [(a,b) € Ry (b,c) € R, entonces (a,c) € R].

:Es R una relacién transitiva? Justifique.
¢) Represente R en el plano cartesiano
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32. (2019-1 PC1-3)
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Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

a) Se seleccioné al azar un conjunto de estudiantes de la UP matriculados en el

curso de Matemadticas I y se les pregunt por su conducta alimentaria, es decir, las

diferentes formas de alimentacién de una persona. Asi, tenemos la forma familiar

(F) que es la comida que trae de casa, la forma desordenada (D) que se le atribuye

a la comida al paso, la cual, por falta de tiempo, es ingerida por el estudiante, y la

forma institucional (I) que es la brindada por la institucién basada en un ment

balanceado. Considere que los alumnos seleccionados estdn en el conjunto U y
las conductas alimentarias en el conjunto C, es decir, C = {F, D, I'}.

Relacione los elementos del conjunto A con los elementos del conjunto C' por

medio de lineas de tal manera que exprese el texto dado.

i) Todos los estudiantes tienen una forma desordenada de alimentarse.

A

Fuentes
Rivas
Salas

Soto
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ii) Todos siguen una sinica forma de conducta dada excepto por un tinico estudiante
que posee todas las formas de conducta alimentaria.

A

Fuentes
Rivas
Salas

Soto
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3

Numeros Reales

Desde un punto de vista practico, cualquier sistema numérico se construye a partir de la
necesidad de resolver ecuaciones. En ese sentido, para resolver la ecuacién x — 1 = 0 solo
es necesario conocer el conjunto de los niimeros naturales, denotado por N. Para resolver la
ecuacién  + 1 = 0 es preciso extender los ndmeros naturales a los niimeros enteros deno-
tados por Z. El conjunto de los nimeros racionales es denotado por QQ y son necesarios para
resolver ecuaciones como 2z — 1 = 0 extendiendo los enteros mediante el uso de fracciones.
El conjunto de los niimeros reales, denotado por R, es necesario para resolver ecuaciones de
la forma z? — 2 = (. Asi, estos conjuntos satisfacen N C Z C Q C R. Si bien la construc-
cién del conjunto de los nimeros reales requiere de un profundo conocimiento de andlisis
y sucesiones, este conjunto es completamente caracterizado por propiedades fundamentales
agrupadas en axiomas algebraicos, de orden y de completitud.

Axiomas algebraicos

Los ntimeros reales poseen operaciones de suma y producto, los cuales satisfacen los si-
guientes axiomas algebraicos (o, formalmente, los axiomas de un cuerpo o campo conmuta-

tivo):



Ndmeros Reales

Asociatividad: Va, b, c € R,

a+(b+c)=(a+b)+c AN a-(b-¢c)=(a-b)-(]

Conmutatividad: Va, b € R,

a+b=b+a AN a-b=0b-aq]
e Distributividad: Va, b, c € R,

[a-(b+c¢c)=a-b+a-(]

Existencia de elemento neutro: 30,1 € R, Va € R,

[a+0=a A a-1=d]

Opuesto aditivo: Va € R, 3b € R,
[a+b=0]

Inverso multiplicativo: Va # 0 € R, 3b € R,

Mds adelante se enuncian los axiomas de orden que permiten definir el conjunto de nu-
meros reales positivos y negativos. Asumiendo conocida la definicién de estos conjuntos, la
raiz cuadrada de un nimero real no negativo a se define como aquel nimero no negativo
x que es solucién de la ecuacién 22 — a = 0. La existencia de dicho ntimero es en parte
justificada por el axioma de completitud enunciado mds adelante. Los axiomas algebraicos
permiten, entre otras cosas, demostrar que el niimero real v/2 no es un ntimero racional.

Una generalizacién importante de lo expuesto en el pdrrafo anterior es el cdlculo de las
raices de un polinomio cuadritico. Para ello es necesario completar cuadrados. Dado un
polinomio cuadritico p(x) = ax?* + bx + ¢ donde a # 0, se tiene que

b\* b
p(x):a(x—i—%) - —+ec

Asi, para resolver la ecuacién p(x) = 0 se despeja « en la ecuacién anterior, obteniendo

—b+Vb? — dac

2a

xr =
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De la expresién obtenida se sigue que el niimero de raices depende de la posibilidad de tomar
la raiz cuadrada de la expresion A = b? — 4ac, la cual es llamada el discriminante del
polinomio cuadrdtico. Si A es negativo, no existen soluciones reales dado que no es posible
calcular la rafz cuadrada de un ndmero negativo en el universo de los nimeros reales. Si A es
nulo, la tinica raiz de la ecuacién es —b/(2a). En este caso se dice que p(x) es un cuadrado
perfecto si a es positivo ya que

Finalmente, cuando A es positivo se obtienen dos soluciones distintas.

Axiomas de orden
Existe un subconjunto P C R con las siguientes caracteristicas:
e Va,be P, [(a+be P)A(a-be P)
e Va e R— {0}, [(a € P)VY(—ae€ P)]
e 0&P

Estos son los llamados axiomas de orden y definen al conjunto de nimeros positivos,
el cual es denotado por P en este caso, pero en general se denotan por R™ o R. De esta
manera, si @ € P, se dice que a es positivo. Si —a € P, se dice que a es negativo. El signo
de niimero real no nulo puede ser entonces positivo o negativo dependiendo de la definicién
anterior. El cero no tiene signo.

Gracias a los axiomas de orden, es posible definir la relacidn de orden de los ndmeros
reales. Se dice que a < bo b > a cuando (b — a) € P. A esta se le llama la relacién de
desigualdad estricta. Se dice que a < bob > a cuandoa < bo a = b. La relacién en R
definida por

(r,y) e R +— x<y

es de hecho una relacién de orden total en el sentido del capitulo anterior en donde se defi-
nieron distintos tipos de relaciones.

Axioma de completitud

Para poder entender el axioma de completitud, es necesario introducir algunas definicio-
nes. El mdximo de un conjunto no vacio A C R es un nimero real m = max A que
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pertenece al conjunto y de manera que ningn otro elemento del conjunto es mayor que éL

Formalmente:

meA N VreA [x<m).
El minimo de un conjunto no vacio se define andlogamente. En ese caso m = min A
cuando

meA AN VreA [zr>m)]

Un conjunto no vacio A C R es acotado superiormente si
dM eR, Vx € A, [z < M].

A dicha constante M se le denomina una cota superior. Andlogamente, un conjunto no
vacio es acotado inferiormente cuando

dM eR, Ve € A, [x > M]

y a dicha constante se le denomina cota inferior.

El supremo de un conjunto A acotado superiormente es la menor de las cotas superiores,
y se denota por sup A. El infimo de un conjunto A acotado inferiormente es la mayor de la
cotas inferiores, y se denota por inf A.

Estas definiciones satisfacen algunas propiedades. El mdximo, minimo, supremo e infimo
son Gnicos en el sentido, por ejemplo, que dos niimeros distintos no pueden cumplir la defi-
nicién de méximo al mismo tiempo para un conjunto no vacio A. El mdximo y el supremo
son cotas superiores por definicién, y si M es una cota superior, cualquier niimero mayor a él
también es una cota superior. De la misma forma, el minimo y el infimo son cotas inferiores,
y si M es una cota inferior, cualquier nimero menor a él también es una cota inferior.

El axioma de completitud se puede enunciar de la siguiente manera:

e Todo subconjunto no vacio de R y acotado superiormente tiene supremo.

Este axioma puede ser enunciado en términos de cotas inferiores e infimo. Ambas versio-
nes son equivalentes debido a la siguiente observacién. Para cualquier conjunto A C R, se
denota por —A al conjunto de todos los opuestos aditivos de A. De esta manera es posible
demostrar que A es no vacio y acotado superiormente si y solo si —A es no vacio y acotado
inferiormente. Es mds, se cumple que sup A = — inf —A.

Los axiomas algebraicos, de orden y de completitud definen completamente a los ndmeros
reales. De hecho, es posible demostrar que cualquier conjunto con estas mismas propiedades
debe ser necesariamente el conjunto de los nimeros reales. En el lenguaje matemdtico formal,
esto ultimo se traduce en el teorema de unicidad de campos ordenados y completos (una
demostracién puede ser encontrada en el primer capitulo de (Pugh) 2002)).
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Miximo entero

El mdximo entero de un nimero real x es el médximo entero menor o igual a . Formal-
mente, se puede definir como [z] = n € Z, donde n satisface

n<zr<n+l1.

La funcién maximo entero [-] : R — Z en ocasiones es llamada también funcién suelo en la
literatura.

Para niimeros reales positivos, el méximo entero tiene el efecto de eliminar la parte deci-
mal de dicho nimero, por ejemplo [v/2] = 1. Para ntimeros reales negativos, el efecto es de
eliminar la parte decimal y restar una unidad, por ejemplo [—v/2] = —2.

Problemas

1. (2012-1 PC1-5) Sabiendo que

(I) Ya,b,ceR, [(a<b)A(b<c)— (a<c)
(II) Ya,b,c € R, [(0 <) A (a <b) — (ac < be)].

demuestre
Vz,y €R, [(0 <z <y)— (2% <y?)]

justificando cada paso cuidadosamente.

2. (2012-1 EP-1) Sean A y B subconjuntos de R.

4) Enuncie la definicién de cudndo A es acotado superiormente.
b) Sea A acotado superiormente, enuncie la definicién de sup A.

¢) Muestre que si A y B son acotados superiormente, entonces A U B es acotado
superiormente.

3. (2013-0 PC2-2)

a) Complete cuadrados al siguiente polinomio: p(z) = ax? + az, donde a es un
numero real diferente de cero.
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4. (2013-0 PC2-4)

b) SiE, F'y G son conjuntos de niimeros reales acotados superiormente tales que
paracadax € Eycaday € F hayun 2z € G tal que z + y < z; demuestre
que sup E' + sup F' < sup G.

5. (2013-0 EP-3)

a) Complete las siguientes propiedades de nimeros reales.
i) Ya,b eR, [(a <b) A — (a=10)].
ij) Ya,b € R, [(a <b) A —a-c<b-(.

b) Demuestre que si € > 0y para todo ¢ > 0, ¢ < ¢ entonces € = 0.
(Sugerencia: pruebe por contradiccion)

6. (2013-1 PC1-4)

¢) Analizar la existencia del supremo de los siguientes conjuntos, y en caso exista
hallarlo.
i) A=]—00,3].
if) B={neN:3ke€Z,n=2k+1}.

7. (2013-1 PC2-1) Responda la siguiente pregunta, justificando su respuesta.

¢) Sia # 0y el discriminante del polinomio p(z) = ax? + bx + c¢ es positivo,
scudles son las raices de p(z)?

8. (2013-11 PC1-2)

b) Si A C R es un conjunto acotado superior e inferiormente, entonces todas
sus cotas inferiores son estrictamente menores que todas sus cotas superiores?
Justifique su respuesta.

¢) ;Six < 0 entonces [z] = 0? Justifique su respuesta.
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9. (2013-11 PC1-3)
a) Pruebe la siguiente afirmacién justificando cada paso.
Si(0<a<b)y(0<c<d),entonces (a-c<b-d).

Sugerencia: puede usar alguna(s) de las siguientes propiedades:
Siz, y, 2 € R, se cumple:

D (z #0) — (2* > 0).
) (z<y)AN(z>0) = (z-2<y-2).
I (z<y)A(y<z)— (x<2).

) Determine la veracidad de la siguiente afirmacidn. Justifique su respuesta.
Va, b,ceR, [a-b=a-c— b=

¢) Brinde un ejemplo de dos niimeros irracionales a y b tales que @ + 2b sea un

numero entero.

10. (2013-11 PC2-2)

a) Seaa € R con a # 0. Complete cuadrados al siguiente polinomio:

p(x) = 2a*x — ax’.

11. (2014-0 PC2-2)

4) Justifique por qué los siguientes enunciados son falsos.

i) Paratodo z € R se cumple [2x + 1] = 2[z] + 1.
ii) Si A C By A es acotado superiormente, entonces B es acotado superior-

mente.

12. (2014-1 PC2-4)

b) Dado p(x) = kz* — (Vk)x? + k, donde k es positivo, determine el valor o
los valores de k para que el conjunto solucién de p(z) = 0 tenga exactamente
dos elementos y calcule dichas soluciones. (Sugerencia: considere el cambio de
variable y = 2?)
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13. (2014-1 EP-1)

b) Demuestre que si A es acotado superiormente, el supremo es tnico (es decir, si
a y b satisfacen la definicién de supremo, entonces a = b).

¢) Sean los conjuntos A C B C R. Pruebe que toda cota superior de B es una
cota superior de A usando las definiciones.

14. (2014-11 PC1-2)

) Determine el menor valor de M con la propiedad de que para todo x real se
cumpla:

—19 + 122 — 222 < M.

15. (2014-I1 PC1-3)

b) Brinde la definicién de miximo entero.

¢) Demuestre que para todon € N :
l 1 sin=1
nl 10 sin>1

16. (2014-11 EP-1) Justifique por qué los siguientes enunciados son falsos:
b) Vr,y € R: [z +y] = [=] + [y].

17. (2015-0 PCI1-1) Justifique la falsedad de las siguientes proposiciones:

b) Si A C B, entonces sup A < sup B.

d) El miximo entero de -1.5 es -1.

18. (2015-0 PC1-2)

a) Escribir por extensién los siguientes conjuntos:
A={zeR:z=2"neN} y B:{:EE]R: [{[[SUH-FF}] :[[x]]—Hz:}
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

(2015-0 PC1-3)
b) Sean A = {1,2,3} y B = {4, 5}, si la siguiente relacién en A x B
R ={(z,4),(2,4), (z,2*> — 5z + 10), (3,5)}

es una funcién. Hallar el valor o los valores de x.

(2015-0 EP-1)

a)
i) Pruebe que [z +n] =[z] +n Vn e Z,xz € R.

(2015-1 PC1-1)

a) Justifique por qué la siguiente proposicién es falsa:

i) Ve € R : [2%] = [2] - [=].

(2016-0 PC1-1) Justifique por qué los siguientes enunciados son falsos:

b) SiA={x €R:z* <4}, entonces sup(A) = 1.
d) Paratodo x € R, 2229 — 4 4 3.

z—3

(2016-0 PC1-4)

b) Demuestre que: [z + y] > [z] + [y], paratodo z,y € R.

(2016-0 PC2-3) Se sabe que dentro de n afios el costo por unidad de un producto estd

dado por
_ 2n® —16n+ 37

C) =gy

miles de délares.

4) Determine en qué momento el costo por unidad serd $5000.

b) Pruebe que el costo por unidad es acotado superiormente.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

48

(2016-1 PC1-4) Para cada nimero real positivo k se define el conjunto
Cr ={P = (z,y) e R*: 2% + y* = k*}.
Sea la relacién S C R? X R? definida por:
S={(P,Q)eR’*xR*:3k >0 talque (P € Cy) A (Q € Cy)}

a) Sean P=(1,1—a)yQ = (2—3a,—1).Si (P,Q) € S, determine el o los

valores que puede tomar a.

b) Pruebe quesi (P, Q) € Sy (Q,R) € S, entonces (P, R) € S.

(2017-0 PC1-1) Justifique la falsedad de los siguientes enunciados:

a) Si A =10, 20.9]; se cumple que sup(A) = 21.
¢) El méximo entero de —v/2 es —1.

(2017-0 EP-1)

b) Justifique por qué es falsa la siguiente proposicion:

if) La ecuacién /T + Vo + 1+ Vo + 4 + vx + 9 = 6 no tiene solucién.

(2017-1 PC1-3)
) Determine el valor de verdad del siguiente enunciado (justifique):

Vae N,VbeER [a-b>1].

(2017-11 PC1-2)

a) Justifique por qué es falsa la siguiente proposicion:

i) JzreR, YmeZ,[z>m].

(2017-I1 PC1-4) Sean a, b € R con a # 0. Dada la ecuacién cuadritica

20z + (3a — )z +a+b=0.
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Determine los valores de b de modo que exista un dnico valor de @ que permita
que las raices de la ecuacién cuadrdtica sean iguales.

31. (2018-0 PC2-1) Complete los espacios en blanco segin corresponda.

a) Un subconjunto A de R se denomina cuando existe
M € R tal que x < M para todo z € A. En este caso, M es llamado
de A.

b) [V2+ V3] =_.

d) La ecuacién cuadritica 2% + 4x — 21 = 0 tiene raices ; y o, entonces

x1+x2:

32. (2018-0 EP-1)

b) Justifique por qué es falsa la siguiente proposicién:

i) Sean A, B C R tales que A # B. Si Ay B son acotados superiormente

entonces

sup(A — B) < sup(A4).

33. (2018-1 PC1-3)

a) Sea p(x) = 2* — 2 — 4 un polinomio cuadritico.

i) Completando cuadrados, denote p(x) como el producto de dos factores
lineales.

34. (2018-11 PC1-3)

a) Complete

i) Un subconjunto no vacio A C R es acotado superiormente si
dM e R,Vz € A, | ].

A dicha constante M se le denomina

iii) El supremo es de las cotas superiores.
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) Dados dos conjuntos A y B no vacios y acotados superiormente tales que A C
B C R, pruebe que una cota superior de B es también una cota superior de A.

¢) Dados dos conjuntos A y B no vacios y acotados superiormente tales que A C
B C R, pruebe que
sup(A) < sup(B).

35. (2019-0 PC2-2)

b) Sea A={x € R: [z*+x+1] = 2+5}. Determine el nimero de elementos
de A.

36. (2019-0 EP-1)

b) Justifique por qué el siguiente enunciado es falso:

ii) Para todo @ € Ry todo subconjunto A C R no vacio y acotado superior-
mente, se cumple sup(aA) = asup(A) , donde

aA={ax :ze€A}.

37. (2019-11 EP-2)

a) Sia,b € Rya < b, complete: sup|a, b] = ,infla, b] =

b) Sean Ay B dos subconjuntos acotados superiormente en R. Complete:

Si A C B entonces sup < sup
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4
Intervalos y Valor Absoluto

Intervalos

De manera intuitiva, un intervalo es un subconjunto de R de una sola pieza o que no
tiene huecos. Por ejemplo, los conjuntos {0,1} y [0, 1] U [2, +00[ poseen dos piezas y el
conjunto [0, 1{U]1, 2] tiene un hueco en 1; en tales casos no se trata de intervalos en R.

Formalmente, un intervalo es un subconjunto de R tal que cualquier nimero entre dos
elementos del subconjunto también pertenece a dicho subconjunto. Es decir, I C R es un
intervalo si cumple

Ve,zel, YyeR, [z<y<z-—ycll.

Cuando un subconjunto de R posee un solo elemento o es vacio, la definicién de intervalo
se cumple dado que el antecedente es trivialmente falso, lo que implica la veracidad de la
condicional. Estos casos particulares son llamados intervalos degenerados.

Para intervalos no degenerados se encuentran distintos tipos, los cuales dependen de sus
extremos. Existen tres tipos de extremos por la izquierda.

o Cerrado: si el intervalo incluye el extremo izquierdo, en términos de desigualdades se

»

tiene a < x para todo elemento x del intervalo. La notacién que se usa es “[a, ...”.
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o Abierto: si el intervalo no incluye el extremo izquierdo, en términos de desigualdades

»

se tiene @ < x para todo elemento x del intervalo. La notacién a usar es “|a,...” o
“(a,...”.

e No acotado: si el intervalo no tiene restriccién por la izquierda o no es acotado infe-

»

riormente. La notacién es “| — 00, ..” 0 “(—00, ...”.

De manera similar es posible describir los tres tipos de extremos por la derecha de un
intervalo. En total son entonces 3 X 3 = 9 tipos de intervalos no degenerados. Por ejemplo,
si a < b, el intervalo

(a,b) ={zxeR :a<z<b}

es no degenerado y contiene un nimero infinito de elementos. El intervalo se dice abierto si
ambos extremos son abiertos o no acotados. El intervalo se dice cerrado si ambos extremos
son cerrados o no acotados. Asi, el intervalo (—o0, +00) = R es abierto y cerrado a la
vez. El conjunto vacio es considerado también un intervalo abierto y cerrado. El intervalo
degenerado {a} es solo cerrado porque se puede expresar como {a} = [a,a]. Cuando
ambos extremos son cerrados, el intervalo se dice compacto.

El método de zonas permite determinar el conjunto solucién de una inecuacién po-
linomial en términos de intervalos, siempre y cuando sea posible factorizar el polinomio.
Para el polinomio p(z) = ax + b, asumiendo que a es positivo, el conjunto solucién de
p(z) > 0es [—b/a,+00). El conjunto solucién de p(z) < 0 es (—oo, —b/al. Esto se
puede visualizar en la recta real de la siguiente manera:

- +

N

[ ]
ISHIS

v

En la figura previa es posible apreciar dos zonas en la recta real: la izquierda y la derecha. En
cada una se aprecia el signo del polinomio p(z). Si la inecuacién fuese estricta, los extremos
de los conjuntos solucién serfan abiertos.

Para un polinomio cuadrético p(z) = az? + bx + ¢ donde a > 0, si el discriminante
(definido en la pégina es positivo, esto es A > (), entonces se encuentran dos raices
distintas 71 y 73, las cuales pueden ser ordenadas, por decir 71 < 75. Haciendo un andlisis
de signos similar al anterior para p(x), se obtienen tres zonas

+ - +

A
o
®
+
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De esta manera, el conjunto solucién de la inecuacién p(x) > Oes (—o0, r1|U[ra, +00),
y de la inecuacién p(x) < O es [r1, 2] Si la inecuacién fuese estricta, los extremos cerrados
del conjunto solucién deben ser cambiados por extremos abiertos.

Cuando A = 0, las raices son repetidas. En este caso 7 = —b/(2a), y existen dos zonas
con los mismos signos

+ +
@

r

A
+

El conjunto solucién de la inecuacién p(z) > 0 es R y de la inecuacién p(x) < Oes {r}.
Si la inecuacion es estricta, el primer conjunto solucién cambia a R — {r} y el segundo serfa
el conjunto vacio.

Para A < 0, el conjunto solucién de la inecuacién p(z) > 0 es R y de la inecuacién
p(z) < 0esel conjunto vacio. En este caso se tiene una tinica zona de signo positivo formada
por toda la recta real dado que no existen raices. Si la desigualdad fuese estricta, el conjunto
solucién no cambia.

Por otro lado, si la constante a fuese negativa, hay dos opciones. Se puede hacer el mismo
andlisis anterior para p(x) pero con los signos opuestos, o la inecuacién se puede multiplicar
por —1 para que el coeficiente del término cuadritico de p(x) sea positivo y aplicar el criterio
anterior. Para polinomios p(z) de grado mayor que dos se puede efectuar un andlisis de signos
por zonas similares con las raices de dicho polinomio. Los cambios de signo de p(z) se dan
alrededor de las raices cuyo factor lineal correspondiente en el polinomio esté elevado a una
potencia impar. En el caso de potencia par, el signo de p(z) no cambia como en el caso en
que A = 0 como se describié anteriormente.

Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real ¢ € R se define como

a sia>0
lal = —a sia<0

El valor absoluto cumple la igualdad |a| = Va2, Por ello, es posible calcular el conjunto
solucién de una ecuacién que involucra el valor absoluto usando cuadraticas. Por ejemplo, el
conjunto solucién de la ecuacién |ax 4 b| = ¢, donde ¢ > 0, es el mismo que el conjunto
solucién de la ecuacién (az + b)? = .

En el caso de inecuaciones se puede mostrar que para a > 0

o z|<a + —a<z<a
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e |z/>a <+ zx>aVz<-—a.

El valor absoluto cumple una propiedad importante llamada desigualdad triangular.
Dados a, b € R se tiene que
|a+b] < |af + [b].

El valor absoluto permite definir la distancia entre dos puntos a, b € R en la recta real

como

d(a,b) = |b— al.

La distancia satisface las siguientes propiedades. Si a, b, ¢ € R, entonces

. d(a,b) >0 o d(a,b) = d(b,a)
e d(a,b) =0« a= e d(a,c) <d(a,b) + d(b,c)
Problemas

1. (2012-1PC2-3)

a) Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacién:

> 2.

3xr+5
T

2. (2013-0 PC2-1)

a) Brinde la definicién de intervalo.
b) Determine la veracidad de las siguientes afirmaciones. Justifique.
i) SiA=[-m,m|yB = [r,00] entonces AAB® =| — 0o, —7[
i) Vr €R, z = /22
iii) Ya € R, |a+ 1| = |a| + 1.

3. (2013-0 PC2-2)

ab

a—>b 1
b) Determine el conjunto solucién de la inecuacién x? + < > z—— >0,

sabiendo que 0 < a < b.
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¢) Determine los valores de k para los cuales el polinomio p(z) = kz? + x + k
posee dos raices reales distintas.

4. (2013-0 PC2-4)

a) Demuestre que para todo = € R se verifica que —|z| < = < |z|.

5. (2013-0 EP-2)

b) Resolver:
|z — 3| > |z —1].

6. (2013-I PC2-1) Responda las siguientes preguntas, justificando su respuesta.

a) SilI C Ry J C R son intervalos, ;se puede afirmar que /A J es un intervalo?

b) Sean I C Ry J C Rintervalos. Si I U J es un intervalo, ;necesariamente

INJ# @

7. (2013-1 PC2-2)

4) Defina el valor absoluto de un nimero real.
b) Enuncie el Teorema de la desigualdad triangular.

¢) Pruebe que para todo x,y € R se tiene la inecuacién

2| = lyl| < |z —yl.

8. (2013-1 PC2-3)

4) Resolver:
z? + 5z
T+ 2

_ 6
=2

b) Sean a # 0y b constantes. Determine el conjunto de posibles valores de b si
Vo e R, a’z?+ 2ax +b* > 0.
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9. (2013-11 PC2-2)

b) Seana, b € Rconb < a < 0. Resuelva la siguiente inecuacién:
3b(a—2z)(x+b) <0

y exprese el conjunto solucién como un intervalo o unién de intervalos.

10. (2013-I1 PC2-3)
a) Resuelva la siguiente inecuacidn:
—1<|z|] -8z <1

y exprese el conjunto solucién como un intevalo o unién de intervalos.

b) Pruebe que: Va,b € R : ||a| — |b|| < |a+ b).

11. (2014-0 PC2-2)

a) Justifique por qué el siguiente enunciado es falso.
iii) El conjunto B = [0, 3] U [, 5] es un intervalo.

b) Sean a,b € Rtalesque 0 < a < b.Si C' =] — 00,a] y D = [—a, b], calcule
CAD y exprese el resultado como una unién de intervalos.

12. (2014-0 PC2-3)

a) Sean a, b, c € R puntos en la recta real. Demuestre que
d(a,c) < d(a,b) +d(b,c).

b) Halle los valores de a tal que el conjunto solucién de la siguiente inecuacidn es
R.
22 —2x4+1+a’+a>2.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

(2014-0 PC2-4)

a) Indique el conjunto solucién de la siguiente inecuacién:

<1

2¢ +1
T

(2014-0 EP-1) Responda justificando su respuesta.

b) Halle los ntimeros reales = que satisfacen: |z — 1||z + 2| > 4.

(2014-0 EP-2) Conteste.

b) Sea a > 0. Halle los nimeros reales x que satisfacen: (a — x) = (x 4+ a) < 0.

Exprese el conjunto solucién como intervalo o unién de intervalos.

(2014-1 PC2-1) Justifique por qué el siguiente enunciado es falso.

) El conjunto solucién de |z — 2| + |z — 3| = 0 es {2, 3}.

(2014-1 PC2-4)
2% + 7| — (3 +2?)

z(|z| = V5)

¢) Calcule el conjunto solucién de la ecuacién

sandolo como unién de intervalos.

(2014-1 EP-2) En cada caso calcule el conjunto solucién.

a) |[2e —4] + 1| =2z -4
b) 13|z —1]—1] <2zx—4

(2014-11 PC1-3)

r—3
r—1

6
<

4) Resuelva la inecuacién: < T
x —

< 0 expre-
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

58

(2014-11 PC1-4)

a) Un artesano fabrica y vende collares. El material para cada collar le cuesta $6
y ha estado vendiendo 20 por dia a $ 10 cada uno. Si descubre que por cada
incremento de un délar perderfa dos ventas por dia, determine el precio mdximo
que debe establecer para los collares con el fin de obtener una ganancia diaria de
por lo menos $ 96.

(2014-II EP-1) Justifique por qué el siguiente enunciado es falso.

¢) Sean 7y s ntimeros reales: si 7 > s, entonces || + 1000 > |s|.

(2015-0 PC1-1) Justificar la falsedad de la siguiente proposicién.
a) Seal C R, I esunintervalosiVa,be I,Vce R, [a<b<c—cell.

(2015-0 PC1-4)
a) Dar el conjunto solucién de

3z — 1| < 2z + 5.

(2015-0 EP-3) En cada caso calcule el conjunto solucién respecto a la variable .
a) [[2z + 1] + 1] =Z+5
b) |4(|lx —2]) — 10| <2z —4
o) (x+3a)(2b—xz) >0.(a<b<0)

(2015-1 PC1-1)

a) Justifique por qué las siguientes proposiciones son falsas:

i) SiI; es un intervalo e I5 es un intervalo, entonces (/3 U I3) es un intervalo.

i) Ve e R: |23+ 1| =23 + 1.

(2015-1 PC1-3)

4) Determine el conjunto solucién: ||z| + 3| > e.

b) Exprese el conjunto solucién de (7 — ) - = - (x + 7) < 0 como intervalo o
unién de intervalos.
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27. (2015-1 PC2-2) Supongamos que el costo de producir ¢ unidades de un producto es

8¢ — 59¢>
= 2 _—
C(q) Oq + 21

medido en délares, donde ¢ € N. Definimos el costo promedio por unidad para una
produccién de ¢ unidades por

a) Calcule el costo promedio por unidad cuando se produce la primera unidad.

¢) Determine a partir de qué nivel de produccién el costo promedio por unidad es
por lo menos 25 délares por unidad.

28. (2015-11 PC1-3)

a) Sir € R, determine el conjunto solucién de x* — (r + 6)z + 6r > 0.

29. (2015-11 PC1-4)

a) Demuestre que para todo &,y € R se tiene la inecuacién
[l = [yl < o =yl < fz] + [yl

b) Javier va en busca de trabajo al emporio comercial Amarra y se le presentan dos
opciones de trabajo con los siguientes salarios.
Primera opcién: un salario fijo mensual de 400 délares mds el 2 % del total de
ventas que realice durante el mes.
Segunda opcién: un salario fijo mensual de 500 délares mds el 1,5 % del total
de ventas que realice durante el mes.
Si Javier sabe que puede hacer un total de v délares en ventas donde v € [0, 40 000].
:Qué opcidn de trabajo le conviene mds a Javier? (considere diferentes casos)

30. (2015-11 EP-1) Determine el conjunto solucién:

a) 3[z]* — 6[z] = 5[x] — 10
b) |x —2||x| >3
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31. (2016-0 PC1-1) Justifique por qué el siguiente enunciado es falso:

¢) SiA C Ry B C R son intervalos, entonces (A N B)¢ es un intervalo.

32. (2016-0 PC1-3)

4) Segin reglamentacién del control de calidad, se permite que el peso registrado en
la etiqueta de una bolsa de arroz sea distinta del peso real, pero tal diferencia en
valor absoluto no debe superar al 4 % del peso indicado en la bolsa. ;Cudl es el
valor aceptable para el peso real “a” de una bolsa cuya etiqueta dice que contiene

800 gramos de arroz?

b) Escriba por extensién el siguiente conjunto:

B={zecR:x=(-3)",neN,|n*+3|<n+9}.

33. (2016-0 PC1-4)

a) Exprese el conjunto solucién de:
abx? 4+ a*x < 2ab + 2b*x, a < b < 0,

como un intervalo o unién de intervalos.

34, (2016-0 EP-1) Conteste:

a) Si

< 0, exprese el conjunto solucién como un intervalo

o unién de intervalos.

b) Seap(r) = x-(av—x)-(x — ) un polinomio de tercer grado, donde v, § € R
tales que @ < 0 < 3.

i) Halle los nimeros reales  que satisfacen: p(z) > 0.

iif) Halle los ntimeros reales x que satisfacen: p(z) < 0.

35. (2016-1 PC1-1)

b) Justifique por qué son falsos los siguientes enunciados:
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i) SiI N JyJ son intervalos, entonces I es un intervalo.

ii) Paratodo a, b € R se cumple que min{a, b} < |a|.

36. (2016-1 PC1-3)

a) Determine el conjunto de los posibles valores de a tales que

7
Vz € R, [(W)ijLZ 5]a|$+3+|a|>0].

1 / 1
) Indique el conjunto solucién de: HQ — xﬂ +4/1-3 HQ — q;]] = 3.

37. (2016-11 PC1-2)

a) Determine el conjunto solucién de la inecuacién: 4|z + 2| < 2z + 10.

b) Sean a,b € R tales que a > b > 0. Dado el conjunto
A={zeR: ab(e®+1) + (@ +1?) x <0},

determine A°.

¢) Seaa € R, sefale el conjunto solucién de: [ 22 4 2ax + a? ]=o.

38. (2017-0 PC1-1) Justifique la falsedad de los siguientes enunciados:

b) {xER : x<;}C 10, 1].

d {zeR: 22 +z+1] >z} #R.

39. (2017-0 PC1-3) Sean A =] — 7, e[, B = [V/2,7[,C =] —o0,7[y D = [2, +o<l.

4) Determine los siguientes conjuntos:

i) ANB =
i) B—D =
i) C— A =
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iv) CAD =

b) Complete la siguiente tabla con S{ o NO:

El conjunto | ses un intervalo?

ses acotado superiormente?

ANB

CAD

40. (2017-0 PC1-4)

Un estilista atiende en promedio a 240 clientes por semana cobrdndoles 8 soles
por corte. Por cada incremento de un sol en el precio, el estilista pierde 16 clien-
tes. ;Qué precio mdximo, por corte, deberd fijar el estilista para obtener ingresos
semanales de al menos 2080 soles? Recuerde que el ingreso es igual al precio

unitario multiplicado por la cantidad.

41. (2017-1 PC1-2) Calcule el conjunto solucién y expréselo como un intervalo o unién

de intervalos, de ser posible:

a) v —[z] = 1.

b) 8x% —4x® — 32> 0.
z+1

¢)

T —2

>2
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42. (2017-1 PC1-3)

a) La préctica de algin deporte estd asociada a una buena salud. Por esta misma
razén, las personas deberfan limitar sus esfuerzos al realizar alguna actividad fisica,
para no superar una determinada frecuencia cardiaca. Durante afios, la relacién
entre la méxima frecuencia cardiaca recomendada para una persona y su edad se
describia mediante la férmula:

Max(f) =220 — E; E € R,

donde M ax(f) = méxima frecuencia cardiaca recomendada ; ' = edad.

Investigaciones recientes han demostrado que esta férmula deberfa modificarse
ligeramente. La nueva férmula es la siguiente:

Maz(f) =208 — (0,7 E); E € R.

i) Resolver: 208 — (0,7 - E) > 220 — E.

ii) Interprete el resultado obtenido al resolver la inecuacidn.

43. (2018-0 PC2-1) Complete los espacios en blanco segtin corresponda.

¢) El conjunto solucién de la ecuacién | + 1| + |z — 1| = 0es __.

e) Sean A =|0,5[, B =[—1,1[y C =] — 3, 1]. Entonces

sup(ANC)=__ysup(C—B)=__

44, (2018-0 PC2-4)

a) Sea c € R. Dada la siguiente inecuacion:
20+ 1< (c+x)(c—x),

determine el supremo del conjunto solucién de la inecuacién en términos de c.
Ademds, calcule el o los valores de ¢ de forma que 1 sea dicho supremo.
b) Resolver:
i) [lz| —z] = —1.
i) ||z —2| — |z| + x| = =.
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45.

46.

47.

48.

49.

64

(2018-0 EP-2)

a) Resuelva: 1 + +/[z] —z > |z| — 1.

(2018-1 PC1-2)

a) Sea p(z) = x* — x — 4 un polinomio cuadritico.

i) Completando cuadrados, exprese p(x) como el producto de dos factores
lineales.

ii) Hallar los nimeros reales , tales que p(z) > 0.

) Hallar el conjunto solucién de: 2 — 4lz=11 = 0,

(2018-1 PC1-3)

|22 4 2| — (e + 2?)
lz| — 7
un intervalo o unién de intervalos.

b) Sea A = {ZL‘ eR: < 0}. Exprese el conjunto A como

(2018-11 PC1-2)

a) Determine el conjunto A x B por extensién, si A = {x € R: |z — 2| = 3z}
yB={z eN:|2? — x| <z}

(2018-11 PC1-4) PESCAUP es una empresa que produce y vende harina de pescado.
Se sabe que la utilidad, en miles de délares, por la produccién y venta de g toneladas
de harina de pescado estd expresada por la funcién U :]0, +0o[— R, definida por

U(Q):—ﬁ+q—2
(9)

positiva, se dice que hay ganancia; y cuando es negativa, que hay pérdida.

y que la utilidad promedio estd definida por ,q > 0. Cuando la utilidad es

a) Determine las cantidades de toneladas de harina de pescado que debe producir y
vender la empresa para obtener ganancia. Exprese el resultado como un intervalo
o unién de intervalos.
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b) Determine la mayor cantidad de toneladas de harina de pescado que se deben
producir y vender para que la utilidad promedio no sea mayor a 500 ddlares.

50. (2019-0 PC2-1) Complete lo siguiente:
1
a) Siz < > el valor simplificado de la expresién

A=|2z -1+ 1+2°|+22+1+5—2a?

esiguala .
¢) Sean A =] — e, 7|, B =] V2, 7%y C = [—2e, 27]. Determine los siguientes

conjuntos:

A-B =
B-C =
ANB =

51. (2019-0 PC2-2)
a) Sia < 0 < b, dar el conjunto solucién de
a’z? < abx + 2b%.

¢) Dar el conjunto solucién de

v

r+1 1
z—1
52. (2019-0 PC2-3)
b) Partiendo de la propiedad
Ve, y € R, zy < |zyl,

demuestre que
Va,y €R, |lz] = lyll <z -yl
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¢) SeaA={z€eR: (z—1)(x— 2)2(:E —3)(x — 4)2 < 0}, calcule inf(A) +
sup(A).

53. (2019-0 PC2-4)

a) La empresa Gaslima suministra gas familiar a residencias, cobrando una tarifa
fija de 18 soles y un adicional de 0.25 soles por cada litro de gas consumido. La
familia Flores consumié 80 litros de gas el mes pasado, y decide que la diferencia
entre la facturacién del mes pasado y la de este mes no supere, en valor absoluto,
los 4 soles ;Cudl es el consumo de gas que debe realizar la familia Flores el presente
mes?

54. (2019-1 PC1-1)

a) Complete:

iii) Seaa # 0. El conjunto solucién de la inecuacién cuadritica (az +b)* < 0

(&)

i) Si [1 — x]] # 0, entonces * €

v) La ecuacién cuadritica x* — |b|lz + 6 = 0 posee dos raices: 2 y 3. Los

valores de b son y__.

55. (2019-1 PC1-2) Sean los conjuntos A, B C Z definidos por:

A= {z€Z: > —-1>0 A 2<10}

|z
2 - (rez [ Bl -9)

a) Determine por extensién el conjunto A.

b) Desarrolle por extensién el conjuntos B. (Sugerencia: [« 4+ n] = [x] + n para
todon € Z)

¢) Sea R una relacién de A x B definida por:
R={(z,y) e AxB: z>2y},

determine por extensidn la relacién R.
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56. (2019-11 PC1-1)

a) Considerando R como conjunto universo, complete:

i) El conjunto solucién de z*+23 > 222 es:

ii) Siz = 1 es una solucién de la inecuacién a’z® — az® — 3 < 0, entonces

a €

1

iii) El conjunto solucién de Hx| — 1| = 3 es

iv) Si la inecuacién |z| < ‘b’ — 1 tiene conjunto solucién vacio, entonces b €

b) Sean A =10,3[NQy B = ]0,3] N (R — Q). Justifique por qué son falsos

los siguientes enunciados:

i) M = 2.9 es una cota superior del conjunto A.

i1) m = 3 es el mdximo del conjunto B.

57. (2019-1I PC1-3) Para cada ntimero real > 0, se define el conjunto:
E.={(z,y) €ZXZ: |z|+|y| <r}

a) Escriba por extension el conjunto Es.

b) Justifique por qué el siguiente enunciado es falso:
Para todo 7 > 0y s > 0 se cumple que si 7 # s, entonces E, # Ej.

¢) Pruebe que para todo r > s > 0 se cumple que £, C E,.

58. (2019-11 PC1-4)

a) Sixz > 0, determine el conjunto solucién de la ecuacién:
[22]" + 6« — |2[] = 16

b) Sixz < 0, determine el conjunto solucién de la ecuacién:
[22]” + 6« — |2[] = 16
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¢) Exprese como un intervalo o unién de intervalos el conjunto:

C= {x eR: [2¢]" + 6]z —|a|] = 16}.
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5

Soluciones

Argumentos y Cuantificadores
1. (2012-1 PC1-1) Solucién.

a) “Toda persona tiene una tnica carrera universitaria’. La tabla nos dice que esto
es verdadero.
b)
Jr € A,Vz € C, [-Q(z, 2)].

Falso porque todas las personas tienen al menos un pasatiempo.

¢)
Nrxe A TzelC [Qz,2)].

2. (2012-1 PC1-3) Solucion.

a) Si el diccionario es

p = “Eldélar aumenta su valor”.
q = “Lasempresas que exportan y abastecen
al mercado interno se beneficiardn”.
r = “El Estado recaudard suficientes impuestos”.



Soluciones
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Entonces, la forma 16gica formal es
p—q,q—r,p¥r g

) Usando la definicién de argumento vdlido asumimos que las premisas son ver-
daderas. Sabemos que p Y r es verdadero, entonces tenemos dos casos. Si p es
verdadero y 7 es falso, como p — ¢ es verdadero, entonces ¢ es verdadero. Los
valores de ¢ y 7 son consistentes con el supuesto que =g — —r es verdadero.
Si p es falso y 7 es verdadero, como ¢ — —r es verdadero, esto significa que
q debe ser verdadero. Los valores de p y ¢ son consistentes con el supuesto que
p — q es verdadero. En ambos casos expuestos, ¢ es verdadero y el argumento

es valido.

3. (2013-0 PC1-1) Solucion.

a) La disyuncién exclusiva de las proposiciones simples p, g es la proposicién p ¥ ¢
que es verdadera solo cuando una de las proposiciones simples es verdadera y la
otra es falsa.

b)

pYq=-(p < q)

¢) De la parte (b) se tiene que

—p e (@A) =pY(gAar).

Entonces la negacidn es:
« . .. .

O estas vacaciones viajo a New York, o saco excelentes notas en este ciclo y no
me matriculo en el ciclo de verano”.

4. (2013-0 PC1-4) Solucion.

a)
p = Las elecciones son mafana.
g = Hay empate técnico.
r = Se convoca a nuevas elecciones.
Las proposiciones en su forma légico formal son:

e (pAgqg)—.
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e 7 — (g V D).
b)
—r = =(pAg)
—r = (=pV )
—r = (2 V -p)

(pAg)—r

Por lo tanto son equivalentes. Otra forma de verificar la equivalencia es compa-
rando sus tablas de verdad.

5. (2013-0 PC1-5) Solucién.

a) Del diccionario

U = {personas de la regién de Junin}.
p(x) = x usa bloqueador.
q(x) = x no sufre consecuencias de la alta radiacién.
r(z)

(z) = o es de avanzada edad.
Se obtiene el argumento
(Ve e U, [p(x) = q(x)]), Gz € U, [r(x) Ap(x)]) = (Ve € U, [~q(z))).
%) Asumiendo que las premisas son verdaderas, se tiene que
Vo € U, [p(x) — q(z)]) A (r(a) Ap(a)) paraalgin a € U
es verdadero, en particular
(p(a) = q(a)) A (r(a) A p(a))

es verdadero para algtin a € U. Entonces p(a) es verdadero, lo que implica que
q(a) es verdadero para algin a € U. Por lo tanto

Jz € U, [g(x)] = — (Vo € U, [~q(x)])

es verdadero y el argumento es valido.
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6. (2013-1 PC1-3) Solucion.
a) Es el acto de mostrar la veracidad de una proposicién asumiendo la veracidad de
otras.

b) El cuantificador universal se define como la expresién “para todo”. El cuantifica-
dor existencial se define como la expresidn “existe”.

¢) Dos proposiciones P y () son equivalentes cuando tienen la misma tabla de

verdad.
d)

H)IM e R VN eR [M>0AN>0ANzeERAT>
N) A f(x) < M].
i) Ve e R,[x >0Va<0Vz=0]

7. (2013-1 PC1-5) Solucién.

a) Se define U como los participantes en la premiacién del Oscar y sean

p(x) =z esdespistado,
q(x) = x esentretenido,
r(x) = x ganael Oscar,
s(x) = habla ininterrumpidamente.

b) Supongamos que las premisas son verdaderas, es decir

Ve e Up(z) = —~q(x)] =V (1)
Ve € Ur(z) = —s(x)]| =V )
Vo € Uf—q(z) — s(x)]| =V 3)

72



Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

De (1) y (3), podemos inferir que
Ve e U, [p(x) = s(x)]| =V (4)

Por otro lado, usando que p — ¢ = =g — —p tenemos que (2) es equivalente

a

Ve e U, [s(x) = —r(z)| =V 5)
De (@) y (5), podemos inferir que
Ve e U, [p(x) = —r(z)]| =V

luego

- (Vx e U, [p(x) = —r(z)]) = F
Jz e U, [p(z) Ar(z)] = F.

Por lo tanto, el argumento no es vélido.

8. (2013-1 EP-2) Solucién.

a)

b)

El reciproco es la proposicién
Vi eU, [Q(f) — P(f)]
y su negacién es equivalente a

Af e U, [Q(f) A =P(f)]

que en lenguaje coloquial significa: “Existen funciones que se estudian en Mate
2 que son continuas y no diferenciables”.

p—q (hip6tesis)

—q (hip6tesis)

—p (reduccién al absurdo)
—p — —r (hipbtesis)

-r (Modus ponens)
rvVs hipétesis

s Silogismo disyuntivo
sVt Adicién
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9. (2013-11 PC1-4) Solucién.

Si consideramos
p = Sandra tiene ojos azules.
g = Pathy tiene ojos azules.
r = Gaby tiene ojos azules.
entonces,
Gaby dice:  —p — —q.
Pathy dice: g A (p V7).

p ¢ r|p = —-qlqg A (pVr)
1|V vV Vv % F F
2|V V F A% vV Vv
3|V F V A\ F F
4|V F F A\ F V
51 F VvV F vV Vv
6|F V F F F F
7|F F Vv v F V
S|F F F A\ F F

a) Si Gaby y Pathy dicen la verdad, observamos en la tabla que esto ocurre en la fila
2; por lo tanto, Sandra y Pathy tienen ojos azules, pero Gaby no.

b) Si Gaby y Pathy mienten, observamos en la tabla que esto ocurre en la fila 6; por
ende, Pathy tiene ojos azules, pero Sandra y Gaby no.

¢) Sisolo Sandra tiene ojos azules, observamos en la tabla que esto ocurre en la fila
4; por lo tanto, Pathy miente.

10. (2013-II PC1-5) Solucion.

a) Del diccionario

= Conjunto de economistas del pais.

P = ocurre una baja en los precios del petréleo.
q(x) = x reduce su estimacién de la tasa de interés.
r(x) = x aumenta su estimacién de la tasa de crecimiento.
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se obtiene el argumento
p—Vx eU, [q(x)Vr(z)];
—p <z eU, [q(z));
p
F 3z eU, [r(x).

b) De la segunday la tercera premisa se tiene Vo € U, [—¢(x)]. De la primeray la
tercera premisa se tiene Vz € U, [q(z) V (z)]. Por lo tanto, Vx € U, [r(x)].
En particular 3x € U, [r(x)]. Es decir, el argumento es vilido.

11. (2014-0 PC1-1) Solucion.

a) Sipy q son proposiciones, la proposicidn bicondicional se define como “psiy
solo si ¢” y se denota por p < q.

b) Un argumento es vilido cuando, asumiendo que todas las premisas son verdade-
ras, la conclusién también lo es necesariamente.

¢) Para la primera inferencia se tiene:
g P
g

—r 4> SVDp

De las 2 primeras premisas se tiene
P> T =p 4 T

Juntando ello con la tercera premisa se tiene —p <+ s V p. Existen dos casos. Si
p es verdadero, se obtiene una contradiccién. Si p es falso, la ltima proposicion
implica que s es verdadero.

Para la segunda inferencia se tiene:
pYs

S—Dp

—SADp
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Sabemos que
S<HFP=S—>DPApP—>S.

Entonces, la equivalencia de la disyuncién exclusiva es (s — p) V =(p —
s). Como la segunda premisa es s — p, concluimos =(p — s) = s A p.

d) El enunciado estd en la forma
(ghr) =p=-(gAr) V.
La negacion es:
=(=(gATr)Vp)=qgArA-p.

Por lo tanto, la negacién pedida es: “Me levanto temprano y no voy a la playa y
manana no hago deporte.”

12. (2014-0 PC1-3) Solucion.

4) Sean
C' : Los futbolistas en la premiacién del Balén de Oro realizado en el Kon-

gresshaus de Ziirich

p(z) = x cumple con las reglas dadas por la FIFA
g(z) = x gana el Balén de Oro
r(z) =  no es preferido por Joseph Blatter.

De aqui, el argumento en su forma légica formal es el siguiente:

(Ve € C,[p(z) = q(@)]), (Vo € C, [-p(z) = r(2)]), Fz € C, [-r(z)])

F 3z e C,[g(x)].
b) Supongamos que las premisas son verdaderas, es decir:
Ve e C[p(x) = q@)] =V (©6)
Ve e C,[-p(x) = r(z)| =V 7)
e C/[r(x)=V (8)

Por otro lado, de p = ¢ = =g — —p tenemos que (6) es equivalente a
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De @) y (9, podemos inferir que

Ve € C,[~q(z) = r(z)| =V (10)
de p = ¢ = ~¢ — —p tenemos que

Ve e C,[-r(z) = q(z)| =V (11)

Luego, de (8) y setieneque x € C, [¢(x)] = V. Porlo tanto, el argumento
es valido.

13. (2014-0 PC1-4) Solucién.

b) Sean
p = aprucbo la PC1 de Mate I

q = estudié con esmero
r = Mi madre ha dejado una ofrenda a San Judas Tadeo.

De aqui, el argumento en su forma légica formal es el siguiente:
p—(qgVr),—r F q.

Veamos que el argumento no es valido calculando los valores de p, ¢, que lo
demuestran. Asumiendo que las premisas son verdaderas y la conclusién falsa,
obtenemos que 1 = F y g = F. Paraque p — (qV r) sea verdadero, es
necesario que P sea falso. Por ende, para los valores encontrados, el argumento es
invilido.

14. (2014-0 EP-1) Solucién.

a) Del enunciado se puede tomar como conjunto universal el conjunto C' de perso-
nas. Definimos 7'(z) = “x estima a Santo Tomds”, R(z) = “x estima a Russell”
y K (x) = “x estima a Kant”. Deseamos mostrar que el argumento

Vr € O, [T(z) — —K ()]

[
Ve € C, [K(z) V R(r)]
dz € C, [~R(x)]
F o JzeC, [T (2)]
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es vilido. De la tercera premisa, existe a € C' tal que ~R(a). De la segunda
premisa, se obtiene K (a) VV R(a), pero como —R(a), entonces se sigue K(a).
De la primera premisa, 7'(a) — =K (a), lo cual implica K (a) — =T '(a). Por
lo tanto, se deduce —T'(a), es decir, existe z € C' tal que =T'(x) y el argumento
es valido.

15. (2014-1 PC1-3) Solucién.
a) Definimos

C = Conjunto de trabajadores del Poder Judicial
D

Conjunto de reporteros

p(x) = “z acatala huelga’
q(x) = “x entrevista al presidente”
r(x) = “x lehace preguntas dificiles”.

Luego, las premisas del argumento son
(Fz € C, [p(=)]) » 3z € D, [q(z) Ar(2)]); (Vo € D, [~q(x)])

y la conclusién es Iz € C, [-p(z)].

b) Para demostrar que el argumento es vélido, se asumen verdaderas las premisas.
Primero se observa que

dzx € C, [p(x)] — 3z € D, [q(z) A r(z)]
es equivalente a
Vo € D, [—~q(z) V —r(x)] — Vo € C,[-p(z))].
A continuacién, como la segunda premisa es verdadera, se tiene
Vz € D, [~q(z)] = Vx € D, [~q(x) V —r(x)].
De la primera equivalencia
Vo € C, [-p(z)]

y en particular

Jz € C, [-p(x)].

Como esta tltima proposicién es la conclusién, el argumento es vélido.
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16. (2014-1 PC1-4) Solucién.

a)
p q r|T(pgqr)
V V V F
V V F F
V F V F
V F F v
F V V F
F V F \%
F % \%
F F F F

b) Si una es verdadera, entonces p V g V 1 debe ser verdadera. Sin embargo, dos de
ellas no pueden ser verdaderas al mismo tiempo y esto puede pasar de tres formas
distintas: p A ¢, ¢ A 7, p A r. Por lo tanto, se obtiene

(pVaVr)A=(pAgA-(gAT) A= (pAT).

¢) De la tabla de verdad

a b‘aVb‘aAb‘a%b
vV VvV A\ A\ A\
V F \Y F F
F V A\ F Vv
F F F F Vv

vemos que los tnicos casos en que solo una de las proposiciones compuestas es
V estdn en la segunda y cuarta filas, y en ambos casos concluimos que b es F, es
decir, b es V.

17. (2014-11 PC1-1) Solucién.

a) Sean:

e p = “Las inversiones se perjudican”.
e ¢ = “Argentina entra en estado de cese de pagos”.

o 7 = “Baja el desempleo”.
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El argumento expresado en 16gica formal es:
q—p, p—r,q¥Y-rkp.
Supongamos que las premisas son verdaderas y que la conclusién es falsa. Es decir:
q—p=V,p—o>r=V, qgV-r=V, p=F.

De—p - r =V yp = F obtenemos quer = V. Ademds,deq ¥ -r =V
tenemos ¢ = V. Finalmente, como ¢ — p = V obtenemos p = V, que
contradice el supuesto. De esta manera, el argumento es vélido.

18. (2014-11 PC1-2) Solucién.

) de e R,Vng € N,Im € N,dn € N,

(e>0AmM>ngAn>ng)Ala, —a,| > ¢

19. (2014-11 EP-1) Solucién.

a) Cuandop = F,q =V yr = F, las premisas son verdaderas, pero la conclusién

es falsa.

20. (2015-0 PC1-3) Solucion.

a) Sean las siguientes proposiciones:
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p = El delfin es un mamifero.

g = El delfin toma oxigeno del aire.
r = El delfin no necesita branquias.
s = El delfin vive en el océano.
Luego, en légica formal tenemos

p—>q,q—>1,pAsSkET.

Supongamos que las premisas sean verdaderas, demostraremos que r = V. Como
pAs =V entoncesp = V.Dep = q = V, tenemos que ¢ = V. De
g — r =V obtenemos que 7 = V; por lo tanto, el argumento es valido.



21. (2015-1 PC1-1) Solucién.

b) Evaluando B (p A q) , B (p) y B (q) en la tabla de verdad se obtiene:

Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

p q| ®@Ag |BpAg | B(p)-Blg)
V V]| V 1 1-1
V F| F 0 1-0
F V| F 0 0-1
F F| F 0 0-0
~.B(pAq) = B(p) - B(q).

22. (2015-1 EP-5) Solucion.

b) Asumiendo que P» = r Y g es verdadera, existen dos casos, uno de estos casos
est=Vyq=F.DeP, =S(pVryqr)="VsetenequepVr =17V,
entoncesp =V op = F.Enelcasoquep=F,Q =rVqg—pesF.Porlo

tanto, el argumento no es vélido.

23. (2015-11 PC1-1) Solucién.

b) La equivalencia es con

JeCIye;[(0<t<HA(tz+(1—-t)y &O)].

¢) De la tercera premisa se tiene que s es falso; usando este en la segunda premisa

obtenemos que 7" es falso, luego (p A q) es falso. Por ende, =pV —¢ = = (p A q)

es verdadero. Asi, el argumento es vl

24. (2015-11 PC1-2) Solucién.

ido.

b) Existen dos casos. Primero, si (p — ¢) =F entonces f(p — q) = 0,p=V'y

g = F, luego

flp—=q)=0=1—f(p)- f(=q).
Segundo, si (p — q) = V, entonces f(p — q¢) = 1lyp =V,-q = F;o0

p = F. Asi
flp—aq) =

1—f(p)- f(=q).

En ambos casos se tiene f(p — q) = 1 — f(p) - f(—q).
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25. (2016-0 PC1-1) Solucién.
a) El enunciado es falso porque p = “3 < 2” es falso, pero el argumento p = p es
vélido.

e) Es falso porquesir = F,q =V yp =V, la proposicién p <> 1 es falsa.

26. (2016-0 PC1-2) Solucién.

a) Sean

e p = El color es azul.
e ¢ = Estd nublado.
e 7 = Hay eclipse.

El argumento es

p—=(q¥Yr),pV(-pAT)Fq.

b) Sip=V,q=Fyr =V, las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa.
El argumento no es vélido.

27. (2016-1 PC1-2) Solucién.

a) Sean

e p = La crisis financiera griega es superada.
e g = Grecia se retira de la eurozona.
e 1 = Grecia se convierte en un “Estado fallido”.

Luego, el argumento es
q—p P71 q¥r Eop.
b) Asumiendo que todas las premisas son verdadera, de la tercera tenemos dos casos:
g=Vyr=Foq=Fyr=V

e Caso 1: Siq = V yr = F, la veracidad de la primera premisa implica
Q:p=V.

e Cas0 2:Sig = Fyr =V, tenemos en la primera premisa y segunda
premisa que son verdaderas ain con Q) : p = F.

Por lo tanto, el argumento no es vélido.
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28. (2016-11 PC1-1) Solucién.

a) Dadas las proposiciones:
e p = El jefe de la banda sali6 del pais.
e g = El jefe de la banda se siente amenazado.
e 7 = El jefe de la banda delega el poder en Pablo.
o 5 = El jefe de la banda delega el poder en Luis.
e t = Aumentaran los robos en el barrio.

e u = Aumentard la venta de droga y la prostitucién en el barrio.

El argumento en su notacién formal es:

q—p,q—>(rVs), r—t, s—u pktVu.

b) Asumiendo que las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa, obtenemos:

q—o>p=V (12)
qg—(rvs) =V (13)
r—t=V (14)
s—>u=V (15)
p=V (16)
tVu=F (17)

Podemos afirmar lo siguiente: De se deduce quet = F'yu = F. De y
dado quet = F'sededuce quer = F. De y dado que u = F'se deduce que
s = F. De y dado que 7 V s = F' se deduce que ¢ = F. La combinacién
p=V,qg=F,r=F, s=F, t=F, u=F cumple con todo lo asumido,
y es consistente con (12). Por lo tanto, el argumento es invélido.

29. (2017-0 PC1-2) Solucién.

4) Considerando el diccionario:
e p = Se cumple con la deuda del banco.
o ¢ = Se capitaliza la empresa.
o 7 = Serd facil negociar con los demds acreedores.

e 5 = Se obtienen mds recursos para inversién.
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El argumento en su forma simbdlica es

pYq, p—r, q—>skrVs.

b) Si las premisas son verdaderas, de la primera premisa tenemos que los valores de
verdad de p y g son opuestos; estudiamos las opciones que se presentan segtin los

valores de verdad de p.

o Sipesverdad, entonces g debe ser falso; asi, como la segunda premisap — 7
es verdadera, obtenemos que 7 es verdadero.

e Si D es falso, entonces ¢ es verdad; como la tercera premisa ¢ — S es verda-
dera, obtenemos que s es verdadero.

Asi pues, en cualquier caso, la conclusién 7 V s es verdadera; por ende, el argu-
mento es valido.

30. (2017-1 PC1-1) Solucion.

a) Como la siguiente tabla no es una tautologia

pla| (pdg ©p |~ |pDg
aRY% F VV|F| F
V| F F VV|EFE| F
F|V V FF|V]| V
F|F F FF|V| F

el argumento no es vélido.

b) “El desempleo no aumenta. La inversion no retrocede o el desempleo aumenta. Por lo
tanto, la inversion no retrocede.”

31. (2017-I1 PC1-1) Solucion.

a) Dadas las proposiciones:
e p = los precios bajan.
e ¢ = suben los salarios.
e 7 = las ventas al menudeo aumentan.
e s = las ventas publicitarias aumentan.

o ¢ = los intermediarios ganardn mds dinero.

84



Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

El argumento en su notacién formal es:
(pVqg) — (rAs),r—t, =t —p.

b) Consideremos que las premisas son verdaderas:

(pVqg) — (rAs)=V (18)
r—-t=V (19)
=V (0)

Por otro lado, supongamos que la conclusién es falsa, es decir:

Podemos afirmar lo siguiente:
e De se deduce quep = V.
e De se deduce que t = F.
e De se deduce que r = F.
e (pVgq) = (rAs) = (VVgqg — (FAs) =V — F = F,lo que
contradice (18).

Luego, la conclusién es verdadera. Por ende, el argumento es vélido.

32. (2018-0 PC1-1) Solucién.

a) Un argumento es una lista de proposiciones P;, P, . .., P, llamadas premisas

y una proposicion () llamada conclusién. Un argumento se denota por

P,Py...,P,FQ

b) Una variable es un simbolo que representa un miembro no especificado de una
coleccién.

¢) Para toda coleccién C'y predicado P tenemos
- (Vz € C,[-P(z)]) = 3z € C,[P(x)].

d) Cuando la proposicién “Vz € C,[P(z)]” es falsa, el elemento que prueba la
falsedad de dicho enunciado es llamado el contracjemplo.
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33. (2018-0 PC1-2) Solucién.

a) Asumiendo que todas las premisas son verdaderas.

e De la primera premisa, se deduce que p es verdadera.
e De la segunda premisa y lo anterior, se deduce que r es verdadera.
e La tercera premisa y el paso anterior implican que s es verdadera.
Luego, la conclusién es verdadera. Por ende, el argumento es vélido.
b) Primero establecemos el siguiente diccionario:
e p = Hari cumplié el contrato.
e ¢ = Las mercancias fueron suministradas en la fecha convenida.
o 7 = El registro de Hari estd equivocado.
e s = Hari ordené el envio el dia tres.

Ast, el argumento en notacién simbdlica es
p—q, pYr,r— s, SApkEq— .

Si todas las premisas son verdaderas, se sigue de la cuarta premisa que p y s
son verdaderas. De este modo, de la primera y tercera premisa se deduce que
q es verdadera y 7 es falsa, respectivamente. Esto implica que la conclusién es
verdadera. Por lo tanto, el argumento es valido.

34, (2018-0 PC1-3) Solucion.

a)
i) Consideremos el conjunto de niimeros enteros Z y los siguientes predicados:
e p(x): x espar
e ¢(x) : x es impar.
Luego, las proposiciones (3z € U, [p(x) |) y (3x € U, [ q(z) ]) son ver-
daderas. Sin embargo, la proposicién (Fz € U, [ p(z) A q(x) ]) es falsa,
pues no existe un entero que sea par e impar a la vez.

ii) Consideremos U = {1, 2, 3}. La proposicién
VeeUdyeU[zy=x]
es verdadera tomando y = 1 € U. No obstante, la proposicién
dJxeUVyeU,[zy=2x]

es falsa, dado que si y = 2, entonces 2 = x implicaque z = 0 ¢ U.
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b)
i) Si hay un entero impar, entonces ningtin entero es par y hay al menos un
namero real irracional.

ii) Sialgin nimero real es racional, entonces existen nimeros reales irracionales
o0 existe un entero irracional.

35. (2018-0 EP-1) Solucién.
b)

ii) En este caso, tomemos p falsa, ¢ verdadera y r falsa. Se observa que la pri-
mera proposicién compuesta es falsa, pero la segunda es verdadera, lo que se
contradice con la definicién de equivalencia de proposiciones.

36. (2018-1 PC1-1) Solucion.

a) Dado el siguiente diccionario:
p = “el arma tiene las huellas del acusado”
q = “el acusado dispar6 el arma”
r = “el acusado es culpable”

el argumento se traduce a
p—q,-qVr,mqg—-rkt(p—r)V(rsq).

) Asumiendo que el argumento no es vilido, se tiene que (p — 1) = F'y (r <>
q) = F. En consecuencia, p = V,q = V,r = F. Pero esto implica que
la premisa =g V 7 es falsa. Esta contradiccién demuestra que el argumento es
vélido.

¢) Eliminando la segunda premisa que generaba la contradiccién en la parte ante-
rior, se tiene:

p—=qq—-rk(p—=7)V(req)

De la parte ) se tiene que p = V,q = V,r = F. Con estos valores las pre-
misas del nuevo argumento son verdaderas. Como no existe contradiccién, el
argumento es invélido.
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37. (2018-11 PC1-1) Solucién.

a) Para que el argumento sea invélido, las premisas deben ser verdaderas y la con-
clusién falsa. Como es imposible que todas las premisas sean verdaderas, el argu-
mento no es invalido.

b)
i) Del argumento podemos establecer el siguiente diccionario:

p = Gabriela compra un computador.
g = Gabriela estudia programacién.
r = Gabriela estudia disefo grafico.

La traduccién del argumento es
p—(qVvr),q—-rpk(g¥r).

ii) Supongamos que las premisas sean verdaderas. Como p = V, de p —
(g Vr) =V, obtenemos que ¢ V7 = V, luego ¢ y r no pueden ser al
mismo tiempo falsos. De ¢ — —r = V, tenemos que ambos, ¢ y T, no
pueden ser verdaderos. Asi ¢ y 7 tienen valores de verdad distintos, luego
g Y r = V. Por lo tanto, el argumento es valido.

38. (2018-11 EP-1) Solucién.

a) Los valores de verdad para los cuales las premisas son verdaderas y la conclusién

falsason:p = F, g = V. Luego,pYq=F VYV =V.

39. (2019-0 PC1-1) Solucién.
¢) Lanegaciénde Ve > 0,3y € N,[zy =1 — & = 2] es

dr>0,Vy e N[zy =1 Az #2]

40. (2019-0 PC1-2) Solucién.

a) Sean
p = La crisis financiera griega es superada.
q = Grecia se retira de la eurozona.
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r = Grecia se convierte en un Estado fallido.
Luego, el argumento es

q—p,—p—r,qY-rkp.

Asumiendo la veracidad de las premisas y la falsedad de la conclusién, tendrfamos
deq = p=Vyp=F;porlotanto,q = F.Deq=FyqY—-r=V
obtenemos que 7 = F. Der = F, p = F tenemos que =p — r = F lo cual
se contradice con la veracidad de la segunda premisa. Esta contradiccién prueba
que el argumento es vilido.

41. (2019-1 PC1-1) Solucién.

a)
i) Elargumento p — —¢q, ¢ F —pes vilido.

42. (2019-1 PC1-3) Solucién.

b) Asumiendo que el argumento es invdlido, las premisas son verdaderas y la con-

clusidn falsa, esto es:

e (pAN—q)—>u=V

e (¢gVu)—=p=V

e (sANt)qg=V

e < [(sVYt)Au] =F.
De la cuarta linea obtenemos que u = V' y (s Y t) = V, es decir, s y ¢
tienen distintos valores de verdad. Sustituyendo en la tercera linea obtenemos
g = F'. Luego, al sustituir en la segunda linea, tenemos que p = V porque
U es verdadero. Reemplazando estos valores en la primera linea tenemos que la
premisa (pA—¢q) — —wes falsa, lo cual es absurdo. Asi, el argumento es vélido.
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43. (2019-11 PC1-2) Solucién.

90

a)

b)

Del diccionario:

p = Elgobierno griego aprueba las medidas econémicas impuestas por la UE.
g = EIIVA aumenta.

r = Las jubilaciones anticipadas terminardn en el 2022.

s = El gobierno griego se retira de la eurozona.

t = Elgobierno griego paga la deuda completa a sus acreedores.

Se obtiene

p— (A1), " p(sVit), nsAN—tk q.

Asumiendo que las premisas son verdaderas, se puede afirmar que la conclusién
también lo es. En efecto, de la tercera premisa se sigue que s y ¢ son falsas. De
la segunda premisa, como s V  es falso, =p también lo es y asi p es verdadero.
Finalmente, de la primera premisa, como p es verdadero, g/Ar debe ser verdadero,
en particular, ¢ es verdadero. Como ¢ es la conclusidn, el argumento es valido.
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Conjuntos y Relaciones
1. (2012-1 PC1-2) Solucion.
a) Contraejemplo.
) Cuando (a,b) € Ry (a,c) € R, implicab = c.

¢) {(37 4)7 (4’ 5)}

d) No.Si A={1,2}, B={1},C = {2}, entonces AUB = A = AUC pero
B #C.

¢) Como (h 4+ 1,3) € R implica (3,h + 1) € R, existen tres posibilidades. Si
(3,h+ 1) = (3,8), entonces h = 7. Ademds, se debe cumplir que

(h+kh) = (T+k,7) = (14, h),

dedonde 7+ k = 14yasik = 7. Enlos casos que (3,h + 1) = (h+1,3) y
(3,h + 1) = (h, h + k) se obtienen contradicciones.

2. (2013-0 PC1-2) Solucion.

a)
A-B={zeU:(xeA)AN(x¢ B)}.

b) Falso. Si A = {1,2},B = {3} yC = {4}, entonces A — B = A - C =
{1,2} pero B # C.

¢)
[(AND)u(BNC).

3. (2013-0 PC1-3) Solucién.

4) Una relacién es una funcién cuando cada elemento del dominio se relaciona con
un unico elemento del rango. Esto dltimo es equivalente a la veracidad de la
siguiente proposicién:

Vr e domR,3Jy eran R, [(z,y) € R].

b) Como (h,4) € R, se toman casos sobre la base de h € A.
e Sih = —1,entonces R = {(—1,2);(2,4); (—1,4)} no es funcién.
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e Sih =2, entonces R = {(—1,5);(2,4); (2,4)}, pero 5 ¢ B.

e Sih =3, entonces R = {(—1,6);(2,4); (3,4)} es funcién.

e Sih =5, entonces R = {(—1,8);(2,4); (5,4)} es funcién.
Por lo tanto, h solo puede tomar los valores 3 y 5.

¢) Dela definicién por extensién de A, los tnicos valores que k puede asumir son 1,
203.Como (3,2) € Ry (2,k) € R, entonces (3,k) € R por transitividad.
De la definicién por extensién de R se obtiene (3, k) = (3, 2), de donde k = 2.
Si k =1, entonces (2,1) € Ry (1,2) € R, pero (2,2) ¢ R. Esto implica
que k # 1. Si k = 3, entonces (2,3) € Ry (3,2) € R, pero (2,2) ¢ R.
Esto implicarfa que no se cumple la transitividad. Asi & # 3. Por ende, el tnico
valor que puede tomar k es 2.

4. (2013-0 EP-2) Solucién.
a) Paratodo x € U se tiene
€ (AUB) + —~(x € AUB)
< —((x € A)V (z € B))
— (x € A) A—(z € B)
(e A% A (z € BY)
—x e A°NB°

Por lo tanto, se cumple la igualdad.

5. (2013-1 PC1-1) Solucion.
a)

i) Directamente de la definicién se tiene

dOIl’lRl = {CL, b, d}7 ranR1 - {67f7g}7

dom Ry = {b,c,d}, ranR,=/c, f}.

ii) Solo Ry es una funcién, ya que cada elemento de su dominio estd relaciona-
do con un tnico elemento en su rango. La relacién R; no es una funcién,
puesto que (a, €) y (a, f) pertenecen a R;.
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b) Para demostrar que AU B C C, partiendo de
(re A)V(x € B),

se consideran dos casos. En el primero, si € A, entonces, como por hipétesis
A C C, tenemos que z € C'. En la segundo, si z € B, entonces, como por
hipétesis B C C, encontramos que z € C. En cualquiera de los dos casos se
concluye que z € C, luego AU B C C.

6. (2013-1I PC1-1) Solucién.

a) La definicién es
VeeU, [re€ As o € B,

lo cual es equivalente a
(ACB)AN(BCA).
b) Falso. Considere A = B = {1}, entonces A C By AAB = @.

¢) Usando la equivalencia p — ¢ = —¢ — —p, se obtiene

ACB&VrelU [re A—xe B
—VreU [x¢ B—x¢ A
Vel [z € B°—x e A7
— B¢ C A

7. (2013-1I EP-1) Solucién.

a) El dominio y el rango son respectivamente:

e dom R = Conjunto de profesores de Mate 1.

e ran I? = Conjunto de alumnos de Mate 1.

6) Como (y,x) € R™' «— “y es alumno del profesor z en Mate 17, entonces
R~ si es una funcién porque todo alumno de Mate 1 tiene un Gnico profesor

de Mate 1.

¢) Existe al menos un profesor de Mate 1 que es alumno de la UP, pero no del curso
de Mate 1.
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10

94

. (2014-0 PC1-2) Solucién.

a) La relacién si es una funcidn, puesto que:
2edomR,3! 3ec€ranR tal que (2,3)€R

3edomR,3! 3€ranR tal que (3,3)€R
4edomR,3 6€ranR twl que (4,6) € R.

b) Tomando U = {1,2,3}, A = {1}, B¢ = {2} y C° = {3}, se observa que
A— B¢ = A— (C° = {1};sin embargo, B = {1,3} y C = {1,2} son
diferentes.

¢) Ver la solucién de la preguntadd| de esta seccién.

d)VreUzxze(A—B) < ~(re€ A-B)

«— (x € AN B°)

— ((x € A) A (xz € BY))
— —(x e A)V —~(x € BY)
— (re A%V (xz € B)
—xeA°UB.

. (2014-0 PC1-4) Solucién.

a) Como f esuna funcién, se tiene que s+1 = 2, de donde s = 1. Reemplazando
este valor en f resulta en

f={r+1,r+2),(r—1,2),(r+1,r°),(r—1,2),(5,7 —r—-2)}

Del mismo modo, r + 2 = 7% implicar = —1 o7 = 2. Comor € N,
tomamos 77 = 2. Por lo tanto

[= {(3’4)7 (17 2)7 (57 0)}7
de donde dom f = {1,3,5} yran f = {0,2,4}.

. (2014-1 PC1-1) Solucion.

a) Hay dos posibles justificaciones:
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o Vx €U, [x € F— x € A] es siempre verdadero porque el antecedente
siempre es falso.

e Por el absurdo, si @ ¢ A, entonces existirfa un € & tal que x ¢ A, lo
cual es absurdo porque @ no tiene elementos.

b) Hay dos posibles justificaciones:

o (—)SiVe € Ufx € A <+ x € ] es verdadero, entonces el an-
tecedente debe ser falso porque el consecuente siempre es falso. Es decir,

Ve e U, [-(z € A)].

(<) Como & € A es falso para todo x y (x € &) también es falso, la
bicondicional Vz € U, [z € A <+ x© € ] es verdadera.

e (—) Si A no tiene elementos, cualquier z € U no pertenece a A.
(+-) Si ningtin elemento de U pertenecea Ay A C U, entonces A no tiene
elementos.

c) Ve e U:

re€A—zeB=—-(xeA)V(reB)
=-((z € A)A—(x € B))
E—\(xEA—B)

ydelaparte b)) (A C B) = (A— B = 9).

11. (2014-1I PC1-1) Solucion.
b) Vr € A,

r€domRUdomS — x€domRVzxéedomS
— [y € B,(z,y) € R|V[Jy € B, (x,y) € 5]
— [Fy € B,(z,y) € RUS]|

V[3y € B, (z,y) € RUS]

Jy € B, (z,y) € RUS

x € dom (RUS).

AN

12. (2015-0 PC1-1) Solucién.

¢) Sea A = {1,2}, B = {1} yC = {2}, luego A C B U C} sin embargo,
(1,2} ¢ {1} ni (1,2} C {2).
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13. (2015-0 PC1-2) Solucién.
by VxeUx e A— x € B.

¢) Lainclusiéon AN B C A es cierta, puesto que todo elemento que estd en Ay en
B estd justamente en A. La otra inclusiéon A C AN B seda, yaque,siz € A
por hipétesis también estd en B; luego, todo elemento de A estd en A y en B.

14. (2015-1 PC1-2) Solucién.
4) De la definicién:

R ={(-1;0),(1;0),(0; -1),(0,1)}
ran R = {0,—1,1}.

b)
o V(z,y) € Ax B,
(z,y) €S+ (y,2) €87 4 (z,y) € (S71)°
e V(z,y) € Ax B,

1

(y,2) € (SNT) ' & (2,y) €SNT
— (r,y) € SA(x,y) €T
< (y,r) € ST'A (y,2) €T
< (y,x) e (S7'nT™ ).
15. (2015-1 EP-5) Solucion.
a)
U
A B
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16. (2015-11 PC1-2) Solucién.
a) Supongamos que (A — B) N B # &, entonces Iz € U

re€(A-B)NB—-(x€ ANz ¢gB)ANz€B
—»xrz¢ BANzx€B

y esto tltimo es una contradiccién. Por lo tanto, (A — B) N B = @.

17. (2016-1 PC1-1) Solucién.

a) e Primero note que la proposicién p — (p V ¢) es una tautologia

p glp — (pVvg
vV V \Y% \Y%
V F \Y% \%
F V \Y% \Y%
F F \Y% F
Luego,
VeeUfreA— (xr € AV € B)) (22)

es verdad para cualquier par de conjuntos Ay B; porello, A C AU B.
Asi, para demostrar B C A <+ A = A U B basta con probar que

BCA«+ AuBCA.
e Sabiendo que B C A, se tiene Vz € U,

reAUB — x€AVzeD
— € AVx € Aesto,puess BC A
— xz €A

Por lo tanto, AU B C A.
e Sabiendo que AU B C A, se tiene Vo € U,

r€B — x€AUB esto,similara 22)
- xz€A esto,pues AUB C A

Por ende, B C A.
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18. (2016-11 PC1-3) Solucién.
a) Vx e U,

reAU(BNC)+—zecAVeze BNC
+«——x€AV(zreBAzeC)
+— (e AvzeB)AN(ze Ava e ()
+«— e AUBANz e AUC
+——zx€(AUB)N(AUC).

19. (2016-11 PC1-4) Solucién.

a) No es una funcién, pues existe un elemento del dominio relacionado con dos
elementos diferentes del rango:

(b,b) € R, (b,d) € R N b#d.
b) Si es reflexiva ya que:
(b,b) € R, (c,c) € R, (d,d) € R.
¢) No es simétrica pues:
(¢,b) € R A (b,c) ¢ R.
d) No es transitiva ya que:

(¢,b) € R, (b,d) €R A (c,d) ¢ R.

20. (2017-0 PC1-5) Solucién.
4) Los elementos de la relacién son

(enero,31), (febrero,28), (marzo,31), (abril,30),
(mayo, 31), (junio,30), (julio,31), (agosto,31),
(septiembre, 30), (octubre,31), (noviembre, 30),
(diciembre, 31)

de donde el dominio es A y el rango es {28, 30, 31}. Dicha relacién es una
funcién, pues cada mes tiene exactamente una cantidad fija de dias.
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b) La relacién es

(5,enero), (4, febrero), (4, marzo), (5,abril),
(4, mayo), (4, junio), (5, julio), (4,agosto),
(4, septiembre), (5,octubre), (4, noviembre),
(5, diciembre)

de donde el dominio es {4,5} yel rango es A. Dicha relacién no es una funcién,
ya que 5 se relaciona con mds de un elemento de B.

21. (2017-1 PC1-4) Solucién.
a)
R({(I, ba a27 ab7 a2b}) :{(CL, aQ)a ((I, ab)7 (a7 a2b)7 (ba ab)a e
(b7 azb)7 (a27 azb)a (ab7 azb)}'

6) No es una funcién porque (a, a*) € Ry (a,a®b) € R, pero a*® # a?b

22. (2017-11 PC1-2) Solucién.

a)

ii) Consideremos el siguiente contraejemplo:
A=B=C=U={1},
para el cual los conjuntos AU(B—C) = {1}y (A—B)U(A-C) = o

no son iguales.

23. (2017-11 PC1-3) Solucion.
a) Y,y € A,

(x,y) € Ro(SUT) <« 3Fz€ A, (z,2) € R N(z,y) e SUT
< Jz€A (z,z) ERN---
((z,y) €SV ( y)eT)
< FzeA [(x,2) e R N(z,y) €S|V
[(z,2) € R/\( y) €T]
< (r,y) € RoSV (zr,y) € RoT
< (r,y) € (RoS)U(RoT).
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b) Vx € U,

re(A-B)Nn(A-C) re€(A-B)ANzx e (A-C)
re€ANz ¢ BhNr e ANz ¢C
re AN~z eBN-zelC
re€AN-(xeBVzel)
re ANz e BUC

reA—-(BUC).

rrree

24. (2018-0 PC1-1) Solucion.

e)
i) El complemento de A es el conjunto A°={z € U : x ¢ A}.
ii) La interseccién de Ay B es el conjunto
ANB={zxecU:x€ ANz € B}.
f)

i) A se llama el conjunto de partida.

ii) B se llama el conjunto de llegada.

25. (2018-0 PC1-4) Solucion.
a) Sean P, ) € A, consideremos P = (a,b) y Q = (¢, d). Luego, se observa que
(PP)EA < a+b=b+a,

lo cual es cierto, pues la suma de naturales es conmutativa. Finalmente, si (P, Q) €
A, es decir a + d = b + ¢, entonces queda claro que

ct+b=d+a,

lo que implica (@, P) € A.

b) Reemplazando = 0 en la igualdad, se tiene
f(5) = f(0) + f(5),
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de donde se deduce que f(0) = 0. Si f(5) = 2; entonces, reemplazando = =

—5 en la igualdad, se obtiene

y, desde que f(0) = 0, uno tiene que f(—5) = —2. Finalmente, reemplazando
2 = 10 en la igualdad se obtiene

f(15) = f(10) + f(5).
Nuevamente, en la igualdad ahora reemplazamos = 5 ¢ inferimos que
f(10) = f(5) + f(5) =2f(5) = 4.
Por lo tanto, f(15) = 6.

26. (2018-1 PC1-3) Solucién.

a) Se comprueban las tres propiedades
e Vx € A, (x,2) € R, dado que z + = = 2.
e Si (z,y) € R, entonces

r+y=y+ax=2k kel

Por ende, (y,x) € R.
e Si(z,y) € Ry (y,2) € R, entonces

r+y=2k y y+z=2k
respectivamente. En consecuencia,
r+y+y+z=2(k + k),
lo cual implica que
r+z=2k +kys—y)=2k keZ.

Por lo tanto, (x, 2z) € R.

Asi, R es una relacién de equivalencia.
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27. (2018-11 PC1-2) Solucién.

b) Paratodo (z,y) € U x U.
(r,y) € (ANB) xC reANBAyeC

(xe ANzeB)ANyeC

(e ANyeC)N(xeBAyel)

(x,y) e AxCA(x,y) € BxC

(x,y) € (AxC)N (B xC).

rTTe

28. (2018-11 PC1-3) Solucion.

a)

i) El conjunto A estd incluido en B si todo elemento de A es un elemento de
B. Esto es equivalente a mostrar que Vo € U, [z € A — x € B].

29. (2019-0 PC1-1) Solucién.
4) Use propiedades, entre ellas las leyes de De Morgan:
(A°UB)* = ANB°
(ANB°)° = A°UB
b) Si R C A x B es una relacién, de la definicién tenemos

domR={x€ A:3Jy € B,(x,y) € R}
ranR={y€ B:3x € A, (z,y) € R}

d) Sia,b,c € Ny R = {(1,2),(4,a* + b*),(¢,2),(4,18)} es una funcién,

entonces:

>
Il
o oo
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30. (2019-0 PC1-2) Solucién.

b)

Supongamos que A N (C' — B) # &, entonces se tendria la existencia de un
elemento tal quex € Ayx € Cyxz ¢ B. Como z € C, del dato del
problema, = deberia estar en B o en C' — A. Sin embargo, z noestden C' — A,
ya que x € A. Por lo tanto, la Gnica opcién es que esté en B, lo cual es una
contradiccién, puesto que = no estd en B por hipétesis. De esta manera, no
pueden existir elementos en la interseccién A N (C' — B).

31. (2019-0 PC1-3) Solucién.

a)
b)
¢)

Falso, ya que ran R={1, 2, 3,4}, el cual es distinto de A.
Falso, (5,4) y (4, 2) estdn en la relacién, pero (5,2) & R.

A
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32. (2019-1 PC1-3) Solucién.

a)
i)
Fuentes
Rivas
Salas
Soto
i)

Fuentes
Rivas
Salas

Soto
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Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

Numeros Reales
1. (2012-1 PC1-5) Solucién.
a) Aplicando (IT)ax > 0y < y obtenemos
< wy.
Aplicando (I1)ay > 0y x < y tenemos
zy < 1y’

Por (1) obtenemos

<y <y? — 2? <yt

2. (2012-1 EP-1) Solucién.

a) La respuesta es

dM e R, Vz € A, [z < M].

Alternativamente podemos decir: “cuando existe una constante M tal que todo
elemento de A es menor o igual a M.

b) Elsupremo de A es la menor de sus cotas superiores. Alternativamente, decimos
que § = sup A cuando s es cota superior y si C es cualquier cota superior,
entonces s < C.

¢) Sean M, una cota superior de A y My una cota superior de B. Tomando
M = max{M;, M}
vemos que
Ve e A, [x <M, <M], VexeB, [zr<M< M|

Entonces

Ve e AUB, [z < M].
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3. (2013-0 PC2-2) Solucién.
a)

p(z) = ar® + ax = a (2 + )
2, L] L1 * a
=alz*+z+-——-)=alz+=) ——.
4 4 2 4

4. (2013-0 PC2-4) Solucion.

b) De la definicién dada,
r4+y<z

dondex € E,y € F, z € (. De la definicién de supremo de G, z < sup G
y asi
z+y <supG.

Como z < sup G — v, considerando ¥ fijo, la constante sup G — ¥ es una cota
superior de E. De la definicién de supremo de E' se obtiene

sup F <supG —y.

Como y < sup G — sup E para cualquier y € F', entonces sup G — sup E
es una cota superior de £. De la definicién de supremo de £ se obtiene

sup F' <supG —sup E.

Despejando se llega a sup £ 4 sup F' < sup G.

5. (2013-0 EP-3) Solucién.

a)
i) Ya,b e R, [(a<b) A (b<a)— (a=0).
i)) Va,b € R, [(a<b) N (0<c¢c)—=a-c<b-c].

b) Supongamos que € # 0. Como £ > 0, de la no nulidad de € se obtiene € > 0.
Tomando ¢ = % > 0 en la hipétesis del enunciado, se obtiene

e < c — 5<6 — 1<1
c= — — —
2 2 2’

lo cual representa una contradiccién. Por lo tanto, € = 0.
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6. (2013-1 PC1-4) Solucion.
¢)

i) El conjunto es acotado superiormente y como 3 es la menor cota superior,
sup A = 3.

i) No existe el supremo debido a que el conjunto no es acotado superiormente.
Dado cualquier nimero M € R, basta tomar n = 2[M] + 1, el cual es
un elemento en B y es mayor que este M.

7. (2013-1 PC2-1) Solucion.

¢)
. —b —/b? — 4dac A g —b+ Vb? — 4dac
1 = 2 = .
2a 2a

8. (2013-I1 PC1-2) Solucion.

b) Falso. Considere A = {1}, entonces 1 es cota inferior y cota superior de A.

¢) Falso. Considere z = —0.5, entonces x < 0, pero [z] = —1 < 0.

9. (2013-II PC1-3) Solucién.

a) Usando (7]) tenemos

(a<b)AN(c>0) —a-c<b-c
(c<d)N(b>0) —b-c<b-d.

Luego, usando (I17) se sigue
(a-c<b-c)AN(b-c<b-d)— (a-c<b-d).
b) Falso. Considere a = 0, b = 1y ¢ = 2, entonces
(a-b=a-c=0)AN(1l=b#c=2).

¢) Por ejemplo sia = —Qﬂy b = /2, entonces a + 2b = 0.
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10. (2013-11 PC2-2) Solucién.

a)
p(z) = 2d*x — ax?
—a (2? — 2ax)
—a (2* — 2az + a® — a*)
= —a(x—a)’+d.

11. (2014-0 PC2-2) Solucion.

a)
i) Paraxz = 1.5 tenemos [2(1.5) + 1] = 4y 2[1.5] +1 = 3.
ii) Para A=[0, 1]y B = R, tenemos A C By A es acotado, pero B no lo es.

12. (2014-1 PC2-4) Solucién.

b) El polinomio ky? — (\/E)y + k = 0 tiene exactamente una solucién si y solo
si A = 0. La condicién anterior es equivalente a k — 4k? = k(1 —4k) =0,

1
es decir, k = 1/4 pues debe ser positivo. Entonces p(x) = Z(aij —1)=0de

donde las soluciones son 1y —1.

13. (2014-1 EP-1) Solucién.

b) Como b es una cota superior y @ es la menor de ellas, a < b. Andlogamente,
b < a.Porende, a = b.

¢) De las definiciones de contencién y cota superior
VieR, [treA—xzeBl AN IMEeR, VzeB, [zx<M]

se obtiene
VeeR, tre A—zeB—x<M].

Por lo tanto,

Ve e A, [x < M|
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14. (2014-11 PC1-2) Solucién.

b) Paratodox € R
—194 122 — 222 < M <+— 222 —12x+ M +19>0.

Para que esto ultimo ocurra, el discriminante de la cuadrdtica debe ser menor o
igual a cero, es decir

(—12)> —4(2)(M +19) <0 +— M > —1.

Por ende, el menor valor de M es —1.

15. (2014-I1 PC1-3) Solucién.

) Cualquiera de las siguientes definiciones son equivalentes:

¢ El miximo entero de un ntimero real z se define como [x]] = n € Z, donde
n satisfacen <z <n+ 1.

e [x] se define como el mdximo entero menor o igual a .

c) Sean € N.

.« Sin=1, wim _[1]=1.

1 1
e Sin > 1, setene que 0 < — < 1, luego l]]] =0.
n n

16. (2014-11 EP-1) Solucién.
b) Six = 1.5 ey = 1.5, entonces
[2] + [yl =1+1=2,
pero

[+ 3] = [3] = 3

17. (2015-0 PC1-1) Solucién.
b) Sea A = B = {1}, luego A C B; sin embargo, sup A = sup B = 1.
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d) Como —2 < —1.5 < —1, entonces [—1.5] = —2.

18. (2015-0 PC1-2) Solucion.

a) El conjunto A por extensién es A = {2,4,8, ... }. Para B resolvemos la ecua-
cién. De la propiedad [y + n] = [y] + n, cuando n es un entero e y cualquier
real, como [[2] es un entero, entonces

[[7?4—[[1‘]]“ = [a] +=
[7] + [z] = [«] + =

3=ux

por lo tanto, B = {3}.

19. (2015-0 PC1-3) Solucién.

) Como (x,4) y (z,2* — 5z + 10) estin en R, que es una funcién, entonces
x2? — 52 4+ 10 = 4, de donde
a? — 5z +10 = 4
2 —524+6=0
(x —2)(x—3)=0.

,(3,5)}, lo cual es una

Porende, z = 202 = 3.Siz = 2, R = {(2,4),(
(3,5)}, lo que no es una

funcién. Si x = 3, entonces R = {(3,4),(2,4),

funcién. El tnico valor posible es z = 2.

20. (2015-0 EP-1) Solucién.

a)

ii) De la definicién de méximo entero tenemos [z]] < = < [z] + 1, luego
[zl +n<z+n<[z]+n+1, [z]+neZ.

Por lo tanto

[z + n] = [z] + n.
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21. (2015-1 PC1-1) Solucién.

a)

ii) A modo de contraejemplo, se puede considerar z = 5/2. Asi
[(5/2)°] = [6,25] =6,

pero

[5/21-[5/2] = (2)(2) = 4.

22. (2016-0 PC1-1) Solucion.

b) De
P <de 2<x<?2

se obtiene sup(A) = 2.

d) Para z = 3 no se cumple, dado que no se puede dividir entre cero.

23. (2016-0 PC1-4) Solucién.
b) Sea[z] = my [z] =n,m,n €N, entonces
m<z<m+1l y n<y<n+l
Sumando ambas se obtiene
mi+n<z+y<m+n-+2,
de donde:
m+n<z+y<m+n+1

m+n+1l1<z+y<m+n+2.
Luego se tiene [z + y] = m + n o [z + y] = m + n + 1. En cualquier caso

[z +y] > m+n.

Por lo tanto [z + y] > [z] + [y]-
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24. (2016-0 PC2-3) Solucién.
a) Por las unidades dadas se tiene

2n® — 16n + 37

Cln) =5 R

< n?—8n+16=0

<~ n=4.

Asi, en cuatro afios el costo por unidad serd el requerido.

b) VYn € N,
2n—4)2 <5n—4)2 — 2(n—4)%+5<5n—4)2+5

2(n—4)2+5
(n—4)2+1 —
— C(n) <5.

25. (2016-1 PC1-4) Solucién.

a) Si (P,Q) € S, entonces existe un k > 0, tal que 12 + (1 - a)2 = k2 y
(2 - 3(1)2 + (—1)2 = k2, es decir

1P+ (1-a)’ = (2-3a)+ (-1)%

lo cual se simplifica a
8a? —10a+3=0
y se factoriza a
(4a —3)(2a — 1) = 0.
3 1
ASI,CL: Zoazi.
b) Sean P = (:Elayl)’ Q = (an y2) YR = ($3,y3)
(D) Si (P,Q) € S, entonces 3 k1 > 0 tal que x7 + y? = k? = 23 + y3.
(1) Si (Q, R) € S, entonces I ko > 0 tal que 22 + y2 = k2 = x2 + y2.
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De (I)y (I1), se sigue que
ki =kyyal +yi = ki = a3+ u3,

es decir (P, R) € S.

26. (2017-0 PC1-1) Solucién.

4) De hecho sup(A) = 20.9.
¢) El miximo entero de —/2 es —2.

27. (2017-0 EP-1) Solucién.
b)

ii) = 0 es una solucién, pues

VO+vV0+14+vV0+4+V/04+9=0+14+2+3=6.

28. (2017-1 PC1-3) Solucién.

b) El enunciado es falso. Por ejemplo, paraa = 3 € Ny b = 0 € R, se tiene
3-(0) < 1.
29. (2017-11 PC1-2) Solucion.
a)

i) Probaremos que la negacién de la afirmacién es verdadera:
Ve eR, ImeZ [z <m].
Por la definicién de mdximo entero, para todo @ real, se tiene que:
[z] <z < [z] +1.

Asi, un valor entero que cumple el papel de m es [z] + 1.
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30. (2017-11 PC1-4) Solucién.

Para que las raices de la ecuacién cuadrdtica sean iguales, debe cumplirse lo si-
guiente:

A=0 ¢+ (Ba—1)?—4(2a)(a+b)=0

< a>—(8b+6)a+1=0.

Considerando que debe existir un tnico valor de a que cumpla con la dltima
ecuacion cuadrdtica mostrada, tenemos que:

A=0 « [—(8b+6)" —4(1)(1) =0

< (8b+6)*=4

Luego, los valores de b son —1 y b = —1.

31. (2018-0 PC2-1) Solucion.

a) Unsubconjunto A de R se denomina acotado superiormente cuando existe M €

R tal que z < M para todo x € A. En este caso, M es llamado cota superior
de A.

b) [V2++3] = 3.

d) La ecuacién cuadritica 22 + 4z — 21 = 0 tiene raices 7, y &9, entonces

T+ To = —4 .

32. (2018-0 EP-1) Solucién.

b)

i) Consideremos A = [0,2] y B = [0, 1[. Asi, A — B = [1, 2] y por tanto
sup(A — B) = sup(A) = 2.
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33. (2018-1 PC1-3) Solucién.
a)

34. (2018-11 PC1-3) Solucion.

a)

i) Un subconjunto no vacio A C R es acotado superiormente si

M eRVzeA|z<M]

A dicha constante M se le denomina cota superior .

iii) El supremo es la menor de las cotas superiores.

b) Seax € Ay M una cota superior del conjunto B. Como A C B se tiene que

x € B, es decir,
VeeR,[z€eA—zeBJ;

por otro lado, si z € B se cumple que
z < M;
por lo tanto, M es una cota superior del conjunto A.
¢) Seax € A, yaque A C B se tiene que x € B, es decir,
VeeR, [z € A—x € B]

como & € B se tiene que
x < sup(B);

luego, sup(B) es una cota superior del conjunto A y como sup(A) es la menor

de sus cotas superiores, concluimos que

sup(A) < sup(B).



Soluciones

35. (2019-0 PC2-2) Solucién.

6) De la ecuacién [2% + x + 1] = = + 5 se sigue que  + 5 € Z y por lo tanto
x € Z. Por lo tanto x? + & + 1 € Z y la ecuacién se simplifica a

*+z+1 = z+5
x> = 4
r = =£2

Asi, A posee dos elementos.

36. (2019-0 EP-1) Solucién.

b)
il) Sean v = —1y A = [0,1], asi «A = [—1,0]. Luego sup(ad) = 0,

mientras que

asup(A) = (-1)(1) = —1.
Por ende, sup(aA) # asup(A) .

37. (2019-11 EP-2) Solucion.

a) Sia,b € Rya < b, complete:sup[a,b] =___ b Jnfla, b =___a :

b) Sean Ay B dos subconjuntos acotados superiormente en R. Complete:

Si A C B entonces sup A < sup B
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Intervalos y Valor Absoluto
1. (2012-1 PC2-3) Solucion.

a) Primero notamos que £ # 0. Calculando obtenemos

|3z + 5| > 2|z| +— 92% + 30z + 25 > 427
5% + 302 + 25 >0
— 22 4+6x+5>0
«— (z+1)(z+5)>0
+— < -5V —-1<z

v, por lo tanto, el conjunto solucién es

| — 00, —=5] U [—1, 0[U]0, +o0]

2. (2013-0 PC2-1) Solucién.

4) Un intervalo es un subconjunto de R tal que cualquier niimero entre dos elemen-
tos del subconjunto también pertenece a dicho subconjunto. Es decir, I C R es
un intervalosia,b € I ya < ¢ < bimplican ¢ € 1.

b)

i) La afirmacién es falsa, pues:
e B¢ =] —o0,7|
e AUB® =] —o0,7]
e ANDB° = [—m 7|
e AAB® = (AUB®) — (ANB°) =] —oo,—nm[U{r}.

i) La afirmacién es falsa. El contraejemplo se obtiene considerando @ = —1,

asi se tiene que \/W =1+#—-1.
iif) La afirmacién es falsa. El contracjemplo se obtiene considerando @ = —1,

asi se tiene que |—1 + 1| =0 # |—1] + 1.
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3. (2013-0 PC2-2) Solucién.

b) El polinomio p() se puede factorizar como

p(x):a:2—|—<aa_bb)x—a1b:<x—i> <x+i> > 0.

De aqui se tiene que las raices son

1<0 1>0
rH = —— To — — .
1 b y T a

Por lo tanto, el conjunto solucién es

¢) Para que p(z) posea dos raices distintas, el discriminante debe ser positivo, asf

A>0—1—4k>>0
—4k?—1<0
— (2k+1)(2k—1) < 0.

Las raices obtenidas de la condicién de positividad del discriminante son

1 1
r = —— To = —.
1 9 y 2 9

11
Asi, k € ] 35 [ Pero k # 0 porque p(x) debe ser cuadritico. Luego
11
k ——,=| —{0}.
¢|-53|-©

4. (2013-0 PC2-4) Solucion.
a) Se tienen dos casos. Para x > 0
r>0—|z|=2— —|z| <0<z — —|z| <z <|z|
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Paraxz < 0

r<0—|z|=—x
— —|z| =2
— —|z| <z <0< |z
— —|z| <z < |zl

En ambos casos se cumple la propiedad.

5. (2013-0 EP-2) Solucién.
b) Elevando al cuadrado se obtiene

|z = 3| > |z —1] < (z - 3)? > (z — 1)?
st —6r+9>22 22 +1
— 2> .

Por ende, C.S. =] — o0, 2].

6. (2013-1 PC2-1) Solucién.

4) No. Tomando I = [0,2] y J = [1, 3] se obtiene IAJ = [0, 1[U]2, 3], el cual

no es un intervalo.

b) No. Por ejemplo, I =]0,1[y J = [1,2[, entonces I UJ =]0, 2[ es un intervalo
perol NJ = @.

7. (2013-1 PC2-2) Solucién.

a) Paratodo a € R se define

la] = a sia>0
- l—a sia<O0
b) Dados a, b € R se tiene que

|a+ 0] < |a] + [0].
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¢) En el teorema de la desigualdad triangular considere @ = = — vy, b = y, entonces

la 40| <la| +[b] < |(z —y) +y| < |z —y| + |y
<z <z —y| + |y
< |z] = |y < |z —yl.

Anidlogamente, se prueba que |y| — |z| < |z — y|. Por lo tanto,

2] =Tyl < & —yl.

8. (2013-1 PC2-3) Solucion.

4) De la ecuacidn se obtienen dos restricciones
r# -2 y 6/(—x—2)>0,

las cuales implican que < —2. Para estos valores, de la definicién de valor
absoluto se cumple que

z? + 5z 6
T+ 2 -z —2

<x2+5m_ 6 >v<m2+5x_ —6)
T+ 2 —x —2 T+ 2 - —2
+—— (2 +5x=—-6)V (2> +5x =6)

+—— (z=-3Vz=-2)V(z=-6Vzr=1).

Como se debe cumplir la condicién z < —2, se concluye que
C.S. ={-3,-6}.
b)
Ve eR, a2 +2ax+b0* >0 A <0
< (2a)* — 4(a®)b* < 0
< 4a*(1-b*) <0
=1-b0"<0
<~ b-1)bB+1)>0
< b €] — o0, —1[U]1, +o0].
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9. (2013-1I PC2-2) Solucién.
b) Comob <0

3b(a—2z)(x+b) <0< (22 —a)(z+b) <0,

de donde se obtiene el conjunto solucién: [%, —b} , dado que el polinomio cua-
dritico p(z) = (2 — a) (x + b) tiene raices: 1 = a/2yry = —b, donde
r <rs.

10. (2013-II PC2-3) Solucién.
a) Es posible considerar dos casos.

e Casol: z >0

—1<|z|-8r <l -1l<z—-8r<l1
< -1<-Te <1

— 1< <1
—-<z<.
7 7

Lueg00§$<%.
e Caso2:x <0

“1<|z|-8 <l —-1<—z—-8x<1
> -1< -9 <1

And 1< <1
—— <z <.
9 9

Luego —% <x<O.

Por lo tanto: C'S = ]—é, % [

b) La desigualdad equivale a probar: —|a + b| < |a| — |b] < |a + b|. Usando la
desigualdad triangular se obtiene que:

b = (b +a) + (=a)l < [b+a| +|-a] = —|a+b] <af - [b]

la| = |(a +b) + (=b)| < |b+a|+ |-b] = |a| — |b] < |a+ b|.
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11. (2014-0 PC2-2) Solucién.

iii) Contraejemplo: si tomamos * = 3, 2 = T, entonces el nimero y = 3.1
cumple z < y < z, peroy ¢ B.

b) Por definicién

CAD = (CND°) U (C°N D).

Por un lado, tenemos

CND°=]—o0,—af

y ademds

C°N D =la,b).
Por ende, CAD =] — oo, —a[U]a, b].

12. (2014-0 PC2-3) Solucién.

122

a) Por definicién d(a,c) = |c —a

,d(a,b) = |b—alyd(b,c) =|c—b|. Porlo

tanto, la desigualdad que se desea probar se puede expresar como
lc—al <|b—a|l+|c—b|

Para ello se usa la desigualdad triangular [z +y| < |z|+|y|. Tomandox = b—a
ey = c—b,scobtiene x+y = c—ay reemplazando en la desigualdad triangular

se llega a
lc—al <|b—a|+|c—b|

b) La inecuacién es equivalente a p(z) = 22 — 2x + a®* + a — 1 > 0. Para

que el conjunto solucién sea R, debemos tener que el discriminante de p(x)
es estrictamente menor que 0. Calculando el discriminante en términos de a

obtenemos
A= (-2?%-41)(a* +a—1) = —4a® — 4a + 8.

Para hallar los valores de a que cumplen la condicién, tenemos que resolver la
inecuacién —4a? —4a+8 < 0. Primero obtenemos una inecuacién equivalente
con coeficiente principal positivo 4a* + 4a — 8 > 0. El polinomio ¢(a) =
4a® + 4a — 8 tiene raices T, = —2y ro = 15y, por lo tanto, el conjunto de los
valores posibles de a es | — 0o, —2[U]1, oo.
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13. (2014-0 PC2-4) Solucién.

a) En primer lugar, notamos la restriccién & # 0. Por propiedad del valor absoluto
tenemos —1 < 227“ < 1. Entonces

2 +1 2041
x40 A <0§1+ THI 2 —1§0>

X xr
3 1 1
240 A <0§ TS go).
X
Dado que 31«%1 tiene el mismo signo que (3x + 1)(x) y ’:xil tiene el mismo

signo que (1: + 1)(3:), entonces tenemos
x#0 A (0< 3x+1)()/\(33+1)(x)§0)
r#0 A ( — 00, —f] [0,00[/\956[—1,0])

240 A (:ce(]—oo,—?l)]u[o,oo[) n [—1,0]).

Por lo tanto, el conjunto solucién es [—1, —%].

14. (2014-0 EP-1) Solucién.

b) Por las propiedades del valor absoluto se obtiene

le—1]-jz+2| >4« |(x—1) - (z+2)| >4
a4+ r—2] >4
S @ +r—2>4)V (2P +x—2< —4)
S (@+r—-6>0)V (2P +2+2<0)
1 7
H((m—i—S)‘(:r—Q)>0)v((m+§)2+1<0)
< (x €] — 00, —3[U]2,4+00) V (z € @)
< x €] — 00, —3[U]2, +o0].

Esto nos dice que el conjunto pedido es | — 0o, —3[U]2, +00].
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15. (2014-0 EP-2) Solucién.

b) Lainecuacién (a — z)x(x + a) < 0 es equivalente a (x — a) z (z + a) > 0.
A continuacién presentamos la tabla de signos, explicitando que la dltima fila
contiene el producto de los tres factores:

| ]—o0,—al | ]=a,0[ | ]0,a[ | Ja,+oo]
(z —a) Q) ) ) (+)
x ) ) (+) (+)
(z +a) ) (+) (+) (+)
(z —a)z(z +a) ©) (+) ) (+)
En consecuencia: x €] — a, 0[U]a, +00]

16. (2014-1 PC2-1) Solucién.

a) El nimero 2 no es parte del conjunto solucién porque

22/ +|2-3|=0|+|—1| =1#0.

17. (2014-1 PC2-4) Solucién.
¢) Como x? + 1 > 0, la expresién se simplifica a

2>+ 7 —(3+2%)  7—3 -0
z(|z = v/5) |z - V)
La constante ™ — 3 es positiva; por lo tanto, la expresién anterior es equivalente
az(|z| — v/5) < 0. Esto tltimo es cierto si y solo si

[(z>0)A (Jz| = V5 < 0)]V[(z<0)A (|z| — V5> 0)).
Desarrollando la Gltima expresién obtenemos

C.S. =] — oo, —V/5[UJ0, V5.
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18. (2014-1 EP-2) Solucién.

a)

b)

Como el valor absoluto es no negativo, se obtiene

r—4>0 —x>4.
Asimismo

r>4 — 20—-4>4 —[2z—-4]+1>0.
Por lo tanto, la igualdad se simplifica a
[20 —4]+1=2—4.

De la definicién de méximo entero

r—5<2r—4<zxz—4

y simplificando se llega a
—-1<x <0,

lo cual es una contradiccién. El conjunto solucién es entonces el conjunto vacio.

De la no negatividad del valor absoluto
20—42>0 — z2>2.
Esto implica que
r—1>1>0 — |z—1l=2-1
La desigualdad se simplifica entonces a
|3z — 4| < 2z — 4.

Como x > 2, entonces 3x — 4 > 2 yasi |3z — 4| = 3x — 4. La desigualdad
se simplifica atin més llegando a

37 —4< 27— 4,

de donde z < 0. Esto tltimo es una contradiccién con x > 2. Por lo tanto, el
conjunto solucién es el conjunto vacio.
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19. (2014-11 PC1-3) Solucién.

a)
x—3< 6 o 6 SO0l 6 <a:—3< 6
r—1| " x—-1 r—17— r—1 " xx—1"x—-1
— x—1>0A[-6<x—-3<6]
— x>1N[-3<z<9]
~ 1<z <.

Luego, C.S. :] 1, 9].

20. (2014-11 PC1-4) Solucién.

4) Sea x el nimero de incrementos de un délar.

Precio unitario = 10+ .

Cantidad = 20— 2x.

Ingreso = (20 —2x)(10 + x).

Costo = (20— 2x)(6).

Ganancia = (20—-22)(10+ 2z —6) = (20 — 2x)(4 + ).

Dado que la ganancia diaria debe ser por lo menos $ 96, se obtiene:

(20 —27)(4+x) > 96 «— 2> — 62 +8 <0
— (x—2)(x—4) <0
> x e (2,4].

El precio méximo es $ 14.
21. (2014-11 EP-1) Solucién.

¢) Cuando 7 = 0y s = —1000, obtenemos |r| + 1000 = 1000 = |s|.

22. (2015-0 PC1-1) Solucién.
a) Sea I = {1} U [2,400], entonces se cumple que
Va,be [,VcER, [a<b<c—cel].

Sin embargo, I no es un intervalo.
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23. (2015-0 PC1-4) Solucién.

a) Para que la inecuacién posea solucidén, de la no negatividad del valor absoluto, se

5
debe cumplir que 22 + 5 > 0, es decir z > —5 Ademds, de la definicién del

valor absoluto

—2r-5<3z—-1 y 3z—-1<2z+5.

4
Simplificando esto dltimo se obtiene — < xyz < 6. Por lo tanto

C.S. :}—%,6[.

24. (2015-0 EP-3) Solucién.

x
a) Como = +5€Z, setiene T € Z; de esto x € Z. Luego, la ecuaciéon queda

20 +2 = %+5
z

20 — = = 5—2

YTy

13x

fated — 3

7

T = 2

13"
Como x debia ser entero, C.S. = &.
b) De la desigualdad vemos que 22 — 4 > 0, de donde & > 2. Asi, la inecuacién
se simplifica a
[dr — 18| <2z —4 — 20— 9| <z —2
—2—<2r—9<zx-—2.

e Resolviendo 2 — 2 < 2x — 9:

2—x
-3z
x

20— 9
—11
11

IV IA A

Luego = € [%, +00].
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e Resolviendo 2 — 9 < x — 2:

20 — 9
T

T — 2

ININ

Luego = € [—00, 7).

El conjunto solucién es la interseccién [13—1, 7.

¢) Dea < b < 0, sabemos que a y b son nimeros reales negativos. De aqui, pode-
mos ver que 2a < 2b < 0y que 0 < —a; por ende, 2b < 0 < —3a. Como la
inecuacién (z + 3a)(2b — x) > 0 incluye al 0, sabemos que dicha inecuacién
serd cumplida por x € {2b, —3a}. Para hallar el resto de valores del conjunto
solucién, presentamos la tabla de signos, explicitando que la dltima fila contiene
el producto de los dos factores:

T < 2b ‘ 2b <z < —3a ‘ T > —3a

( + 3a) ® ® @
(2 — ) (+) 8 ®
(¢ +3a) - (2b— x) ® () ®

En consecuencia x €]2b, —3a]. Con ello podemos concluir que

C.S. = [2b,—3a).

25. (2015-1 PC1-1) Solucién.

a)

i) Contraejemplo: Sea I} = [0,2] e [y = [3,5], entonces 2 € (I; U I3) y
3 € (Il U IQ), pero 5/2 ¢ (Il U IQ)
iii) Contracjemplo: [(—2)® +1| =7 # -7 = (-2)> + 1.

26. (2015-1 PC1-3) Solucién.

a) Dado que |z| > 0, entonces |z|+3 > 0.Si||z|+3| > e, entonces |z|+3 > e,
de donde |z| > (e — 3). Por lo tanto, C.S. = R.
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b) Lainecuacién (m — x) x (x 4+ m) < 0 es equivalente a

p(z) =(x—m)x(x+m)>0.

A continuacién, presentamos la tabla de signos (zonas):

‘ T < —m ‘ —rT<x<0 ‘ O<z<m ‘ >

p(z) |

En consecuencia

O |

C.8. =

27. (2015-1 PC2-2) Solucién.

a)

)

(+) | ) )

—m,0[U]m, +o0].

2 _
8q 59q>
¢ +4 T
2
8q° — 59q S
> +4
8¢* — 59q > 5¢° + 20
3¢° —59¢—20>0
(3¢ +1)(g—20) =0

20 + 25

5

q E]—oo,—;] U [20, ool .

Dado que ¢ es natural, se tiene que ¢ € [20, c0], por lo que la respuesta es 20

unidades.
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28. (2015-11 PC1-3) Solucién.

a) Factorizando el polinomio se tiene (x — 6)(x — r) > 0. El C.S. cambia en
funcién del valor de 7 de acuerdo con los siguientes tres casos.

e Sir =6, (x —6)* > 0implica C.S. = R.
o Sir <6, (x—6)(x—r)>0implica

x €] — 00,7 U [6, +00].

Por lo tanto, C.S. =] — oo, 7] U [6, +00].
e Sir>6(x—6)(x—r)>0implica

x €] — 00, 6] U[r,+oo[.

Por ende, C.S. =] — 00, 6] U [r, +00].

29. (2015-11 PC1-4) Solucién.

4) Primero se muestra que ||| — |y|| < |x — y|. Usando la desigualdad triangular
se tiene que

lz| = |z —y +y| < |z —y|l+ ]yl

de donde |z| — |y| < |z — y|. Del mismo modo se tiene que
lyl =y —x+ 2] < |o—y| +[z],
de donde |y| — |z| < |z — y| (es decir —|z — y| < |x| — |y|). Entonces, de
[z —fyl <lz—yl y —lo—yl<l|z] -]yl

se tiene que ||z| — |y|| < |z — y| para todo z, y € R. En segundo lugar, se
prueba que |z — y| < |z| + |y|. Usando la desigualdad triangular se tiene que

|z —yl =[x+ (—y)| < |z]+ |-yl = |z] + |yl
Finalmente, se concluye que
2] = [yl <[z —yl < [z|+ |yl
para todo z,y € R.
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b) Sea v el total de ventas realizadas por Javier. El salario de las dos opciones de
trabajo son 400 + 2 %v y 500 4 1.5 %wv respectivamente. De las equivalencias:
400 + 0.02v = 500 4 0.015v < v = 20000
400 4 0.02v < 500 + 0.015v + v < 20000
400 4+ 0.02v > 500 + 0.015v < v > 20000

Se puede concluir lo sigiuiente. Si las ventas mensuales de Javier en délares se
encuentran en [0, 20 000[, le conviene la opcién 2. Si las ventas mensuales de
Javier en délares se encuentran en |20 000, 40 000], le conviene la opcién 1. Si
las ventas mensuales de Javier son de 20 000 délares, le conviene cualquier de las
dos opciones.

30. (2015-11 EP-1) Solucién.
a) De las equivalencias
3[x]? — 11[x] +10 =0« (3[z] = 5) - ([x] —=2) =0
5
(o] =35)v (=] =2)
< (2)V(z €23
se sigue que C.S. = [2; 3[.
b) De las equivalencias
|(z —2) - (z)] >3 <> |2* — 22| > 3
& (2% =22 > 3) V (27 — 22 < —3)
(@ —22-3>0)V(z*—22+3<0)
S ((x=3)-(z+1)>0)V((z—-1)*+2<0)
> (z €] — 00; —1[U]3; +00) V (2)
 x €] — 00; —1[U]3; +o00]

se sigue que C..S. =] — 00; —1[U]3; +00].
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31. (2016-0 PC1-1) Solucién.
¢) StA=11,3],B=[2,5]y AN B = [2,3], luego
(AN B)° =] — 00.2[U]3, +o0],

el cual no es un intervalo.

32. (2016-0 PC1-3) Solucién.
a) La condicién es A
la — 800| < ﬁ800,
de donde |a — 800| < 32. Luego
768 < a < 832.

El valor aceptable estd entre 768 y 832.
b) Resolviendo

n*+3/<n+9 — n*+3<n+9,

de donde
n—-n—-6<0 — n<3.

Por lo tanto, n € {1,2,3}y B = {-3,9, —27}.

33. (2016-0 PC1-4) Solucién.

) Lainecuacién abx® + a’x < 2ab + 2b%x es equivalente a

a

abz® + (a* — 2b*)z — 2ab < 0 < <:E - %) (1‘ - (—%))
+ (ax — 2b)(bxr +a) <0
)

Luego: C.S. = [—¢, 2],
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34. (2016-0 EP-1) Solucién.

a) Simplificando se obtiene
—e<zr<e

y asi

C.S. =] —e,el.
b)
i) Sip(x) >0—xz-(a—x)- (z— ) >0, entonces
g(z)=z-(x —a)-(x—p) <0.
A continuacién se presenta la tabla de signos (zonas):

| 2<a | a<z<0 | 0<z<fB | 2>8
qtz) | O | () | ) @

De aqui se obtiene que
C.S. =] —o00,a]U]0,3].
iif) Sip(x) < 0, entonces x - (v — x) - (x — B) < 0, es decir
W)= (=) (z—B) >0
y asf usando la misma tabla de signos se obticne

C.S. =]a,0[U]B, o0

35. (2016-1 PC1-1) Solucién.
b)
i) Considere I = {0} U [1,2]yJ =[1,2]. AsiINJ =[1,2]yJ =1, 2]

son intervalos, pero I no es intervalo.

ii) Considere ¢ = b = 1, asi min{a,b} = 1y |a] = 1, entonces no se
cumple que min{a, b} < |al.
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36. (2016-1 PC1-3) Solucién.

a) La ecuacién cuadritica es positiva siempre que A < 0, es decir:

(2 5|a|>2—4<7—2‘a|>(3+\a|) <0

20|al — (21 +10|a| + |a]*) < O

—la|*4+10ja] =21 < 0
la]> = 10ja| +21 > 0

(ol ~3)(lal = 7) > 0.
De donde 0 < |a| < 3o |a| > 7, por ende

a €] — oo, =7[U] — 3, 3[U]7, +0.

b) Sia = ||= — x|, se debe cumplir que a < —3 por la restriccién de la raiz
cuadrada. Luego

a++vV1—3a = -3
a+3 = —v1-3a

(a+3)? = 1-3a
a*+9%a+8 = 0
(a+1)(a+8) = 0.
Entoncesa = —1 0 a = —8, de donde @ = —8, pues @ = —1 no cumple la
1
restriccidn inicial. Por lo tanto, de HQ — xﬂ = —8y la definicién de mdximo
entero se obtiene:
1
-8 < - = < =7
B xr
17 < < 15
-t — -
2 - 2
15 17
-2 T < L
2 - 2
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15 17

Asi, C.S. = | —, —|.

’ } Db }
37. (2016-11 PC1-2) Solucion.

a) De la restriccién 2z + 10 > 4|x 4 2| > 0 y las propiedades del valor absoluto

se obtiene
4|lx 42| < 22+ 10
— 2z+2/<z+5
— z+5>0AN—(x+5)<2(x+2)<z+5
— >-HbAN—2x-5<2x+4AN2zx+4<x+5
— z>-9ANrz>-3ANz<l1
— —3<x<l.

Luego, C.S. = ]—3, 1[.
b) Expandiendo y factorizando se obtiene:
ab(z®4+ 1)+ (a®+b*)z2 <0 +— abr’+ (a®>+b°)z+ab<0
> (az+0b) (bx+a)<0.

b b
Dado que las raices del polinomio cuadratico son ——, —% con —— > —%, se
a
. A a b L
t =|—=,—].
iene que b uego
b
A° :}—oo,—a[u]—,—i—oo{.
b a

¢) De la definicién del mdximo entero:
[2°+2ax+a*] =0 «— 0<2°+2az+a’<1
— 0<z2*+2ax+a’ N2’ +2ax+a® <1
— 0<(z4a)A(z+a)i’<1
+— ze€RA(z+a+1l)(z+a—-1)<0
+—— z€]-a—-1, —a+1].
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Luego, C.S. =]—a—1, —a+1].

38. (2017-0 PC1-1) Solucion.
1
b) Como —2 < —1/2, se obtiene —2 € {a: ER:z< }, pero —2 ¢]0, 1].
x

d) Cualquier z < 0 es menor que un valor absoluto, asi < |z? 4+ x + 1. Ahora,
siz > 0, entonces % + x + 1 es positivo y ademds mayor que x, deduciéndose
|22 +z + 1| > x.

39. (2017-0 PC1-3) Solucién.

a) Z)AmB V2, €.
ii) B [\@,2[.
) C
)

ifi —] — o0, —7| U [e,7].

iv) CAD =] —00,2[ U [m, +0o0].
b)
El conjunto | ses un intervalo? | es acotado superiormente?
ANB SI SI
B-D SI SI
C—-A NO SI
CAD NO NO
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40. (2017-0 PC1-4) Solucién.

El ingreso semanal que percibe el peluquero, si mantiene a su clientela de 240
personas a 8 soles por corte, es de (8)(240) = 1920 soles, lo que es insuficiente
teniendo en cuenta que se quiere percibir al menos 2080 soles; asi, el precio por
corte debe ser superior.

Sea el ndmero de soles de incremento en el precio por corte; esto significa que
el nuevo precio por corte es de 8 + . Luego, el nuevo nimero de clientes es de
240 — 16z. Asi, el nuevo ingreso semanal del estilista es de

(8 + 2)(240 — 162),

la condicién para hallar el valor z es que dicho ingreso debe ser al menos de 2080
soles, obteniéndose la siguiente inecuacién:

(8 + x)(240 — 162) > 2080 <« z* — Tz +10 <0,

lo que implica que x € [2, 5]. Se pide que el precio por fijar sea el mdximo, luego
el incremento x debe tomar su valor miximo, de este modo, x = 5. Finalmente,

el precio pedido es de 8 + 5 = 13 soles.

41. (2017-1 PC1-2) Solucién.
a) De la definicién de médximo entero se tiene
[x]=n+n<zx<n+1
0<zx—n<l1

,noesposiblequex - [ x ] =1,yasC.S. = @.

b) Factorizando se obtiene
p(z) = 2(—42° + 8z — 3) = (22 — 3)(1 — 22) > 0
Del andlisis de signos

| 2<0 | O0<z<?i | f<a<d | >3
p(x) ‘ (+) ‘ ¢ ‘ (+) ‘ ¢

se concluye que C.S. = ]—00,0[U |3, 3.
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o)

r+1 r+1 r+1
~ 2V -2
x—Q‘ :1:—2> :p—2<
1-2 4 1+2x—4
A ke N RV i e
xr— 2 r—2
5—=x 3r—3
> >0V <0
r—2 xr—2
r—5 r—1
> <0V < 0.
r—2 xr— 2

Por lo tanto, C.S. =|1, 2[U]2, 5].

42. (2017-1 PC1-3) Solucién.
a)

i) Resolviendo
208 — (0,7-F)>220—-F
0,3F > 12

E > 40
se obtiene C.S. = |40, +o0].

i) Redaccidn: la méxima frecuencia cardiaca recomendada aumenta al aplicar
la nueva férmula para mayores de 40.

43, (2018-0 PC2-1) Solucién.

¢) El conjunto solucién de la ecuacién |z + 1| + |z — 1| = 0 es @.

e) Sean A =|0,5[, B =[—1,1[y C =] — 3, 1]. Entonces

sup(ANC)=_1 y sup(C—-B)=-1
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44. (2018-0 PC2-4) Solucién.
) La inecuacién es equivalente a
P +22+1-<0¢ (x+1)2—-c*<0
< (z+14c)(z+1-¢)<0

deduciéndose que el conjunto solucién es [-1 — |¢|, —1 + |¢|].
Ademds el supremo es

—14¢, cuandoc >0
—1—¢, cuandoc <0

Esto implica que ¢ debe tomar los valores de -2 o 2 para que el supremo sea 1.
b)
i) Notemos que si # > 0 la ecuacidn se reduce a 0 = —1, lo cual no tiene
solucién. Asi, x < 0y la ecuacién se reduce a

[-22] = =1 < —1<-22x<0 < 0<z<1/2

Por tanto, el conjunto solucién es vacio.

ii) De la expresién se deduce que > 0. Luego, la ecuacién se reduce a
|z — 2| =z,

lo cual implicax —2 = z 0o x — 2 = —ux, donde la primera no tiene
solucién y la segunda tiene solucién = 1. Por ende, el conjunto solucién

es {1}.

45. (2018-0 EP-2)

a) Resuelva: 1 + +/[z] —z > |z| — 1.

Solucion.

a) Primero, se debe cumplir la restriccién [2] — 2 > 0 debido a la raiz cuadrada.
Como [z] < x, se deduce que = = [x], lo que a su vez implica z € Z. Luego,
la inecuacidn se reduce a

2> x| & —2<z<2

Por lo tanto, el conjunto solucién es {—2, —1,0,1,2}.
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46. (2018-1 PC1-2) Solucién.

a)

i) Completando cuadrados se obtiene

p(r) =2° — 2+ <;>
1

2 2
)
1\? 17
(e-a) -4
7

B 1 V17 1 V17
et e 2 )

_l’_

ii) Las raices de p(z) son

1—-+v17 14+ v17
Ty = —F y T2 = :
2 2
Del andlisis de signos
‘ T < T ‘ 1 < T <Xy ‘ X > Xo
pz) | & ] ) @
se obtiene
1— 17 14+ 17
C’.S.:]—oo, 5 [u +2 ,—i—ool.

b) Manipulando la ecuacién 2 = 41#=11 se obtiene
92— 22|a:—1|

o —1] = =
TS

r—1=

Por lo tanto, C.S. = {1/2,3/2}.
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47. (2018-1 PC1-3) Solucién.
) Como |x? + 2| = x? + 2, se obtiene

(2?2 +2) — e — 2?

<0
x| =
2—e
<0
x| —
|z =7 >0

g >m > zx>nmVe<—7

Por lo tanto, A =] — 0o, —m[ U], 00].

48. (2018-1I PC1-2) Solucion.

a) Determinemos los conjuntos A y B por extensién.

e De la ecuacién \x — 2| = 3 se tiene que

3r >0AN(r—2=3zxVax—2=—3z)

1
$20A($:—1V1‘:§),

conlo cual # = 3, deaqui A = {1}.

e De la inecuacién ‘xz — :U| <  se tiene que
r>0A(—r <2®—x<1)

r>0AN0<22A0<2<2),
con lo cual z € [0, 2], de aqui B = {1, 2}.

Por ende,
1 1
Ax B = {(2,1), (2,z>}.
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49. (2018-11 PC1-4) Solucién.

a) Factorizado se obtiene

W 9 o
q+1

(¢ —4)(g+3) > o
g+1

Como g > 0 se tiene que ¢ > 4. Luego, la cantidad de toneladas de harina de
pescado que debe producir y vender la empresa para obtener ganancia estd en el
intervalo |4, +00.
b) Como 500 délares equivale a medio millar de délares, se tiene la desigualdad
10
T T2

q
¢>—3¢—24 <

O W=

De aqui, 0 < ¢ < 3+v105 V2105 Por lo tanto, la mayor cantidad de toneladas de

harina de pescado es 34105 V2105.

50. (2019-0 PC2-1) Solucion.
1
a) Siz < 3 el valor simplificado de la expresién
A=|2z—1|+14+2*|+22+1+5— 2

es igual a 8.
¢) Sean A =] —e, 7], B :]\@, 7%y C = [—2e, 27, determine los siguientes

conjuntos:

A-—B = ]—e,V2
B-C = 27,7
ANB = V2,7

142



Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

51. (2019-0 PC2-2) Solucion.

a) Factorizando se obtiene

a’z® —abr — 2> < 0
(ax +b)(ax —2b) < 0
Del andlisis de signos
+ - +
¢ L 4 L 4 >
2b _b
20 b
se deduce que C.S = {, ] .
a’ a

¢) Se debe cumplir = # 1. Ademds factorizando se obtiene

20 +2] > |z—1]

2z +2)>*—-(x—1)>* > 0
Bz +1)(x+3) > 0.
Del anilisis de signos
+ - +
< L & >
-3 _1
3
1
se deduce que C.S. = |—o0, —3] U [—37 1 [ U1, +ool.
52. (2019-0 PC2-3) Solucién.
b) De las propiedades del valor absoluto se obtiene
ry < lay
—2[zy| < -2y
w? 2wyl +y* < 2’ —2xy+y°
(Jzl = y)* < (z-yp)”
(2] =ly)?* < (z—y)?
lz[ =yl < [z =yl
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¢) Del andlisis de signos

+ - - + +
< @ L L L
1 2 3 4

W

Se obtiene que A = [1,3] U {4}. Luego, inf(A) = 1 ysup(A) = 4. Por lo
tanto, inf(A) 4+ sup(A4) = 5.

53. (2019-0 PC2-4) Solucién.

a) La facturacién por el consumo del mes pasado fue de
18 4+ 80(0.25) = 38 soles.
Si & es el pago de este mes, entonces
|z — 38| < 4.
Asi 34 < x < 42. Si y es el consumo de este mes, entonces

Y
=18+ =.
x +4

Luego,
34§18—|—%§42 5 64 <y < 96.

El consumo debe ser de 64 a 96 litros de gas.

54. (2019-1 PC1-1) Solucién.

a)
i#i) Sea a # 0. El conjunto solucién de la inecuacién cuadrética (ax +b)* < 0
b
A aj)
iv) Si[1 — 2] # Oentoncesz € | —00,0]U] 1, +o0] .

v) La ecuacién cuadrdtica x* — |b|z + 6 = 0 posee dos raices: 2 y 3. Los

valoresdebson —5 y 5 .

144



Problemas de Precdlculo: Conceptos bésicos

55. (2019-1 PC1-2) Solucién.

a)
T T
Parax # O tenemos — — 1 >0 — — >1
|z| |z|
— x> |z
— x> |z|>x
— 1z =|z|
— z €RT
Asi, A={1,2,--,10}.
b)

el -2 — GBI+ Bl -

8
|—]
1
—

!

Por lo tanto, B = {4, 5,6, 7}.
) R= { (87 4)7 (97 4)7 (107 4)7 (107 5) }

56. (2019-11 PC1-1) Solucién.

a)
i) El conjunto solucién de z*+x2 > 222 es: | — 0o, —2] U {0} U [1, +o0] .

ii) Six = 1 es una solucién de la inecuacién a?z® — ax® — 3 < 0, entonces

1—+v13 1++13
€ 5 % .

a
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Soluciones

i) El conjunto solucién de |[z| — 1] ! 1422
iif) El conjunto solucién de —ll=ce{—%,5,—5, 5 ¢
’ 3 3’3 33
iv) Si la inecuacién |z| < |b| — 1 tiene conjunto solucién vacio, entonces b €

-1, 1].

b)
i) Existe 2.99 € A tal que 2.99 > 2.9; por lo tanto, M = 2.9 no es cota
superior de A.
ii) Comom = 3 ¢ R — Q, entonces m = 3 ¢ B; por ende, m = 3 no es el
méximo del conjunto B.

57. (2019-11 PC1-3) Solucién.

a)
E, = {(_170)7 (O’_l)’ (Ov 0) (1a0>7 (07 1)}

b) Considere r = 2y s = 1.5, se tiene que 2 # 1.5, pero
Ey = By ={(-1,0), (0,-1), (0,0) (1,0), (0,1)}.
o) V(z,y) €ZXZ,
(z,y) € E, — |z|+y<s<r
— |zl +y <r
— (z,y) € E,
Por lo tanto, ¥, C E,.

58. (2019-11 PC1-4) Solucién.
a) Como || = x parax > 0,
z>0 — [22]"+6[z—a] =16
- [22]" =16
— [22] =4 v [22] =4
— 4<2x<5b
. 5

2< < =
ST )

Por ende, C.S. = [2, g {
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b) Como |z| = —z paraz < 0,
z<0 — [2¢]"+6[z+a] =16
— [22]" +6[22] —16=0
— ([2z] +8)([2z] —2)=0
— [22] = -8V [22] =2
- —8<2x< -7
N

7
T < 5

Por lo tanto, C.S. = [—4, 7 [
¢)
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