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PROLOGO

El presente Apuntes de Estudio trata temas relacionados con el Célculo Integral de funciones con
una o dos variables. Esta basado en las clases dictadas por los profesores Ricardo Siu Koochoy y
Carlos Andaluz Zufiga en la Universidad del Pacifico.

En la primera parte, se define la integracion como operacién inversa a la diferenciacion, se
detallan las féormulas de integraciéon inmediata y se explican diferentes métodos de integracion.
En la segunda parte, se cubren los temas de integrales impropias, aplicaciones de las integrales
definidas y las integrales dobles. En la Ultima parte, se presenta una coleccién de 520 problemas
resueltos y propuestos de los diferentes capitulos.

Confiamos en que el lector llegue a comprender los temas tratados en el libro, toda vez que estos
se presentan de manera simple y clara, y que pueda resolver adecuadamente los problemas

relativos al Calculo Integral.

Los autores

1






I
DERIVADAS Y ANTIDERIVADAS

1. DERIVADAS DE FUNCIONES CON UNA VARIABLE

De acuerdo con el Calculo Diferencial, se tiene que la derivada de una funcién y = f  con respecto
a la variable x, evaluada en X, tal que y,= f(Xp), representa:
i. La pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion y = f, trazada en el punto P(Xp Yor

/E"p*”) - fi"p)

7 cuando el incremento h de la

ii. El limite de la raz6n promedio de cambio
variable independiente tiende a cero.

Por otro lado, dada una funcién y = fw su derivada se denota como:

& _of
ax ax W
Por ejemplo:
. a(x) .
= X =T =g =
d(x4+4)
— T -_ax3+0=4x3

. [
8= X"+4= 8y o

13
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DERIVADAS Y ANTIDERIVADAS

2x+3 2(x-1)+5 .,
M=y = =2+5(x-1)7 (k2] =
d(2x+13j i
' X — 2 _
h(X):d—X:O+5(—1)(x—1) :(x_l)z
d cos(5x?
j(x) =COS(5)(2) :>j'(X) :%z_[sen(5x2)j|(lox) - _10x sen(5x2)
2
2. _d[In(2x) 2 2In(2x
k(X):[In(ZX)] jk(x)=%=2[ln(2xﬂ§= )(( )

2. ANTIDERIVADAS DE FUNCIONES CON UNA VARIABLE

Ciertas aplicaciones del Célculo requieren resolver el siguiente problema: dada la derivada de
una funcion, se trata de encontrar dicha funcion. Es decir, conocida f' |, se debe encontrar £ .
En el acapite anterior se obtuvo que:

B dx*
(X) - ax

=4x3

Dada la derivada de una funcién f(X), f'(x)=4x3, se llega a la conclusién de que f(x)z x4,y se afirma
que f = x* es una antiderivada o primitiva de 4x°.

Ademas, del acapite anterior se obtuvo que:

c/[x4 +4}

_ 3
=" ¥

Dada la derivada de una funcion g, g, =4, se concluye con que g, =x* + 4 y se afirma que
g, = X' + 4 es una antiderivada o primitiva de 4.

De los dos ejemplos anteriores, dada la derivada de una funcion F, F{ = 4x°, se concluye con
que F, = x*+ C es la antiderivada o primitiva de f’,, en donde C es una constante.

Del mismo modo, y con referencia al acapite anterior, se tiene que:

-5 2x +3
es

(x-1) x -1

la antiderivada de F '(X) = +C, (x=1).

la antiderivada de F |, = ~10x sen5x” es cos(5x2) +C.

la antiderivada de F', , = 2In(2x) es ['”(ZX)]Z +C.
(x) X




APUNTESDEESTUDIO 0

En general, la antiderivada o primitiva de F' , es una funcién de la forma F + C, dado que la
derivadade F,+ Ces F | +0=F" .

Ejemplo 1:

Si la derivada de la funcién F, = 10a*x° es Fly= 50a*x*, entonces la antiderivada de F',es
10a*x® + C.

Ejemplo 2:

1
Si la derivada de la funcion F(X) = \/3px3 es F '(X) =3p (g]xé = 3 2px, entonces la primitiva
de F', es J3px3 +C.

Ejemplo 3:

Si la derivada de la funcion £, = x (x + a)(x + b) = x* + (a + b)x* + abxes F |, = 3x° + 2(a + b)
X+ ab, la antiderivada de F' es x (x + a)(x + b) + C.

X)
Ejemplo 4:
Si la derivada de la funcion F, = tan(gx) es F' = g sec® (gx), la primitiva de F’ , es tan(gx) + C.
Ejemplo 5:
Si la derivada de la funcion F, = ae™es F = -abe™, la antiderivada de F', es ae®™ + C.
Ejemplo 6:

Si la derivada de la funcion £, = log, X = 9log, x es F '(X) =2I0g9 e, entonces la primitiva de F',
X

es log,x* + C.

15
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INTEGRAL INDEFINIDA

1. DIFERENCIAL DE FUNCIONES CON UNA VARIABLE 17

Del Calculo Diferencial se tiene que el diferencial de una funcion y = £ viene dado por:

(), g
dy = [d—xjdx =f (X)dx
Siy="1f,=xX+C— 1, =6x= dy=06xdx
Conocido el diferencial dy = 6x°dx, la operacién que permite encontrar todas las soluciones de
dicha ecuacién, y = fm, (es decir, la antiderivada de f’(X)), se denomina integracién indefinida y se
denota con el simbolo integral: |[.
Es decir:
y=jdy :I@(jdx:x6+c
T
(x)
Esto es:

y= f(X)=x5+ C
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INTEGRAL INDEFINIDA

2. INTEGRAL INDEFINIDA

En general, dado el diferencial de y = 1, dy = f{ dx, la funcién y se obtiene a partir de:

x)!
y= ’EX) = jdy = J.f'(x) dx, y se afirma que y es la integral indefinida o la antiderivada o la primitiva
de fi,,.

Ejemplo 7:

Si la derivada de y = f, es f\ = 4, hallar la integral indefinida de f| .

Se tiene que dy = ' ;dx = 4dxy que la integral indefinida de f{, es y = jd = j4dx. Como /|, =4

significa que la pendiente de la recta tangente a f, es 4, y que la ecuacion de la recta debe ser

y=4x+ C. De donde y = I4dx =4x + Ces la integral indefinida de fio -

Ejemplo 8:

’

Conocida la derivada de y = 1, ', =

x, encontrar la antiderivada o primitiva de f|,.

Como f{, = x=dy=f, dx= xdxy la antiderivada o primitivade f , esy="1 = J.xdx, recordemos
que:

De lo anterior, se desprende que:

dx™ = nx"ldx

de - Inx "Lax

X" +C = |nx"Tdx (@)
Si consideramos n = 2:

'[2x2’1dx =x%2+C'
JZXdX =x2+C'

2|xdx =x%+C'
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2 '

jxdx :X—+C—
2 2
2

J.xdx =X—+C
2

2
La antiderivada o primitiva de f{, = xes X?+C.

Ejemplo 9:
Dados y = f , A dy = 30x°dx, determinar la integral indefinida J.30x5dx.
Reemplacemos n = 6 en la férmula (a) del ejemplo anterior:
x8+C= '[6x6’1dx = J6x5dx
Multiplicando por 5:
5I6x5dx = j30x5dx =5(x®+C)=5x° +C'
Ejemplo 10:

Encontrar la integral indefinida Ieaxz*b“d (2ax +b)dx.

de'  ,du

u
Como ——=¢e" —, se tiene que el diferencial de e“ es de’= de”. dx =| e au dx _ye" au dx = e'du.
dx dx dx dx dx

Integrando ambos miembros:

Si consideramos que:

u=ax?+bx+d
du = (2ax + b)dx

je”du = J‘e‘”z”’“d (2ax + b)adx

2
— ™ +bx+d +C

19



INTEGRAL INDEFINIDA

Ejemplo 11:

Obtener la antiderivada siguiente:

J. 6 ax
3x+5
Se tiene que:
dlInu _ld_u
ax u dx

El diferencial dInues dInu = [ld—ujdx :ldu, de donde:
u dx u

Idlnu:J.%du
Inu +C:I%du -(B)

Hagamos u = 3x+ 5 = du = 3dx.

Reemplacemos en (3):

J.ldu:J‘ L (3dx)=I 3 dx =In(3x +5)+C
u 3x+5 3x+5

Entonces:

I 6 dx:ZI 3 dx =2In(3x +5)+C’
3x+5 3x +5

Ejemplo 12:
Halle la primitiva siguiente:

I(colex)dx

dsenu du
———— =-Ccosu—,
ax

Como

dsenu = —cosud—u dx = —cosudu
ax
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Entonces:

J-—cosudu =.[d senu

—Icosudu =senu +C

Si u=10x= du= 10dx, de donde:

i[(colex)(lde) - flOJ.cosloxdx ~ sen10x +C

Finalmente:

J-(COSIOX)dX = ;—ésenIOx +C'

21
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FORMULAS DE INTEGRACION
INMEDIATA

1. REGLAS DE INTEGRACION

Conforme a lo establecido en el capitulo anterior, se desprenden las siguientes reglas de
integracion:

) I[f(x) + g(x)de = If(x)dx + Ig(x)dx

) J[Kf(x)}dx - KJ.f(X)dx

o) '[de:c

Q

(=)

d) IKdX =Kx +C
df,
) gy =
e) Idf(x) = J‘de = f(x) +C

f) Si f') =8, entonces jg(x)dx =fy+C
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FORMULAS DE INTEGRACION INMEDIATA

Ejemplo 13:

J[4x2 + 2x —6}dx = 4Ix2dx + Zdex —I6dx = 4Jx2dx +2|xdx —6x +C por a) y por d)

Ejemplo 14:
I4dx :4jdx —4x +C por b)y por d)
Ejemplo 15:
dez’(2 2 2 2
Si —— =e? 4y, entoncesIeZX 4xdx =e?*” +C por e)
dx =
d(EZX J
Ejemplo 16:

Id(ax2+b)=ax2+b+0'=ax2+Cpore)

Se lo puede comprobar de esta manera:

2
d(ax2 +b):23xdx = J-d(ax2 +b):I2axdx :ZaJ.xdx :Za[XTJ+C =ax?+C

2. FORMULAS DE INTEGRACION INMEDIATA
En las siguientes formulas se considerara u = fy ¢, n, a = constantes.

2.1 REGLA DE LAS POTENCIAS

n+l

u
a) ju“du:n+l+c (n¢—1)

b) -[u’ldu = Jd_u = In|u|+C
u

Nota: en el libro se asumird que u es mayor que cero y, por lo tanto, se prescindird del simbolo
del valor absoluto.

Ejemplo 17:

9+1 10
Ix9dx:x +C:X—+C
9+1 10

porque seglina) u=x—>du=dxyn=9.
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Ejemplo 18:

241 -1
Iidx:4'[x’2dx:4x c-aX|ic-Ric
X2 241 1

porque segln a) u=x— du=dxy n=-2.
Ejemplo 19:
Jédx = 6Id—X=6Inx +C
X X
porque segln b) u= x — du = dx.
Ejemplo 20:

/= J-(nx)andx

25

Ejemplo 21:
Ix+1 —\/;+1)dx

jx\/——x+ X +X— \/;+1)dx
/:J.(x x+1)dx
/=I(X%+1jdx



26

Ejemplo 22:
3
/= J'(e,x2 —2x +4) (3x ~1)dx
Consideremos: u=3x-2x+4
du = (6x - 2)dx ad?z (3x -1)ax
Entonces:
/ :Iu3d—u
2
4 4
/:ljﬁdu Ly el e
2 2 4 8
De donde:
(3)( —2x+4)
/= +C
8
Ejemplo 23:
I:I xdx
2_4
/ _lj‘ 2xdx
2 x? -4
Siu=x-4 - du=(2x) dx
/= U P2y = Cou2+C=Jx2-a+C
2 \/_ ZJ- / + + +
Ejemplo 24:
/= j =
(x-1)
( 1) 2+1
/——5Ix 1)- dx——5 ic
-2+1



2.2 FUNCIONES EXPONENCIALES

X

a) J.axdx _a
Ina

+C

b) J'ede —e"+C
Ejemplo 25:

Demostrar la férmula a) a partir de la b):

X _ na* _ x.lna
a‘dx = (e )dxf e ax

Sixlna=u = du=1l.na.dx = dx :d_u
Ina
Entonces: 27
J.axd)( = J’eud_u:LJ.eudu :Leu :Lex'lna :L(elna)x :Lax
Ina Ina Ina Ina Ina Ina
Ejemplo 26:
2 2 1[0 18 g’
J'x.sx dx :jsx (xdx):—'[8x (2xdx) =22 10=2 0
2 2 In8 2In8
Ejemplo 27:

J.(eZt —e’Z’)dt :%J.(ezt)(Zdt) +%J.(e’2t)(—2dt) = %ezr +%e’2t +C

Ejemplo 28:
/= [a2 0 - L [az2(-3a0)
-3 —
du
2-3x
I = _L.4 +C
3 Ind
Ejemplo 29:

| = Iae’mxdx = aJ‘e’mxdx



FORMULAS DE INTEGRACION INMEDIATA

Siu=-mx= du=-m.dx 3dx:ﬂ

/:a_l.eU(ﬂj:_i AU VRS I
m m -

Ejemplo 30:

2
/:J[e%+8_%j dx
2x 2
/:I eb +2e+e b |dx

_b

et _ b joxin 5o
2 2

/

28 Ejemplo 31:

2x
/:J-b 71dx
Jo*

Ejemplo 32:

b*d”*

- *d” 2x
J.btidxdxfj.Zb d dx+.[ d

b*d”* prd*
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X X
I=Js7dx—ZIdX+JZ7dx

/=N§JX dx—2x+I[%jX dx

(b/d) _2X+(d/b)X

%) (%)

2.3 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

+C, (b=d, bd >0)

a) Isenxdx =—-cosx +C

b) Icos xdx =senx +C

c) Itanxdx :J'senx dx =—Incosx +C
cos X

o

) Icotxdx :ICOSX dx =Insenx +C
senx

e) Isecz xdx =tanx +C

f) Icscz Xxdx =—-cotx +C

g Isecxdx =In(tanx +secx)+C
h) Icscxdx =lIn(cscx —cotx)+C
Ejemplo 33:

Comprobar la formula g).

dIn(tanx +secx) 1 5
= [sec X + secx.tanx} =
dax tanx + sec x

sec x (sec x + tanx)

=secx
tanx + sec x

Ejemplo 34:

jsen(a +bx ) dx =%J{sen(a +bx)][ﬂ/tx] = —%cos(a +bx)+C

u du

Ejemplo 35:

/= I(senax + cosax)2 dx

= J.[senzax + 25eNax. cos ax + cos® ax}dx
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/= J.[l +2senax.cos ax | dx

/= I[l + sen2ax]dx

| = Idx +%j(sen2ax)(23dx)

/=X_c052ax L
2a
Ejemplo 36:
| = Isenzxdx

Se sabe que: €0s2x = cos® x —sen’x

CoS2x = (1 - senzx) — sen’x

cos2x =1 - 2sen’x

| = J.senzxdx = I#dx

30
= %Idx —%J(cost)(de)

/ zi—lSEHZX +C
2 4

Ejemplo 37:
/= J- tany/x ax
Jx
. 1 ax
Siu= = du = ax = —=2du
u=x 2Jx Ix
/= J.tanu (2du) = ZItanudu
[ ZJ' senu
cosu
= _2J‘ —senu
cosu

| = —2|n(cosu)+C

| =-2Incosx +C
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Ejemplo 38:
/= Icotz axadx
Se sabe que: sen®x + cos? x = 1
(Dividiendo entre sen?x): 1 + cot? x = csc? x
/= Icotz axdx = J.[csc2 ax — 1} dx

/= lJ.acsc2 axdx — J.dx = l(, cot? ax) -x+C
a a
Ejemplo 39:
/ :J.tan31~sec21-dx
3 3

Siu:tani = du=sec21~ l ax
3 313

/=ﬁﬁ3m1=3ﬁﬁdu

4
1=3% so-SantX e
4 4

Ejemplo 40:

2
/:J‘cotéx- 12 -dx
sen“x

2
| = J-coté x.csc? x.dx

| = —I(cotx)% (— csc? xdx)
—_—

du

((:0'[)()2/3+1
i E— +C
—+1
3

o :?(cotx)% +C

31



32

FORMULAS DE INTEGRACION INMEDIATA

2.4 FUNCIONES QUE CONTIENEN A 2 + &

a) j 2du 5 :larctan£+0.
u’+a’> a a

b) J%zln[u+\/u2+a2}+c

c) I\/uz +adu = %u\/uz +a® +%a2 In[u +u? +a° } +C.

Ejemplo 41:

Comprobar la férmula a). Bastara demostrar que la derivada de larctani+()es -
a a X
aw

Recordemos que diarctanw =
X

1+w? ax
1
= 1
2
i{larctani+c}:l a 5= 42 = 21 .
dx |a a a X X X“+a
1+(—j 1+—
a a
Ejemplo 42:
Comprobar la formula b).
1
La derivada de In[x +x%+a? } + Cdeberia ser T, Para que la formula b) quede demostrada.
Vx“ +a

2x
d{ln[x+\/x2+az}+0} N 2[\/x2+a2+x}

_ 2Vx%+a _ 1

ax x + X% + &2 2[)(+\/)(2+aﬂ\/)(2+a2 e

Ejemplo 43:
Comprobar la formula c).

Anéalogamente:

i{l)n/xz +a’ +%azln[x +yx?2 +a2]+0} =

ax |2

1+722X >
v ax—2 22X ra |
2 2\/x2+a2 )(+\/x2+a2

2 2
%|:\/X2 +a’+ }—

X . a
Ix2+a2  x?+22
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BN M_l[ 2, 2 2 2}_
2|: X" +a +m:|—2 \/X +a +\/X +a =

x° +a°

Ejemplo 44:
/7_.. dx 7J. dx
4x? +9 (2x)? + 3
u=2x—>du=2dx—>dx=d—u
1
eSS
2432 2} 243
/:l-larctan£+0
2 3 3
/ :larctanz—X+C
3
33
Ejemplo 45:
_J‘ xdx xdx
x*+3 (x2)2+(\/§)2
u=x2—>du=2xdx—>xdx:d7u
du
2 1 du
I= 2 272)7, 2
u +(\/§) v+ (3
1 u
——arctan—+C
2 J3 V3
¥2
/= arctan +C
f J3
Ejemplo 46:

/ _J’sec x.tan x.dx J‘ sec x.tan x.dx
4sec? x +9

) (25ecx)2 +3

u = 2sec x — du = 2sec x.tan x.dx
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Ejemplo 47:

|

/

34

Ejemplo 48:

du
_J' 2 _

u +32 2 u +32
/:l larctan—+C

2 3

2sec x

/= larctan[
6

I

_J‘ 2dx
2x2 +2x +5 4x% +4x +10
/_J‘ 2dx
(2x+1)2+32

u=2x+1 — du=2dx

:I 2du 5 :larctan£+c
uc+3 3 3
/=larctan2X+1+C
3 3

dx dx
IZIJ4x2+9 :'[\/(2)()2+32

u

Ejemplo 49:

=2x — du=2dx —>dx:d—LI

2
du

B I
\/u2+32 2 \/u2+32
/=%In[u+\/u2+32}+c

/ =%In[2x +4x? +9]+C

X+2 2dx

/—I\/

-[\/x +9 f\/

x+9 x2+9
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J’2xdx ZJ‘ dax
2 \/x +9 \/x2+9

/—;jw/(Zxdx +2I

u

%(x2 + 9)712+1

—l+1
2

/:\/x2+9+2ln[x+\/x2+9}+0

T

| =

+2|n[x +Vx? +9}+C

Ejemplo 50:

/_J‘ ax
V1 + 4e?

Escribamoslo asi:

M
2X1+4e

6

ax
J. /eZX /e—2x +4
/ _J‘ e ¥dx j ‘de
e s \/

u=e* — du=-e*dx

u+\/u2+4}+c

—du
/:j_:_m[
Ju? + 22

/:—m[g*+ e4*+4]+c

Ejemplo 51:

/ =J.de =J.1 (\Ex)2 +(\6)de

u =+3x = du =+/3dx
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FORMULAS DE INTEGRACION INMEDIATA

- T ()

l:L lu\/u2+5 +Eln[u+\/u2+5} +C
J312 2

/ :%x\/3x2 +5 +

5? In[\/gx +43x? +5}+C

Ejemplo 52:

/:I 4x% — 4x +5dx

1 2
IZE.[ (2x =1)" +2% (2dx)
u=2x-1 — du=2dx

1
/:E.[\/u2+22du

2
/= {%u\/uz +4 +%In[u +u? +4H+C

1
2

/ :%u\/u2 +4 +In[u +u? +4}+C

36

/=%(2x—1)\/4x2 -4x+5 +|n[(2x—1)+\/4)(2 —4x+5}+c

2.5 FUNCIONES QUE CONTIENEN A i — &

)I du _14-a ¢
a u?-2a%2 2a u+a ’

b) j%:ln[u+m}+c.

1 u
=—arcsec— +C.
a

c) J.—du
uu?-a%> @

Ejemplo 53:

Comprobar la férmula a).

. 1 u-a , 1
La derivada de f, , =—1In +C deberd ser 5.
@) " 2a u+a uc-a
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Entonces:
(u+a)(1)-(v-a)(1)
My 1 (v+a)
du  2a u-a
u+a
Iy 1 2a !
du 2a (u+a)(u-a) uv®-a°
Ejemplo 54:

Comprobar la formula c).

. 1 u 1
La derivada de f, , = —arcsec— + C debera ser —F——.
I a uNu? - a?

d 1 aw
Recordemos que — (arcsecw ) = ———-—.
ax ww? -1 dx
Entonces:
M 1 1 (1)
du u (UT a)
L e -
a\la
dfuy 1 11
du a \/uzaz u\/uzfa2
22
Ejemplo 55:
dx dx
/:J- 2 :J. 2
X< +6x+8 (x+3) ~12
3)—
/——1 In(XJr ) +C
2(1) (x+3)+
l:llnx+2+C
2 x+4
Ejemplo 56:
:J‘ 2);73 dx
4xc-11
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Descompongamos

Ejemplo 57:

Anélogamente:

38

Ejemplo 58:

Escribamoslo asi:

“I"” en dos integrales:
J'2x—3 J‘ 2xdx J‘ 3dx
| = = _
4x%2 11 4x2-11 Jax?-11
_l 8xdx _E 2dx
4411 20 g (ViT)f
3 1 2x =11
I==In(4x?-11)-2.——.In==—"— ¢
( ) 2 2\/ﬁ 2x+\/ﬁ
/:I X+2
Vx%+2x +3
J x+2
Ix?% +2x -
_lJ‘ 2xX +2 dX+I 2dx
2 Vx%2+2x -3 Jx%2+2x -3
1= [ (x+2x 3)/(2x+2 dx+2[
x+1
1
1 (x2+2x 3)/+
I== +2In{(x+1) (x +1) —22} +C
2 1
—§+1

l:\/x2+2x—3+In[x+l+\/x2+2x—3}+0

:J'd_x
Je** -1

7 o e

2e%dx

e

Siu=e* — du=2e*dx
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Entonces:

,:l.[d_u
2J yJu? -1
1L
21

—_

/= arcsecT +C

/= %arcsecezx +C

2.6 FUNCIONES QUE CONTIENEN A & — ?

5 —In +C.
a2 —u? 2a a-u

a)J' du 1 a+u

J-\/a —uPdu = =uva® - u? +;azarcseni+c
a

u
= arcsen—+C .

fm

Ejemplo 59:

Comprobar la férmula b).

d (arcsenw) 1 aw
dx - \/1 _w? dx '

Recordemos que

La derivada de la expresion del segundo miembro de la férmula b) es:

39

1 = - 12, 1
E(l)\/a —ut += u[\/a 2} 52 \/l 2 =
va® —u® P . a® \/a —u? a’-u?
2 2Ja? —u?  2ya? —u? 2 2\/512 —u?
De donde:
\/az—u2+\/az—u2 a2 2

2 2
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FORMULAS DE INTEGRACION INMEDIATA

Ejercicio 60:
Comprobar la formula c).

Anélogamente, la derivada del segundo miembro es:

( uj 1 1
—| arcsen— | = Y
a
a
De donde se obtiene:
1 1

Ejemplo 61:
_ dx _J‘ dx
Ax—x? 122 _(x-2)
/=Lln2+(x_2)+c
2(2) 2-(x-2)
/:lln X _ic
4 4-x
Ejemplo 62:

/:.[ ax
sec x (25 -16sen“x
( )

Escribamoslo:

_ cosxdx J‘ s xdx
25-16sen’x  J 57 _ (4senx )’

Siu=4sen x = du=4cos xdx.
Entonces:

| =

1 4cosxdx 1 du
.[ 52 .[

4 —(llsen)()2 T4l oy?
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De donde:
PR SR,
4 2(5) 5-u
Finalmente:
1 5+ 4senx
| =— . In——"7—"—
40 5 —4senx
Ejemplo 63:
/:I 3-2x - x%dx
/ :J. l4—(x2+2x+l)dx
/ :quzz ~(x +1)ax
1 2 2 X +1
/:E(x+1) 2° —(x +1)" +2arcsen +C
Ejemplo 64: 41

/ _J‘ dx
Xx/20x% +8x -1

—du

. . 1
Hagamos un cambio de variable: x = — — dx = ——
u u

Entonces:

_du
i
1 /20 8
= +—-1
u\ w2 u
/:_J'd—“

V20 +8u —u?

,:,J'd—“

u-4

/ = —arcsen +C
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FORMULAS DE INTEGRACION INMEDIATA

| = —arcsen

/ = —arcsen

A
6

-4
+C

X+C




IV
METODOS DE INTEGRACION

1. INTEGRACION POR SUSTITUCION

En el ejemplo 10 del capitulo I, para encontrar la integral / = J.e‘“Z*b“d.(Zax + b)dx, a partir de

u=ax’+bx +d

la férmuIaJ.e“du =e" +C, se efectud el cambio de variable .
du = (2ax + b)dx

A esta forma de calcular la integral se le denomina método de sustitucién. Asi pues:
/= J.eaxz*b“d.(Zax +b).dx = J.e“.du
/= Ie“du —e¥ +C =¥ 0l ¢

Ejemplo 65:
dx

/=I—
x[l—lnzx}
Siu=Inx - du:d—x

X

:J. dxX :J. du
1-1n°x 1-u?

43



7Ln1+u
C2(1) 1-u
1 1+Inx

/==In
2 1-Inx

Ejemplo 66:
2dx

X\Jx +4

| =

Six+4=10? = dx=2udu

/_J‘(Z(Zudu) [ du

u2—4)u u® -4
De donde:
joat pi=2.¢
2(2) u+2
/:ln—‘/m‘2 +C
X+4+2
Ejemplo 67:

/7J‘ e*dx
e +1-1

Siee+1 =10 - edx=2udu

Entonces:
/:J'2udu :2'[ udu
u-1 u-1
De donde:
[_9 Iu—ldu+J‘ ldu
u-1 u-1
/=2[u+|n(u—1)]+C
Finalmente:

1=2 eX+1+2|n[\/eX+l—1}+C



Ejemplo 68:

Siu :In(x +x? +l)

De donde:

Entonces:

2. INTEGRACION POR PARTES

/:%{In(x +m)}é+c

,_Iﬂ/mdx
1+x

2x
2
du = 20x° +1

- X +yx%+1

1+
dx

In x+m
/=J‘—U(\/X27+l)dx

/ =J‘\/Udu

l_2u%

+

3

Sean vy vdos funciones cualesquiera de x, entonces:

De donde:

Con lo cual:

d(uv)=udv +vdu

udv =d (uv)-vdu
judv :J‘d(uv)fj-vdu
J.udv =uv —J.vdu

45



A este método se le denomina integracién por partes y lo aplicaremos a la integral jlnxdx.

En Ilnxdx, hagamos:

u=Inx V=X
J 0
1
du =—dx dv =dx
X
Entonces:
Ilnxdx :(Inx)(x)—j(x)[ldxj
X
Con lo cual:
J.Inxdx =xlnx —J-dx
J-Inxdx =xInx —x+C
Ejemplo 69:
/ :Ie&&dx
Hagamos: z =/x —> dz-= L o
2Jx
dx = 2/xdz
Jxdx =2xdz
De donde:
| = jez (2xdz)
| =2|e?z%dz
Se tiene que:
u=2z° v =g’
J 0
du =2zdz dv =e’dz
Entonces:

/= 2[ezz2 -2 ezzdz}
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Hagamos:

u=z 4

du =dz dv =e’dz

= 2{(9222 - Z{ezz - J'eZdz”

| =2e77% —4e’z + 4e? +C

Se tendra que:

De donde:
| =2 x — 4 Ix + 4" +C

Ejemplo 70:

Demostrar que se cumple:

Ix”*lf () AKX = x"f (P (n+ 1)x”f(X) +n(n+ 1)Ix”'1f(x)dx

En la integral / = IX”+1f "(x) 9%, hagamos que: 47
_ yn+l £
u=x v=f ()
N 0
du =(n+1)x"dx dv:f"(X dx
Entonces:

u=x" V="
\2 0
du = nx"tdx av=f '(X)dx
De donde:
| = x"f )~ (n+ 1)[)(”)‘()() - J-nx”’lf(x)dx}
Finalmente:

| = x"f '(x)* (n+ 1)x”f(x) +n(n+ I)Jx”'lf(x)dx
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3. INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Si el integrando contiene expresiones como t? + &, u? — & 0 & — 17, siendo v una funcién de x
y a una constante, se aconseja efectuar un cambio de variable conveniente para aplicar alguna
identidad trigonométrica.

En el caso de v? + &, conviene hacer u = a tan#, de modo que:

u?+a’=a’tan’ 0 +a° :az(tan29+1):azse020
En el caso de u? — &%, conviene hacer u = a sec6, de modo que:

u? —a% =a’sec® 0 - a° =a2(sec29—1)=aztan29
En el caso de a°— 1?7, conviene hacer u = a cos#, de modo que:

a’ —u’ =a° —a2c0520:a2(1—00520) =a’sen’ 6

du 1 u
5 =—arctan—+C
uc+a a a

Como ejemplo de aplicacion demostraremos que

Se efectlia el cambio de variable v =atand = du = asec’0do

H:arctani
a

Entonces:

2 2

J‘ 2du _ :J' ;asec2 ¢9d¢92 :ljseczﬁdezljd9:l0+c
uc+a a“tan“0+a ad secd a a
Con lo cual:
J‘d_u:l arctan? |+ ¢

v’ +a® a a
Ejemplo 71:
Encontrar

J‘ x3dx
x2+4
Sea x =2tan® — dx =2sec?0do

Entonces:

J‘ x3dx :I(Stan30)(25ec20d9) s tan® Osec’ 0 do
x?+4 \/4(tan29+1) secd



3
I X “ax :8J.tan393ec0d9:8I(tan29)(tan93ec0)d0

Jx%+4

3 3
J X ax —8.[(sec2¢91)(sect9tan¢9d9)—8{56?3 ase09}+c

Jx%+4

2
Como tanH:%—wec&: Vtan? 9 +1 = XT+1 :%\/xz +4, la integral es:

8{%(% + 4)% —%(x2 + 4)%} +C

3
%(XZ +4)é 74()(2 +4)4 +C

Ejemplo 72:

Encontrar I;dx
x2

V4 - x?

Sea x =2senf — dx =2cosf do

Entonces:
J‘ 1 dx _j 2cos0do B 1J‘ cosfdo
- - 2
x4 - x? (4sen2 9)\/4(1—sen2 0) 44 sen” dcos 0
1 1 1
— = _dx= —J.csc2 0do=-—cotd+C
jx2\/4—x2 4 4
2
cos @ l_(%) V4 —x?
Como cotéd = wond V SR — la respuesta es:
2
2
_l.i_'.c
4 X

4. INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES

Si el integrando consiste en un cociente de dos polinomios, P,y Q,, que sean polinomios
enteros, tal que el grado de P, es menor que el grado de Q,, vale decir si se debe integrar una

x)!
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P
fraccién racional propia ﬂ, se recomienda descomponer en fracciones parciales e integrar
(x)
separadamente cada una de ellas.

Recordemos que se pueden presentar los cuatro casos siguientes:

a) Factor lineal simple A + B +ot £
X-—a

B +...+ 4
(af T a

Ax +B Cx+D
+

x2+bx+c x%+dx+e

A
b) Factor lineal repetido Y2 +

c) Factor cuadratico simple

d) Fact drati tid Ax +B N Cx +D
actor cuadratico repetido — >
X“+bx +c (x2+bx+c)

Una vez descompuesto en fracciones parciales, se procede a integrar cada una de ellas. Por
ejemplo, en el caso de fracciones lineales:

J- A dx:Aj dx =Aln(x-a)+C
Xx-a X-a

50

J‘(dex =BI(X—a)72dx= B(x—a)_l +C = B +C

-a) -1 (x-a)

c C(x—a)'2 -
———dx =C x a dx +C'= +C'
2

(x - a) -2 2(x-a)

En el caso de los factores cuadraticos, supongamos el siguiente ejemplo:
Ax +B X +1 2X +2 2x + 4 2
Ferrav Fervrari ] eawrarie | v
X< +bx+c X +4x+8 "2 x? +4x+8 T2 x°+4x +8 (x+2) 4+ 22

De donde:
2} +C

J.ZX;IdX :l{ln(x2 +4x + 8) fgarctan X
X“+4x +8 2 2

Ejemplo 73:
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Se descompone:

De donde:

Entonces:

Ejemplo 74:

Se descompone:

11 A B

x? - ax _x(x—a):7+x—a

1=A(x-a)+Bx

1:(A+B)foa

A+B=0-B=1/

—Aa:L»Azj%

/—I /dx+J- / dx

/ =—llnx +lln(x -a)+C
a a

j-linX=a.c 51
a X

x3+4x+2:Ax+B+ Cx+D
(x2+4)2 X%+ 4 (x2+4)2

Y3 4dx 42 (AX+B)(X2+4)+(CX+D)

e

De donde: x3 +0x% +4x +2=Ax3 +Bx? + 4Ax +Cx + 4B + D

Igualamos los 1=A
coeficientes 0=B
respectivos: 4=4A+C

2=4B+D
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Se obtieneA=1,B=0,C=0yD=2.

Entonces:

2dx

J‘x3+4x+2 J‘ xdx J‘
ax = +
2 2 x% +4 ( 2

(x +4) X

+ 4)2

3
de :%In(x +4 +2I—

(x*+4)f

Por separado:

dx [ 2sec’0do
.[ 2 2 7.'- 2 2
(X +4) [4(tan 0+1)}
j : jsec 0do J.cos 0do
x +4 8 sec’d 8

J' dx Z:lﬂl“oszﬂda:i[ml
(2 ) 8 2 16 2

X< +4

X
tang = —
Como 5

X +4)2

X =2tan@
dx =2sec’0do

—sen 29}

X2 +4

0= arctani
2

X

2 4x

sen26 =2senfcosh =2

ax l l
I—Z arctan

( 2 16 2 2

Finalmente:
J‘x3 +4x +2 1

2
(xz +4)

\/x2+4 .\/x2

w4 x2+4

4x}
x°+4

ax :—In()(2 + 4)+%arctani+;+c

4()(2 + 4)
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5. INTEGRACION DE CIERTAS FRACCIONES IRRACIONALES

5.1 INTEGRALES DEL TIPO I P{(ax b)Vm (ax +b) e ..ok

Se resuelven efectuando el cambio de variable:

ax+ b=z, en donde “n” es el minimo comtn multiplo de n,, n,,
Ejemplo 75:

J‘ \/x+1+2
dx

x+1 - x+1
Consideremos:

X+1=2 — dx=2zdz

Entonces:

\/x+1+2 dx — z4+2(22d 2J’z+2
x+1 —Jx+1 z -z

Por fracciones parciales:

z+2 1 B 1z +1
z5-1 z-1 7z%2+z+1

De donde:

\/X+l+2 1 1 2z +1 1
J. dX_Z.[ 1—5 5 1+ 5 >
zZ - Z°+z+
2 2

x+1 —Ix+1

J‘ M+2

x+1 Jx+1

%

J‘ \/meZ dx=2|n(\/m—1)—ln(x+2+\/m) \?)Farctanzx/i

x+1 - x+1

y
dx =2In(z - 1)7In(z +z+1 arctan 2.¢c
x+1+1
J3

+C
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dx

xfa)"\/ax2+bx +c

5.2 INTEGRALES DEL TIPO I(

Se resuelven valiéndose de la sustitucion:

1
=u
X-—a
Ejemplo 76:
J‘ dx
x%x? -1
Asumamos:
u:—:x:lédx :7%
X u u
Entonces:
_au
J‘ dx _J‘ 42 __J' u*du
x5\/x2—1 i i_ \/1—u2
u® \u? !
Hagamos:
-2z)dz —
1-v? =722 5u=+1-2° =d =l( ) _ %0z
2 \/1—22 \/l—z2
De donde:

R I

Sea z=cosf = dz=-senb db

Con lo cual:

— cos? 9 sen9d9)=—Isen49d9

S It

5 B 2
J-d—X:—J.(senze) de:—I M d@:—lJ.(l—200526’+c0522¢9)d¢9
x5x2 -1 2 4

j \/x—— {a sen20+1(%jd9}



:—10+lsen26—10—%sen40+0

ax
Ix5m 4° 4 8

= —39 +lsen2¢9 —isen46 +C
8 4 32

J‘ ax
x3x? -1

cosf =2z
A partir de 22=1-u? 5cos0=z=\1-0v? = /1,%:l\/x2,1
X X
1
u=—
X
y del gréfico
X
1
0
x° -1
se tiene que: 55
H:arcsenl
X
2 [ 2
sen29—2$en90059—2(lj[ X _1]_2 X2_1
X X X
2 2
00529:1—25en20:1—2(lj =X ;2
X X

5 =

sen4d = 2sen26cos 26 = 2[
X

ZJ);——IJ[xz—zj_ 4(X2—2) X2 -1

Finalmente:

3 1
=——arcsen— + — 5 - —|+C

.[ dx 1[2dx?-1] 1 4(X2*2) x?-1
x2x%1 8 X X 32 x4

ax 3 1 1 3 \/2—
——F——=——arcsen—+| —+— [Vx° -1 +C
J.x5\/)(271 8 X (4)(4 8x2j
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INTEGRAL DEFINIDA

1. INTEGRAL DEFINIDA COMO LiMITE DE UNA SUMA ST

Sea y = f, una funcidn continua definida en el intervalo a < x < b (asimase que a= x,y b= x).

y
y=1(x)
? \/ b g

Consideremos que dicho intervalo esta dividido en n subintervalos (Ax,, Ax,, ..., Ax_,) mediante
los puntos x;, X,, ..., X_,.

| | | | |

| | | | 1

a=x X, X5 X,1 b=x,

AXq Ax, AX,
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Escojamos ¢, , €, ..., ,, tal que:

€0 & €n-1

| ° | | |
| I I
a=xg X1 Xo X, 1 b=x,

La suma de la forma
f(go) - AXg + f(gl) CAXy Lt f(gn—l) “AX,

recibe el nombre de suma integral de la funcién fen [a,bl.

Dicha suma integral corresponde a la suma algebraica de las areas de los rectdngulos mostrados
a continuacion:

y
y=r(x)

/,.\\

® /é)

t t t t t u t t t
a & & &3 & @ t3 2 Epa b X

o=

La suma integral de fen [a,b] se puede escribir como:

n—

1
S, = Zf(gi) AX;
=0
Definicion: la integral definida de la funcion f, entre los limites x=ay x= b es:

n-1
f(g() ' AX’
i=0

limS, = lim
n—o n—o

b
Por convencién, se empleara el simboIoJ‘ f(x)dx para representar a la integral definida de f,, con
respecto a x, desde x=ahastax=b. °7
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Es decir:
b n-1
I f(X)dX = lim f(f;) - AX;

i
a n—w 4
i=0

Ejemplo 77:
b
Considere la funcion constante y = f, = cy evalte j f(X)dx.
a

Dividamos el intervalo de [a,b] en subintervalos de i) igual longitud y ii) diferente longitud, para

b

evaluarJ‘ cax.
a

i). Intervalos de igual longitud:

e, puede ser cualquier valor tal que x; <& <Xx;,1, ya que f(g) =cvi0O<i<n-1.
!

b n-1 n-1 _
J' cax = 1im Y7, \Ax; = lim f(g_)[b a]
a n—ow = ! n—oo = ! n

b
J. cdx =(b-a) lim l[f(go) +f(51) +...+f(6_n71)]

a n—w N

chdx =(b-a)lim l[c+c+...+c]

a n—wo N

Ibcdx =(b —a)nli_r)r;%[nc] :(b—a)nli_tr;c =c(b-a)

a
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ii). Intervalos de diferente longitud:
¢

AXg =X —a Sumandolos
AX] = Xo — Xq n-1
Ax; =b-a
AXp o =Xp1 = Xpo2 i=0
AX, 1 =b—-Xx,4

b n-1

60 L cdx = nlfl f(é_/) - AX;
i=0

b
I cdx = lim [f(go) “AXg + f(€1) CAXp L+ f(‘gnfl) ~Axn_1}

a n—»o
Como f,)=c vi 0</<n-1
b n-1 n-1
J. cdx = lim CZAX, =clim » Ax; =c(b-a)
a n—oo ) n—ow 3

Ejemplo 78:
Sea y = f, = x tal que x e [2,6]. Dividir el intervalo [2,6] en n subintervalos de igual longitud y

6
considerar ¢, en el extremo izquierdo del respectivo subintervalo para evaIuarJ. xdx.
2



X1\ 6=x, wX
€n-1

AXO A)(l AX,
Del grafico:
AXg=AXy =...=AX, | = 6-2_4
n n
& =2
=2+ Ax 61
& =2+ 2AX
£, =2+(n-1)Ax
Se tiene que:

6 n-1 n-1 4
J- xdx = lim f( ) -Ax; = lim [;‘(9)-—)
2 n—o n—o = i n

xdx 4&;{ ...+f(£n71))}
xdx—4||m{ 2+ (2+Ax) (2+(n—1)Ax)}}

2 n—w

JGde _41im l{Z(n)+Ax @}

J.Gxdx ~4lim l{2n Ln-yn .i}

2 n—w N 2 n
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2 n—w n

j6xdx — 4 lim {2+2-3}=4(4) 16

Ejemplo 79:
4
Comprobar que'[ xdx =21,
1

Consideremos subintervalos de igual longitud y escojamos los puntos medios de cada intervalo
como los respectivos ¢,.

Y
A

/S y=x

62
1 X X X1 4 X
Consideremos:
] ]
— -2 _ —
I=xg 0 Xy 1 X Xpp oKXy Crlox, =4
4-1 3
AX = =—
n n

go:xo+£Ax:l+l 3 :1+i:1+1 3
2 2\n 2n 2n

Nétese que 1 =2(0) + 1

51:x0+§Ax:1+§ é :1+i:1+3 i
2 2\n 2n 2n

Notese que 3 =2(1) + 1



Nétese que 2n—1=2(n-1) + 1.

De donde:
4 n-1 n-1 ¢
j x2dx = lim flyy A = lim 3 (
1 i

n—w n—o n
=0 i=0

[a-stn3 s3] oo oroen-o(3)]

4 2
J. xax =3tim 2 142[ )42 -
1 n—w N 2n 2n

1+z(2n_1)(21j+(2n_1)2(%ﬂ 63

Téngase en cuenta que:

Entonces:

[roasm - 23252
R 3

4
J' x2dx =3 lim {7—%}:3(7—0):21
4n

1 n—w
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2. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Si f, ¥ g, son funciones continuas en el intervalo de integracion a < x < b, se cumple que:

! L Qi
) Lb f0 = —J'b fy0x

c) J‘:cf(x)dx =cLb f(X)dx. (c: constante)
d) J-b[f()+g( dx—J. f dx+J. 8(x
e)J-fdx+J.fdx—J.f (a<c<b)

3. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
El teorema fundamental del célculo, Ilamado Regla de Newton-Leibniz o Regla de Barrow, permite
calcular el valor de una integral definida a partir de la antiderivada. Consta de dos partes que

seran enunciadas y demostradas a continuacién.

Parte 1: Si fes una funcién continua en [a,b], entonces la funcién F J. fis dt tiene una derivada
en cada punto x de [a,b] y se cumple que

jf
dx dx

Demostracion:

Se sabe que la derivada de la funcion F  es:

F F
dF — lim (x+h) (x)
dx h—0
o j ot - I f,
dx h-0
J-x+h

f\dt

t
ar _ lim ¢ (a partir de la propiedad 2e)

ax h—0 h
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gF 1
aﬂ'ﬂa{ﬂx fw‘”} ~)

- 2
Valor promedio de la
funcién f desde x
hasta x +h

Segln el Teorema del valor medio para integrales definidas, la expresion (1) se puede escribir
como:

dF

i h_rPof(C)’ en donde ce[x,x+h]

En la medida en que htienda a O, el valor de ¢ se aproxima al valor de xy como fes continua, se
cumple que f, tiende a f,. Con lo cual:

Parte 2: Si f es una funcion continua en cada punto de [a,b], y si f, es una antiderivada de £
en [a,bl, se cumple que:

b
L i@ =Fio) = Fa)
Demostracion: 65

La parte 1 del teorema fundamental indica que:

X
LA
dx dx Ja (t)

Integrando ambos miembros se obtiene:
X
F(x) =I f(t)dt es una antiderivada cualquiera de .
a

Por lo tanto, se puede afirmar que:

Escribamos:

Lb fl0 = Lbf(x)dx 0= Lb flox J': fl X

Con lo cual se llega a:

b
f )@ = Fio) = Fla)

a
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Ejemplo 80:
4
Calcular j X 2dx
1
4
4
I x%dx =— =1(43 13)_63 21
1
1
Ejemplo 81:
1
Calcular I x3Ux* +3dx
0
1 1 1 1 1
J. x:';\/x4 +3dx :I (x4 +3)é(x3dx):lj (x4 +3)é (4x3dx)
0 0 4Jo
( 4 )%1
1 X" +3 3 3
I X3 ,X4+3dX =%3— :%[44_34}
° %
0
De donde:
1 —
J. x3x% +3dx :#
0
Ejemplo 82: L
J‘ Inudu
Calcular e?

Se sabe que Ilnudu =ulnu-u+C

Entonces:
o4 et
I Inudu=ulnu-u :(e4lne4—e4)—(e2lnez—e2)
e? 2
64
J Inudu = (464 —64)—(262 —ez) =3e* - @?
62
Ejemplo 83:
Calcular L Acosx ax



1
7z ™ _ senx +1
J-” (M:Lx)dx =4, (senx +1) 2(cosxdx):4%
7 (senx +1 > - 77
2
L “L)(de:—4 LI :—4{1—1}:—2
5 (senx +1) senz+1 (07 1 2
2
Ejemplo 84:
Ind Jx _ 4=X
Calcularj ldx
n2 e +e™*
X —X X —X X —X
Seau=e"+e —>du:[e +e (71)}dx:[e —-e }dx
i 2 -2 _ 2 Y% 1/_5
Si x=In2—->u=e""+e =e"“ +e 2:2+A:A
1
x:In4—>u:e'”4+e"”4:e'”4+emA:4+%:174
Entonces:
17 17
Iln4ﬂdx —J‘Td_u—mu ¢ —||"|17_4 |n]'_7
n2 €5 +e™* g u 5 % 10

67
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INTEGRALES IMPROPIAS

Sea y = £, una funcion continua definida en el intervalo a < x < b. Como se explico en el capitulo V,

b
la integral definida es I f(x)dx.
a

1. INTEGRAL IMPROPIA

Se denomina integral impropia a Lb f(X)dx en cualquiera de los dos casos siguientes:

i) Por lo menos uno de los dos limites de integracién (a y/o b) no es finito.

ii) Elintegrando f,, tiene un punto de discontinuidad, por lo menos, en el intervalo a < x < b.
1.1 INTEGRAL IMPROPIA CON LIMITE DE INTEGRACION NO FINITO

La integraILb f(x)dx es impropia en cualquiera de los tres casos siguientes, y se indica el modo de

calcularla.

0 [tup i [ 1o

0 b
i) L flox :JTlL flo

69
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a—>—o b—w

o0 c b
ii) I fode = lim I foe + Iimj flo (ceR).

Si al calcular estas integrales impropias el resultado es finito, se afirma que la integral es
convergente; en caso contrario, la integral es divergente.

Ejemplo 85:
_[rox
1 x?
fhax -1
/=1lim — = lim —|
bowJ1 x b—ow X 1

/= lim (7l+1j:170:1
b

b—w
. . . [T dx
La integral impropia I — converge a 1.
1 X
Ejemplo 86:
1
=J e’dx

1
/= lim J. e*dx = lim e*
a——0 J g a—>—wn

70

1

a

/= lim (ehea)

a—>—o

/= lime— lim e?
a—>—x© a—>—xo

/=e-0=e

1
La integral J. e*dx converge a e.
Ejemplo 87:
/ _J“” dx
o1+ 4x?

. ¢ dx (b odx
/= lim >+ lim 5
a>—oJz 1+ 4x boode 1+4x

1 (C 2dx 1h o 2dx
/= lim = —2+I|m—j —
2o 2Ja 14 (2x) 0o 2Je 14 (2x)
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1, 1 1 2x |’
/ ==| lim =arctan—| + lim —arctan—
2la>—o1 1 b—® 1
a C
/ :l[ lim (arctan2c —arctan2a)+ lim (arctan2b —arctanZC)}
a—-—o b—w

et (] 2] ]

1z =« V4
J=—{—+=}=—
212 2 2

ax
1+4x?

. « Vs
La integral I converge a ER

Ejemplo 88:

0
/ :J xe*dx

—0

Calculemos la integral indefinidaJ-xede por el método de integracién por partes:

u=x v=e"
J 0
du = dx dv =e*dx
Entonces:
Ixexdx =xe* - Iexdx =xe* —-e* +C
De donde:

0 0
/= lim I xe*dx = lim e* (x -1)

a—>-—0 g a—>—w

a

/= lim [eO(O—l)—ea(a—l)}

a——w

I=-1-lim e?(a-1)
a——xo

h

Calculemos /; = lim e?(a-1)

a——®©

Hagamos d = -a

1
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Si a - -, entonces d — oo.

Entonces:
I = lime?(a-1)=lime™(-d -1
1= et e )= gm e o)
. od+1
Segln la regla de L'Hopital:
1 . 1
b= fm = lm g =
Finalmente:
l=-1-5=-1-0=-1
Ejemplo 89:
_J‘O dx
X =3
0
/= lim I
72 as>wnJys X -3
0
/= lim | -3
Jim in[x-3]]

/= lim {|n|o—3|—|n|a —3|}

a——wo

I'=In3~ lim Ina - 3|
o L

a——mw

©

Se desprende que la integral es divergente.

Ejemplo 90:
/ =J. In xdx
1

Como Ilnxdx =x(Inx =1)+C, se tendra que:
b b
I'=lim | Inxdx = lim x (Inx - 1)
b—w J1 b—wo 1
/= Jim {b(Inb ~1)-1(In1-1)

I :(Iim b){lim (Inbfl)}+1

b—x b—xo

© 0
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Se deduce que la integral es divergente.
1.2 INTEGRAL IMPROPIA CON INTEGRANDO NO CONTINUO
La integral Lb f(X)dX es impropia en cualquiera de los tres casos siguientes, y se indica el modo de
calcularla:
i) Sif,es discontinua solo en x = a.
f dx = lim J. o f(X)dx

e—0"

i) Si fw es discontinua soloen x=b.

b-¢
fradx = lim I f, \dx
J‘ 0" Ja (X)

iii) Si f, es discontinua solo en x=c. (c € [a,b]).

J. Ty x_gan3+I 7£f( )dx+ lim J.b ‘f(X)dx

&'=0" Je+e

Si al calcular estas integrales impropias el resultado es finito, se afirma que la integral es

convergente; de lo contrario, la integral es divergente. 73
Ejemplo 91:
/ :J‘% ax
0 x(lnx)2
Como el integrando ;2 no es continuo en x = O que pertenece al intervalo de integracion

x(Inx)

[O%} se puede escribir que:

J’% dx

/= lim 5
£—-0" O+g)((|n)()
1 n
/= lim Ié (|nx)3(d_’(j
£>0" J0+e—— X
v du
1
(lnx)—2+1 A

/= lim
sm0t —2+1

O+¢
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Como lim Ing = —x,
£—0"

Ejemplo 92:

Como el integrando

[0,4], se tiene que:

1
o
/= lim - —
£~)O+ |nX O+e

/__Inl -(0)
2
/:+L
In2

:rd_x

(x-2)%

es discontinuo en x = 2 que pertenece al intervalo de integracién

(x-2)5

/= lim J'Hd—x+ lim J'A _ax
£-0"J0 (X—2)% &'>0" 2+g‘(x_2)%

2-¢
+ lim 3(x —2)%

0 &'—0"

/= lim 3(x—2)% '

£—0"

2+

/=3 lim [(_g)% _(_2)%} +3 lim [2% _(g')%}

£—-0" &'>0"

= 3{0—(—2)%}3[2% —o}

1=3(2)3+3(2)3 =632
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2. CRITERIOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA
Sinoes posible evaluar una integral impropia en forma directa, se puede determinar la convergencia

o divergencia de la integral mediante dos criterios: el criterio de comparacién directa o el criterio
de comparacion de limites.

2.1 CRITERIO DE COMPARACION DIRECTA

Si £,y g, son funciones continuas en [a, [ tal que O < QX) < £ Vx> a, entonces:
a) Si J g(X)dx converge :>I f(X)dx converge.

a a
b) Si I f(X)dx diverge 3'[ g(X)dx diverge.

a a

Ejemplo 93:

ax.

. . © sen? x
Analizar la convergencia de 5
1 X

Setiene que -1 <senx <1 =0<sen’x <1. 75

2
n° x 1

se2 <1
X X

Como x2 >0, Vx> 1, entonces 0 <

n® x

Segln el ejemplo 85, J. izdx converge al valor de 1. Por lo tantoJ. €
10X 10X

dx es convergente.

Ejemplo 94:

©

2
Demostrar que I e dx es convergente.

0

*© 2 L 2 *© 2
: -X —X —X
Se tiene que I e dx=j e dx +I e dx.
0 o 1
Averigliemos si ambas integrales son convergentes:

. .2 2
Si0<x<150<x?°<150>x?>-1=e’2e* S51ze™*

1, 1
I e X dx Sj ldx
0 0

1 1
2 2
I e dx <1 —)I e dx es convergente.
0 0
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. 2 1 1
Si x2l-ox?2x—5e 2ef 5>
e eX

De dondee™ > e”‘2> 0.

Calculemos:
© b b
J- e *dx = lim J. e ¥dx =—lim J. e (—dx)
1 b—w J1 b—w J1
“ ) P . _ _ 1 1
J- e ¥dx =—lime™* :—Ilm(eb—el):— 0O-=|==
1 b—w 1 b—w e e
Como '[ e dx converge a—, entoncesj e ¥ dxes convergente.
1 e 1

o0
2
Con lo cuaI,J. e dx es convergente.
0

Ejemplo 95:

Demostrar que I dx es divergente.
1

1
Vx%+4
1

. 1
Six>1,secumple que — < ———.
Vx%+4
Analicemos la integral:

*1 . b1 . b
J. — x:llmj —dx = limInx
1 X bowJ1 X b—w

1

J. 1 x = lim [Inb —In1] no es finito.
1 X b—ow

(1 . . * 1
De donde, 5|J —dx es divergente, también lo seré.[ ——dXx.
1 X 8 1 x2+4
Ejemplo 96:
w 2
Demostrar que j T—dx es divergente.
1 X
2 2
Six>1-> X :2 >X—3=l.
X X X

2

. . 1 . * 2 - L
Del ejemplo anterlor:'[ ;dx es divergente. EntoncesJ‘ X : dx también seréa divergente.
1 1 X

©
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2.2 CRITERIO DE COMPARACION DE LIMITES
fo)

Si f, vy g, son funciones positivas y continuas en [a,0 [y si lim —==L (0 < L < =), entonces:
X —00 g(X)

L f(x)dx y J.a g(x)dx convergen ambas o divergen ambas.

Ademas, si L = 0, se cumplira que f, < g a partir de cierto xy sij g(x)dx es convergente,
a

entonces J f(X)dx también lo sera.
a

Ejemplo 97:

1 1 . " .
Sean f(x) =5 Y8 =32 dos funciones positivas y continuas en [1,o [. Demostrar que
X X< +4

o0 o0 1
L —axy >——dX convergen.

X 1 x“+4
¢ 1 1+ 4
2 2 2
Como lim L = fim —X% _ jim X4 _ iy 22 140y
X >0 g(x) X —0 1 X—0 X X —>00 1 1
X2 +4

las dos integrales siguientes deberan ser ambas convergentes o ambas divergentes.

Asi pues:
b

1 X2 b—>x XZ b—w X

I %dx:lim _—1+l =1
1 X b—w\ b 1

1
I —dx es convergente.
1 X

w b _
j de:limJ. de:lim—l
1

1

Por otro lado:

b

© dx . (P odx 1 X
5 = lim > = lim —arctan—
1 x°+4 bownly x2+4 bon2 2

1

I dx =llim arctang—arctanl =l Z _0.464|=0.553
1 X2 +4  2bow 2 2) 2|2

*dx .
J. 5 también es convergente.
1 x“+4

7
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Ejemplo 98:

Analizar la convergencia de la |ntegraIJ- X 1
Vvx +1 Jx 1

Consideremos f(X) == Y 8y _7_%.

Las dos funciones son positivas y continuas en [1,00 [.

y vx +1
2 N
Como lim ) im —X2 _im X+ = lim }1+— =
X —0 g(x) X >0 1 X >0 X >0

X2

©

. 1
anahcemosJ. ——dx.

1,7

b
x /2

7
1

N m[%*ﬂ:*z(ofl)zz
J_

b—mJ. /

De donde: j dx ambas son convergentes.
Ejemplo 99:
dax

N

Analizar la convergencia de la mtegralj

Consideremos f, | = 1 y g .= l, ambas positivas y continuas en [1,00 [.
) x?+1 () x
Calculemos:
g 1
lim =5 = fim — X |im /1+L2:1
X0 f(x) X0 1 X0 X

o0 1 X o0 ., .
Como J ;dx es divergente, entonces .[ también lo sera.
1

1 x°+1
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Ejemplo 100:

. L “Inz .
Determinar si la integral I ——dz es divergente.
e Z

1 Inz . - .
Supongamos f(z) =7 y 8= - dos funciones positivas y continuas en [1, [.

Calculemos:
f l
lim 2L~ Jim 2~ im0
ps g(z) 750 INZ  z5wlnz
z
Entonces, a partir de z> e:
f —l< —ln_Z
(2) ~ z g(z) T

b
es divergente, se

L L ©dz .. (bdz .
Por el criterio de comparacion directa, como —=1lm| —=liminz
e Z e e

b—ow 4 b—>w

©

Inz
concluye con que J. sz es igualmente divergente.

e

79
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CALCULO DE AREAS DE
REGIONES PLANAS POR
INTEGRACION

1. AREA BAJO UNA CURVA 81
Sea y = f una funcion continua no negativa en el intervalo a< x< b .

Y

Analicemos qué representa graficamente la integral definida de la funcién f, entre los limites
x=ayx=>b.

-1 .
bf dx = lim ] o Ax f..\ - Ax; = Area del rectangulo sombreado a
PR AN () R continuacion.

i=0



Por ello, grafiquemos y = f

y
y=1(x)
—
7 (k;
3 X
Xo=a X X x,é/le Xpq Xp=b
AXo Ax Ax; AXy

El término f_, - Ax, corresponde al area del rectangulo mostrado en la figura. Cuando n — oo, el
numero de sublntervalos aumenta y su ancho (Ax) disminuye de forma tal que la suma de las
areas de los rectangulos se aproxima al area bajo la curva y = £ y por encima del eje x.

82
Asi pues:

X =a x=b X

. ., . Ly . . . — S,
Si la funcion y = £, es continua y no positiva en el intervalo a < x < b, el término f(g ) - Ax; sera
!

negativo y —f_, - Ax; correspondera al area comprendida por encima de y = f, y por debajo del
eje X.



De donde:

y=r(x)
Ejemplo 101:

Encontrar el area situada bajo la curva y = x* y por encima del eje x, comprendida entre las rectas
xX=-2yx=4.

¥
y=x
-2 4 X
El area comprendida entre y = x*y y = 0 (eje x) es:
4 4
_ _ 2
A= If(x)dx = Ix dx
) ")
4
3 _
PO I ) BIPY
3], 3

Nota:

Las areas A y A, mostradas en la figura siguiente estan en relacion de 1 a 2.

83



a 3
Alzj X2y =X
0 3

0

A + A, =a.a =a’(area del rectangulo)

Entonces:

A=TA A1

84 A2 — 28% AZ 2

El resultado del ejemplo anterior coincide con el del siguiente procedimiento:

¥
y=x°
1 8
. A=302)4)=3
1 64
Ap =—=(4)(16) ==
4 0 =2(4)(16)=%
s A =8/4647 24
4 A T %ﬂ %ﬂ
_2 4 X

Ejemplo 102:

Calcular el area sombreada en la figura:



El area sombreada es:

A:X—+4x
4

-4

A=[§+24j—[ﬁ—16\
4 4 )

A=4b5un?

Este resultado coincide con el area del trapecio.

Y

i : A=5(2+7)10

7 A = 45un?

85
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2. AREA COMPRENDIDA ENTRE DOS CURVAS QUE NO SE CRUZAN

Sean y=f, e y=g, dos funciones cuyas graficas no se cruzan en el intervalo a< x< b. (f, > g,
vx e [a,b]).
y
y=7f(x)
//\\//
f(gf')
a ,gl‘/. b X
-&(#)
Ly
y=g(x)
—
AX;
El &rea del rectdngulo sombreado es:
86
|:f(“"l) B g(‘/):|AXi
El drea comprendida entre y=f e y= g, es:
n-1
A= lim 3 [ 1) =8 |
i=0
n-1 n-1
A =H|ITJOZf(Ei)AX, = lim > g, %
i=0 i=0
Es decir:
b b
A= L f(X)dx - L g(x)dx
b
A =j [f(x)—g(x)}dx
a
Ejemplo 103:

Determinar el area mostrada en la figura siguiente:



a:% b =4 X

Encontramos la ecuacién de la recta que pasa por Ay B .

Aoy ¥ P
y__: 16—/1
s <4>( g

El area pedida es:

Ejemplo 104

Hallar el area comprendida entre la recta que pasa por Ay By la curva y = X3, situada a la derecha
de x=x,y alaizquierda de x = x, .

87



c

La ecuacion de la recta que pasa por A, oy B, ,, es:

El area pedida es:

Noétese que el area pedidaes A = A, + A,
y

>




A=A +A+A

Como A, = A y A = A, se puede escribir A .= A, + A + A, que corresponde al area de un
cuadrado de 1 un. de lado.

A
1

w Ar =1(1)=1un’

3. AREA COMPRENDIDA ENTRE DOS CURVAS QUE SE CRUZAN

Sean y=f e y=g, dos funciones cuyas graficas se cruzan en el intervalo a < x < b.

Y

y= y=g(x)
e

W

7
Y
f

(x
A
y=7f(x) y=g(x)
w(‘;/} g( )

\LLL“> N ]| [P

89
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De acuerdo con el acépite anterior:

Con lo cual, el rea pedida es:

A=A +A,
b= s

Ejemplo 105:
Determinar el area de la regién acotada por larecta y= x— 1y por la curva y = (x— 1)3.

La regién cuya area se requiere calcular es:

El &rea pedida es:

1 2

AT=A1+A2=J'
0

[(x —1)3 -(x —1)}dx +J-

1

[(x=1)=(x -1 |ax

2

4 _[(X—l)“ _(X_ﬂ +[(x-1)2 _(x—l)‘ﬁ

4 2

Ar :(O—O—l+lj+(l—l—0+0j:0.5 un?
4 4



APUNTESDEESTUDIO 0

Ejemplo 106:

Encontrar el &rea de la region limitada por las curvas y=x*e y = 1Xcomprendida entre x = % y
xX=2.

El gréafico correspondiente es:

El area pedida es:

1M 5 2 5 1
Ar = Ayt Ay = [ [ x® o [ x2 = fax
% X 1 X
1

2
x3 x3
Ar = Inxf? + ?flnx
1A 1

Ar = O—l+ln2+L + §—In2—l+0
3 24 3 3

Ar = 47 un?
24

4. AREA DE REGIONES MEDIANTE INTEGRACION

En ciertos casos es conveniente considerar a los elementos diferenciales del area como franjas
horizontales de ancho dy, tal como se muestra a continuacion:

-&(¥) &)

91



ch . .

La franja horizontal, de ancho dy, tiene éarea:
dA = [&(y) - gz(y)Jd,V

Entonces, el area de la regién comprendida entre las curvas x = gl(y) y X = gz(y) es:
b b
A :.[ dA :.[ |:g1(y) —gz(y)}dy
a a

Ejemplo 107:
Determinar el area de la regién encerrada por la recta y = —xy la pardbola x = 2 — y2.

Se tiene que:

xX=2-y?
(y-01=~(x-2)
V(2,0)

92 d Ve

El area pedida es:
Y
[, ll2=57)-(s)]ar
Ya

Los puntos Ay B de interseccion de las dos curvas son A, )y B, ,,.

Es decir:




Ejemplo 108:
;Cual es el area de la region comprendida entre las paradbolas x = y?2 -4y x=8 - 2y??

Las parébolas se cortan cuando:

93

2
X=y2—4 x=8-2y

El area solicitada es:
2
A :J._Z[(S—Zyz)—(yz —4)]dy

A:fz(—3y2+12)dy

3 2
A=-y +12y| )

A=(-8+24)-(8-24)=32un’






VIII
APLICACIONES DE LA
INTEGRAL

En los casos en que se conoce la rapidez de variacién de una funcién y se requiere encontrar
dicha funcién, se debe emplear el Calculo Integral. Las aplicaciones pueden estar referidas a
situaciones de naturaleza geométrica, econémica, financiera, estadistica, fisica, biolégica, social,
entre otras.

1. PROBLEMAS GEOMETRICOS
, , d .
Conviene recordar que dada una funcion y=f , la derivada % representa la pendiente de la recta
Xp
tangente a la curva de ecuacion y = £ en el punto P de abscisa X,.

Ejemplo 109:

Encontrar la ecuacion de la familia de curvas cuya pendiente en un punto dado sea igual y de
signo contrario al triple de la abscisa en dicho punto. Determinar la curva de la familia que pasa

por el punto(l,%) )

Se tiene que @ =-3x
ax

El diferencial dy = (d—yjdx
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dy =-3xdx

J.dy = J. — 3xdx

Entonces:

Método I: Con la integral indefinida.

2
y ——3%+C
Como (1%) pertenece a la curva:
l:_—3(1)2+C = C=2
2 2

. o 3x?
La ecuacion de la curva de la familia que pasa por (1,%) esy = _T+2

Método II: Con la integral definida.

Como (1,%) pertenece a la curva, se tendra que:

X

dy = | — 3xdx

'—.~<

valor de y — A 1 « valor de x

X

g
%o 2h
De donde:
1 3 3
2l )Rl
y :_7)(2 +2
Ejemplo 110:

Determinar la ecuacién de una curva que pasa por el punto P (1,0), en el que la pendiente es
igual a 4, y que se cumple que y' = 6x — 8 en cualquiera de sus puntos.
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Se tiene que:
dy}
c{f
2 |
y'ud—{: ] D _6x_g
dx ax ax
El diferencial dy =2 o
ax
dy'=(6x - 8)adx
Entonces:

Idy':j(6x - 8)dx

Como en el punto P (1,0) se cumple que Z_y =4,
X

y X
dy':j(6x - 8)dx
valor dey' — 4 1 <« valor de x

y
y = 3x2 —8x|

4

X
1

De donde:
y-4=(3x2-8x)-(3(1) -8(1))

y':d—y:3x2—8x+9
dx

Por otro lado, si la curva pasa por P (1,0), se tendra que:

J.ydy :IX(EBXZ —-8x +9)dx
0 1

y
=x3-4x% +9x
0

X

y

Finalmente:
y—O:(x3—4x2+9x)—(1—4+9)
y=x3-4x>+9x -6

Ejemplo 111:

Encontrar la ecuacion de la familia de curvas ortogonales a la familia de parabolas y? = 2x + C.
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La familia de curvas ortogonales a una familia dada de curvas es aquella en la que cada una de
ellas corta en un angulo recto a cualquier curva de la familia dada.

. . . . d 1
La familia dada y? = 2x + C tiene una pendiente que se obtiene de 2yy' =2 — y'=d—§=7.

La familia de curvas ortogonales tendra pendiente:

dy

d—@y

Con lo cual:
dy —d—ydx = —ydx
ax
De donde:
d—y:dx
-y
7J.d—y:.[dx
y
—-Iny =x+C
Iny=-x-C
y=e*C=eCe*=Ce”

2. PROBLEMAS ECONOMICOS

Con frecuencia se conocen la utilidad marginal (UM), el ingreso marginal (IM) y el costo marginal
(CM). Se pueden encontrar las funciones U, /'y C a partir de:

U=I(UM)dq
= (m)dg
C:J'(CM)dq

Otra de las aplicaciones de la integral a este tipo de situaciones es la referida al calculo del
excedente de los productores y al de los consumidores.

Mayoritariamente, la cantidad total que los consumidores gastan en un articulo difiere de la
cantidad total que estarian dispuestos a gastar. A la diferencia entre esta Ultima cantidad y la
primera de ellas se le conoce como excedente de los consumidores y representa el ahorro total
de los consumidores.
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Asi pues, si p= f(q) es la funcion demanda del articulo y los consumidores adquieren g, articulos al
precio p, por unidad, el excedente de los consumidores esta representado por el area sombreada
en la figura siguiente, tal como se demostrara a continuacién:

El area sombreada se calcula como:
do
A= "l pooa
do do
A=\ f,da-| podq 99
o @ 0

do
A= fqda=po (90 - O]

do
A:IO fq)da — Podo
-

-
A1 Az

A=A - A,

En donde:

A, representa la cantidad total que los consumidores estaban dispuestos a pagar por adquirir g,
unidades.

A, representa la cantidad total que los consumidores han gastado.

Con lo cual:

B :fo [l = Po Jda
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De forma analoga, si p = g, es la funcion de oferta del articulo, el excedente de los productores
al vender g, articulos al precio p, por unidad es la ganancia total de los productores dado que p,
excede al precio al que estaban dispuestos a vender los articulos.

Es decir:

EP = quo[po - g(qﬂdq

Ejemplo 112:

Sea p=150-2qg-3¢? ddlares por unidad la funcién de demanda de los consumidores. Encontrar
el excedente de los consumidores si el precio de mercado se fijaen p, = 117.

La grafica de p = - 3¢?— 2qg + 150 es una parabola de eje vertical cuyo vértice se encuentra en:

V[—(—Z) 4(—3)(150)—(—2)2]

2(-8) 4(-3)
Es decir: vV 1 , 451
3 3
Encontremos el valor de g tal que p, = * 117.
117 =-3¢*-2g+ 150
3¢°+2q-33=0
3g+11)(g-3)=0—>9g=3

El grafico correspondiente con el excedente del consumidor (EC) se muestra a continuacion:



De donde:
3
EC = —3g% -2q +150)-117 |d
L [( q° -2q +150) } q
EC=—q%-¢°+ 33q|z
EC=(-27-9+99)-(0)=* 63
Ejemplo 113:

La ecuacién de demanda para un producto es p = 219y la ecuacion de oferta es p = 291, en
donde p es el precio por unidad (en cientos de délares) cuando g unidades se demandan o 101
se ofrecen. Encontrar el millar de unidades méas cercano al excedente de los productores bajo
equilibrio del mercado.

La grafica de las funciones dadas se muestra a continuacion:

El excedente de los productores bajo equilibrio del mercado se calcula como:

d0 . .
EP =J‘ [Po - 2‘7+1:|dq cientos de délares
0
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Encontremos el punto de equilibrio:

2ll-d0 _ 2%+l 511 —go =qp +1 - gy =5 unidades
Sigo=5->py = 21175 = 25 — 64 cientos de délares por unidad.
De donde:

5
EP :L [64-27"]dg

2q+1 5

EP =64q -
q In2

0
Ep=(320-0% ) [0- 2
In2 In2
62 . ,
EP =320 T2 =320 -89.45 =230.55 cientos de doblares
n

Vale decir EP = 23.055 dolares, que corresponde a 23 millones de ddlares como aproximacion.

3. PROBLEMAS FINANCIEROS

Dos aplicaciones de la integral a las finanzas estéan referidas al valor presente o futuro de un flujo
de ingresos y al monto de una anualidad, como se explica a continuacién.

El valor futuro total o acumulado de un flujo de ingresos de R, ddlares por afio al cabo de T afios,
que ganan intereses en una tasa r anual compuesta en forma continua, viene dado por:

-
AT —rt
A=e .[o R(t)e dt

El valor presente de un flujo de ingresos de R, ddlares por afio durante T afios, que ganan
intereses con una tasa anual r compuesta de forma continua, esté dado por:

7
_ —rt
VP = L R(t)e dt
Ejemplo 114:

Suponga que se espera que una inversion genere ingresos a razén de R, = 200,000 ddlares por
afio durante los préximos 5 afios. Encuentre el valor total acumulado de este flujo de ingresos al
cabo de 5 afios si se asume que los ingresos se reinvierten en una empresa que rinde intereses a
la tasa del 8% anual compuesta continuamente.
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Se tiene que: Rmz 200,000 délares
r=0.08
T=5 afos

Entonces:
5

A= ") [ 200,000 gt
0

5

4 = 200,0000040 | €2
20.08

0
4 ~200,000%4° [6,0,40 _eo}

0.08
A= 2,500,000[e°-4 - 1} -1,229,562 délares

Una anualidad es una serie de pagos P durante T afios. Si se considera que se efectlian m pagos
por afio y que la tasa de interés compuesta en forma continua es ranual, el monto de la anualidad
(A, suma de los pagos mas los intereses generados) se calcula con la férmula del valor futuro total,
asumiendo un flujo constante de R, = mP ddlares por afio. Asi pues:

;
A= e’TI mPe " dt
0

.
A=mPe" [__en ]
p

0

—rt 0
e e

A=mpPe"| - =— 4+
r r

Con lo cual:

Ejemplo 115:

Si usted depositara US$ 200 cada 2 meses en una cuenta de ahorros que paga 10% por afio, con
interés compuesto en forma continua, estime la cantidad que tendra acumulada en su cuenta al
cabo de 12 afios.

De acuerdo con la formula de la anualidad:

P =200 dblares
T=12 afos
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r=0.10 anual
m = 6 pagos por afio
Se tiene que:

A=%27841.40

4. PROBLEMAS ESTADISTICOS

La aplicacién mas frecuente de las integrales en la Estadistica es el calculo de las probabilidades
de las variables aleatorias continuas, a partir de sus funciones de densidad de probabilidad.

Sea x una variable aleatoria continua (por ejemplo, x puede representar el tiempo de espera en un
paradero de 6mnibus), si la funcion de densidad de probabilidad es £, la probabilidad de que x
esté comprendida entre los valores ay b viene dada por:

b
P(asxsb) = J.a f(x)dx

Asi pues, en el caso de que x sea el tiempo de espera en el paradero, Pioos) representa la
104 probabilidad de que el tiempo de espera en el paradero esté comprendido entre 2"y 5'.

Ejemplo 116:

Se aplica un examen de 4 horas de duracién a todos los candidatos a vendedores en una cadena
minorista. Se ha encontrado que el tiempo x en horas necesario para rendir el examen es aleatorio
y tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por:

_80-x°
() = 256
a) Comprobar que el area bajo la grafica de £ es 1.

b) Encontrar la probabilidad de que terminen de rendir la prueba en un tiempo comprendido
entre 1y 4 horas.

, , 80 - x* ,
a) El érea bajo la curva de ecuacién f(X) = %mg comprendida entre x=0y x=4 es:
4
4 _ 3 4
A:I 80-x" L lgox X
o 256 256 4 0

1 3 1
A =E[80(4)—4 —o} ZE[Z%J =1
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Es decir, la probabilidad de que los candidatos demoren entre O y 4 horas en rendir el examen
es 100%.

b) Se pide:
4 4 80_X3
Fersa) :L fl :L [ 256 ]dx
4 4
p-_Lt lgox-X_| -1 (320-64-80+~
256 4 ) " 256 4
P =—1 (176.25)=0.6885 - 68.85%
256
Ejemplo 117:

En cierta ciudad, la funcién de densidad de probabilidad para que la duracién de una llamada
telefénica seleccionada al azar sea x minutos es:
lef% x>0
f =13
0 x<o0
105

Encontrar la probabilidad de que la duracién de una llamada escogida al azar:

a) esté entre 1y 2 minutos.
b) sea b minutos cuando menos.

a) Se pide:
Flisx<z) = 12%87%(])( = 7.'-126,% [7%dxj
Pasxsz) = e j - 751e/5-0.203
b) Se pide:
'D(5£X<oc) = gm J.:%e_édx
P(5SX<00) = —gij;‘oe_é :

b,
e’/3

S T



APLICACIONES DE LA INTEGRAL

_y 1
Peovny=—|0-¢ 3)=—:0.188
(5x<=) ( 5

5. PROBLEMAS SOCIALES

Si se conoce la rapidez de crecimiento poblacional, es posible estimar el tamafio futuro de la
poblacién.

lgualmente, a partir de la velocidad a la que se propaga determinado rumor, se puede aproximar
cuantas personas se han enterado del mismo en determinado momento. O, a partir de la rapidez
de expansién de un virus, es posible estimar el porcentaje de personas infectadas.

Ejemplo 118:

. .z . . z z 2
Se estima que dentro de f meses la poblacion de cierta ciudad creceréa a razén de 8t +9t/3 personas
por mes. Si la poblacion actual es 20,000, ;cual seré la poblaciéon dentro de 27 meses?

Sea P, la poblacion al cabo de t meses, entonces:

2
£:81‘+9z‘/3

106
Entonces:

dP =% dt = (81‘ +9t%]dt

Integremos con limites definidos:
Ry
J' Y gp - J' (8t+9t/3j
20,000

t
Py ~20,000 = [41‘2 + 9—]

%

Py = =20,000 + 4t? + 257/

Cuando t= 27:

2 27
Play) = 20,000+ 4(27) + 5(@)

P(27) =20,000+2,916 +1,312 = 24,228 personas
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Ejemplo 119:

Una comunidad de A personas es susceptible de contagiarse de cierto virus, el cual se propaga con
una rapidez que es conjuntamente proporcional al nimero de personas que han contraido dicho
virus y al nimero de ellas que altin no lo han contraido. EI 10% de A tenia el virus inicialmente
y 3 semanas después, el 25% de A se habia infectado. ;Qué porcentaje de A se habra infectado
después de 3 semanas mas?

Sea N, el nimero de personas que han contraido el virus en el tiempo . Se cumple que:

an

o =KN(A-N)

De donde:
anN :%-dt =KN(A-N)dt

N(,(Z\/YN) :Kdtj.[N(j\miN) :.[Kdt

Por fracciones parciales:

N(A-N)

/o A
N
Entonces:

j dN :l dN JKdt
N(A—N) Al'N A A N
Como N =0.10A para t=0:

N N
1 aN 1 _KJ' dt
Aloia N A OlAN A

A A N
ZInN|  -=In(N-A) = Kt
A 0.1A 0.1A 0
1| L_imu:/((t_o)
A 1A A —0.94
lm V0,14 = Kt
(N - A/

0.9A

l| _9_N:Kt _9_N:eAKf (1)

A N-A N-A

107
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Célculo de K:

Cuando t=3, N=0.25A; en (1):

-9(0.25A) _T225A 4 AK)3 2)
0.25A-A -0.75A
Cuandot=6, N= A(G); en (1):
_9N(6) _ Ak _ [eA(K)3T (3)
N, -A
(6)
(2) en (3):
-9N
(6) _(2)2 _
T =(3)" = Ny =N~ A
(6)
De donde:
2N(6) = A
108 N AL 50% de A
(6) = T OV de

6. PROBLEMAS BIOLOGICOS

Es posible describir el crecimiento de una colonia de bacterias si se sabe que la razén de
crecimiento de las mismas es proporcional al nimero de bacterias en cada momento.

En ese caso se encuentra la ley de crecimiento exponencial. A saber, si Q, es la cantidad de
bacterias en el tiempo ty Q, es la cantidad inicial de bacterias, se debe cumplir que:

=KQ  (K>0)
De donde:

aq =£-dt = KQdt
dt

Q t
ﬂ:Kdt:J. mﬂ:j Kdt
Q @ Q 0

InQ|ZS) ~ K|

|nQ(t) —InQO = K(t —O)



Q
- — Kkt = @, =Que"
Q (t)

Ejemplo 120:

Los siguientes datos los recolecté un investigador durante los 10 primeros minutos de un
experimento.

Tiempo 0 10’
NUmero de bacterias 5,000 8,000

Asuma que el nimero de bacterias crece exponencialmente y encuentre cuantas bacterias habra
al cabo de 30 minutos.

De acuerdo con Q

= Qe y con los datos dados:

Q(w) = 5,000e'* = 8,000 (1)
Q(30) = 5,000e%°¢ ...(2)

De (1):
109
Q10K _ 8,000

= =16
5,000

En (2):

Qso) = 5,000(e'%" )3

3
0(30) =5, 000(1.6)
0(30) = 20,480 bacterias

Se corrobora que el crecimiento exponencial implica que, para intervalos iguales, el porcentaje
de variacién es el mismo. Asi pues:

Qi) =5000 bacterias
Q) =5000x1.6 = 8,000 bacterias

0(20) =8,000x1.6=12,800 bacterias
0(30) =12,800x 1.6 = 20,480 bacterias



Ejemplo 121:

Los registros de salud publica indican que la velocidad de crecimiento del nimero de organismos
al cabo de t minutos viene dada por:

e 12 miles de organismos

80(76)(1.2
(76)( )(4+76e—1.2t)2 minuto

Encontrar el nimero de organismos al cabo de 2 minutos si habfa 1,000 organismos inicialmente.

Se tiene que:
aq -1.2t
) _go(76)(1.2)————
at (4+76e12)
e—1.2t
dQ,) =80(76)(1.2) —————dt

(4 + 76612 )2

Integrando con limites definidos:

Q t -1.2t
110 j Y aq, :J' 80(76)(1.2)———dt
1 0 (4+76e7%)
t
80
W=7,
80 80
Q=1+ -
®) (4+76e-1-2f 4+76e°]
De donde:
80 80
Q=1+ -1=
(t) 4176712 4+ 76712
Con lo cual:
Q, =—2% 7343 miles d i
(2) = s 766_1.2(2) =/. miles de organismaos

7. PROBLEMAS FisICOS

Estan referidos a un sinnimero de situaciones relacionadas con la distancia, velocidad,
aceleracién, masa, centro de masa, trabajo, presion, temperatura, entre otros.
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Ejemplo 122:

Una particula se mueve a lo largo de una linea recta de tal forma que la velocidad v (metros/
segundo) a los t segundos es:

_ t+3
t2+3t+2

Calcule la distancia recorrida por la particula a partir del tiempo en que t = 0 hasta cuando t= 2.

La distancia recorrida se calcula como:

at

2 2 2
d:J‘ vt = t+3 _J‘ t+3
0

0t2+3t+2 Jo (t+1)(t+2)

Es decir:

2 2
d= idt—j 1dt

ot+1 ot+2
d :2In(t+1)|(2)—|n(t+2)|z
111
d :2In§flni
1 2

d :2|n3—|n2:|n2
2

La distancia recorrida en los 2 primeros segundos es 1.504 metros.

Ejemplo 123:

La medida de la densidad lineal en cualquier punto de una barra de 6 metros de largo varia de
forma directamente proporcional a la distancia del punto a un punto externo en la linea de la barra
situado a 4 metros de un extremo, en donde la densidad es 3 kg/m. Encontrar la masa total de la
barra dada y la ubicacién del centro de masa.

Cologuemos la barra lineal seglin se muestra en la figura:

Y

P
o x 6 10




APLICACIONES DE LA INTEGRAL

La densidad lineal p , del punto P que esta situado a una distancia x del origen es:
p(X) :K(].O_X)
La densidad lineal del punto Q es 3 kg/m, entonces:

3
p(s):K(IO—G):4K:3:>K:Z

3
Si la densidad lineal es Plx) =Z(1O —X), la masa es:

M= IOBp(X) :%J'OG(IO—x)dx

6

2
m=3|10x -2
4 2

0

3

M =Z(60—18—O): 31.5kg.

112 El centro de masa se encuentra a X, del origen Oy se lo calcula como:

6 3 6
.[o X Py X Z,[o x (10— x)dx
X - -

=ﬁ%W

Es decir:

Xy =—0=%[180—72—O] =2.57 metros



IX , )
INTEGRACION NUMERICA

b
1. REGLAS PARA APROXIMAR EL VALOR DE I oy

b b

En el capitulo V se indicé que de acuerdo con el Teorema Fundamental del Célculo,J

T =&
siendo g, una antiderivada o primitiva de f . ¢

1
a
Sin embargo, ;qué sucederia si no fuera posible encontrar la antiderivada de f,? (Por ejemplo,

2
trate de calcular J-\/x4 +1dx o J-e Xé dx). Al no ser posible determinar J.f(x) dx , no se podra

b
encontrar el valor de la integral definidaj f(x)dx de acuerdo con el Teorema Fundamental del
Calculo. a

En el capitulo VII se sefald que la integraILbf(X)dx corresponde al area bajo la curva y = f
comprendida entre las rectas x = ay x = b, siendo f(X) >0, Vx e [a,b]. Por lo tanto, bastara con
dar un valor aproximado del area, mediante métodos numéricos.

Los métodos mas utilizados para la integracién numérica son:

e |aregla del punto medio

e |aregla del trapecio
e |aregla de Simpson
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b
En los tres métodos, si se trata de evaluarj f(X)dx, se debe descomponer la regién limitada por
a

la grafica de y= £, el eje xy las rectas y = ae y = ben “n"” franjas verticales, como se muestra
a continuacion, de preferencia de ancho constante. Asi pues:
y

V=1

—a
n

b—-a=nAx = Ax =

1.1 REGLA DEL PUNTO MEDIO b-a
114  Dividamos la region correspondiente en “n” franjas verticales de ancho constante AX =Ty

ubiquemos el punto medio ¢, de cada franja.

Y

La figura anterior es similar a la mostrada en el capitulo VII. EI &rea del elemento diferencial
rectangular es f_ Ax aproximadamente. Con lo cual:

ci)

n-1

A= Zf(cf)AX

i=0
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De donde:

Ejemplo 124

9

Encontrar I x2dx con la regla del punto medio. Asuma 12 franjas verticales.

3

Se tiene que:
9 a=3
J. x2dx b=9
: n=12
i =%
m=b=2_9-3 o5
n 12
X/ Ci f(cD
x,=3.0
¢, =3.25 10.5625
x,=3.5
¢, =3.75 14.0625
x,=4.0
c,=4.25 18.0625
X, =4.5
c,=4.75 22.5625
x,=5.0
¢, =525 27.5625
X;=5.5
¢, =5.75 33.0625
X, =6.0
¢, =6.25 39.0625
X, =6.5
c,=6.75 45.5625
X, =7.0
c,=7.25 52.5625
X,=7.5
c,=7.75 60.0625
X, =8.0
¢,,=8.25 68.0625
x,=8.5
¢, =875 76.5625
x,=9.0

115
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Con lo cual:

9
24y ~
L X°dx =~ f(CO)Ax +f(cl)Ax +...+f(

9 11
.[ x2dXzAxE f(c)
3 ‘ /

i=0

9
I x%dx ~ 0.5[467.75] = 233.875
3

)Ax

C1

El valor exacto de la integral es:

9
X3

3

22_2:234
3 3

3

1.2 REGLA DEL TRAPECIO
En lugar de considerar un elemento diferencial rectangular, como en la regla anterior, asumamos
un elemento diferencial trapezoidal como el que se muestra a continuacion.

¥

116

Xo=a _
0 Xi Xin Xp1 X =D

Se cumple que el area aproximada de dicho elemento es:

(1) * o) ™
2

Con lo cual, el area total aproximada sera:

Azlij{(xo)-'—)c(xl) +f(X1)+f(X2) +f(X2)+f(X3) +m+f(Xn71)+f(Xn) Ax
2 2 2 2
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De donde:
. f(Xo) + 2f(x1) + 27‘(;(2) +.o+ 2f(XM) + f(X ) Ax
2
f, f, n-l
| (x0) " (xn)
A ~[ > + f(xf)]Ax
i=1
Finalmente:
b fy+f U
.| a) ()
J, ot [ ) +Zf<x,>]m
i=1
Ejemplo 125:
-2
Aproximar el valor dej d—X con laregla del trapecio. Considere 12 intervalos de ancho constante.
8 X
Se tiene:
2(1 a=-8 1 b
J' (—jdx -2 fy = Ax = ;a=05
8\ X R X
i Xi f(x/)
0 -8.0 -0.12500
1 -7.5 -0.13333
2 -7.0 -0.14286
3 -6.5 -0.15385
4 -6.0 -0.16666
5 -5.5 -0.18182
6 -5.0 -0.20000
7 -4.5 -0.22222
8 -4.0 -0.25000
9 -3.5 -0.28571
10 -3.0 -0.33333
11 -2.5 -0.40000
12 -2.0 -0.50000
De donde:

8 X (xi)

J‘Zd_xz{—f(s) +f(72) + 3 f ]Ax
2
i-1

117
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-2
I . [-0.3125+(-2.46978)]0.5 = -1.39114
8 X

El valor exacto de la integral es:
2 dx -2
—=In|x|| =In2-In8=In2-3In2=-2In2 =-1.38629
8 X -8
1.3 REGLA DE SIMPSON

En el subacapite anterior se analiz6 la regla del trapecio, la cual aproxima los tramos cortos de la
grafica de la curva y = f, mediante segmentos de recta.

¥

X

Xi Xis1 i+2 X3

Un método que proporciona una mejor estimacién de la integral definida es la regla de Simpson,
la cual considera un polinomio de orden superior que pasa por los puntos A (x, y), B(x,, ,, ¥, )

y C(Xi+2’ y¢+2)'

Consideremos en primer lugar un polinomio de grado 2 que corresponde a la ecuacién de una
parabola, y en segundo lugar un polinomio de Lagrange de segundo orden.

1.3.1 Polinomio cuadratico
Analicemos una subregion cualquiera de ancho 2h'y consideremos la funcién cuadratica y = g, =
ax® + bx + ¢ que pasa por los puntos A, By C que pertenecen a la funcién y = f, .

y=g(x)=ax2+bx+c

\K =1y
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El area de la subregion mostrada comprendida entre el arco de la parabola, el eje x y las rectas
vértices x = h A x= h, viene dada por:

h heo ax® b2 h
Ax thg(x)dx = th(ax + bx +c)dx :T+T+CX

-h
De donde:
A zlah3 +lbh2 +ch- —lah3 +lbh2 —ch
3 2 3 2

2.3 _h 2
AxZah +20h_§[2ah +6c} (@)

Comparemos el grafico anterior con el de una subregién genérica:

Y y:g(x):a)(2+bx+c

Y= g(,ﬁ)
Yiv1 = 8(0)
Yiva = 8(n)

119

Se desprende que:
Vi =8 =8 n =a(-h) +b(-h)+c=ah?~bh+c.. (1)
Yin=&(x.,) = 80) = a(0)2 +b(0)+c=c . (2)

Vie2 =8, =8 =a(h) +b(h)+c=an?+bh+c..(3)

Del+3:
Vi + V.o =2ah® +2c .. (4)

De (a):

Az%[2ah2+6c}:%[(2ah2+20)+4cJ .. B
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(2)y (4) en (B):
A= %[}’/ + Yot 4)’/+1]
Con lo cual, el area de la subregién genérica de ancho 2h es:
A~ %[J’f +4yia+ Y]

Si tenemos en cuenta que el area de toda la regién ha sido dividida en n subintervalos de ancho
2h constante, encontraremos la férmula siguiente:

¥
¥y =7
}’Q———’i ' /1. par
g Xy X Koz b X
120 i ”
h
A zg[(yo + Ay + Yo )+ (Vo +8Y3+Ya)+ ot (Voko + BYora + You ) ¥t (Vo2 +4Y0a +yn)J
h
Azg[yo+4(y1+y3+y5+...+yn71)+2(y2+y4+y6+...+yn72)+yn]
0 mejor:
b A n2 %
o™ =3 L +4Zy2k 1+2ZJ’2k 2t Yo
Yizquierdo k=1 k=2 Yderecho
Yimpares Y pares

1.3.2 Polinomio de Lagrange de 2° orden
Analicemos una subregién cualquiera de ancho 2h y consideremos el polinomio de Lagrange g,
que cumpla con:

8o =T Eom = f(xm) Y 8y =Ty



De donde:

o) frm) fi)
8 =5z (X = Xm)(x -b) - p (X—a)(X—b)+§(x—a)(x—xm) 121
Con lo cual:
b
A z‘[ g(x)dx

2f, b fo) °
) j (x —a)(x - b)ax +%J' (x-a)(x-xp)dx ...(B)

h I /3

Las integrales de /,, /,e /, corresponden a una integral semejante a:
/ :I(x —p)(x—q)dx

Integrando por partes:
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De donde:

Anélogamente:

Del mismo modo:




fa) 2n® "(Xm)[—4h3J Te) 2n®
R——— = +——=
on2 3

Si se tuviera en cuenta el area de toda la regién que ha sido dividida en n subdivisiones de ancho
2h constante, Ilegaremos a la férmula siguiente:

0 u
A= 3 f(XO) * 4; f(XZk—l) * 2; f(sz—z) * f("n)

Es decir: 123

jf %[ 0+ ) * Ty o+ T 2 o) * )+ T

Ejemplo 126:

da
Hacer un valor aproximado de J‘

(ax3 +2a3x)dx con la regla de Simpson. Considere n=12.
a

Se tiene que:
4a Xo =4
J. (ax3 + 2a3x)dx X, =4a
? ” Xip — X
fx) Ax =270 — .25

12
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! Xi f(x,)

0 a 3a

1 1.25a 4.4531254"
2 1.5a 6.375a*

3 1.75a 8.8593754"
4 2a 124"

5 2.25a 15.8906254"
6 2.5a 20.625a*

7 2.75a 26.296875a"
8 3a 33a*

9 3.2ba 40.828125a*
10 3.ba 49.875a"
11 3.7ba 60.234375a*
12 4a 72a"

De donde:

" ax3 + 28 ) ax = 2252 ¢ 426 f 226 f f
J. (ax ted X) X = 3 (Xo)+ - (X2k—l)+ (X2k72)+ (x12)
k=

a k=2

124

jAa(aﬁ +22%)dx ~ @[3;# +4(149.06252%) + 2(129.375a* ) + 72a4]

a

J'Aa(axf*J + 2a3x)dx ~ 1"”—2[930514} =77.50a°

a

El valor exacto de la integral es:

=7 (256a%) + a*(16a%) - £ (a*) - a* (a*) = 78.752°

Ejemplo 127:

4 dx b=4
J.ox2+4 n=10

n 10
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Regla del punto medio:

Ci Xi f(c,)
X,=0

¢, =02 fon = 0.247525
x, =0.4

¢, =0.6 fog = 0.229358
x,=0.8

c,=1.0 f1 4 = 0.200000
X, =12

c,=1.4 f=0.167785
x,=1.6

c,=18 fg =0.138122
x,=2.0

¢, =22 for =0.113122
X, =2.4

c,=2.6 foe = 0.092937
x,=2.8

c,=3.0 ., =0.076923

(3.0)

% =32 125
¢, =34 | f,,=0364267

¢,=3.8 | f,,=0.054230

La suma de Riemann es:
[f(o.z) + 1‘(0‘6) +.+ f(3.4) + f(a.s)] -Ax

Es decir: 1.384269 (0.4) = 0.553708

Regla del trapecio:

n=10
Ax=0.4
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Xi f(x,J
a=x,=0 | f,,=0.250000
x, =0.4 f o = 0.240385
x,= 0.4 fos = 0.215517
x,=0.4 f,, = 0.183824
x,=0.4 fle=0.152439
x,=0.4 f,0 = 0.125000
x,=0.4 f,, = 0.102459
X, =0.4 f, e = 0.084459
X, = 0.4 f,, = 0.070225
X, = 0.4 e = 0.058962
b=x,=4.0 | f,,=0.050000

El valor aproximado de la integral es:

[ B

{M+ 1.233270}(0.4)

Es decir: 1.38327 (0.4) = 0.553308

Regla de Simpson:

a=xy=0
b=x,=4
n=10
ax=2=2_4-0 o4
n 10
Se tiene que:
4 dx AX > >
L x2+4 3 [QXO)+4;QX2k T ;f(xzk 2) " (x0)
Como:
5
fXZk ) +f( )t f(x5) + f(X7) + f(X9) =0.692630
k=1
5
fXZk ) +f( ot f(x6) + f(X8) =0.540640
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Entonces:
J‘“ dx 04
0 x°+4

4
J'_Zd" z%[4.1518]20.553573
ox“+4 3

Calculemos el valor de la integral:

4 dx 1 x|"
——— =arctan—
ox“+4 2 2|y

El resultado es %arctanZ =0.553574358.

La tabla siguiente muestra los resultados obtenidos:

T[0.25 +4(0.692630) + 2(0.540640) + 0.05 |

= %[aretanZ —arctanO |

Regla del punto medio  0.553708
Regla del trapecio 0.553308
Regla de Simpson 0.553573
J‘4 dx
0o x2+4 0.553574
Ejemplo 128:
a=-4
. b=4
j 1+ x%dx n=8
-4
— 4-(-4
ax=b=2_ (=4) =1
n 8
Regla del punto medio:
Xi Ci f(c,‘)
-4 -3.5 3.640055
-3 -2.5 2.692582
-2 -1.5 1.802776
-1 -0.5 1.118034

0 0.5 1.118034
1 1.5 1.802776
2 2.5 2.692582
3 3.5 3.640055
4

0 NO O wWwN R~ O~

127



128

INTEGRACION NUMERICA

La suma de Riemann es:

7
ZO:f(”/ /Ax = (18.506894) (1) = 18.506894
=

Regla del trapecio:

4
I 1+ x%dx n=8
4

Ax =10
i Xi fop
0 -4 4.123106
1 -3 3.162278
2 -2 2.236068
3 -1 1.414214
4 0 1.000000
5 1 1.414214
6 2 2.236068
7 3 3.162278
8 4 4.123106

El valor aproximado de la integral es:

fray+fy U
[%+ 3 f“*“}“
k=1
[4.123106 +14.62512](1)
Es decir: 18.748226

Regla de Simpson:

a=xqg=-4
4 — oy —
[ e 0rn
-4 n=8
- 4-(-4
b2 A0,
n 8

Se tiene que:
4

4 4
[ 2 AX
J:4 1+x%dx ~ ?{f(m) + 4; f(XZk—l) + 22 f(XZk—Z) + f(XB)

k=2
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4
j V1+x2ax ~ %[4.123106 +4(9.152984) +2(5.472136) + 4.123106 |
-4

4
I V1+x%dx ~ %[55.80242] =18.600810
-4

Calculamos el valor de la integral:

I:de :%[xmﬂn(x +Wﬂ

4
-4

f 1+ x2ax :%[4Jﬁ+|n(4+ﬁ)+4\/ﬁ—|n(—4+Jﬁ)}

4
J' 1+ x2dx = 16.492423 + 2'094713;2'094713 ~18.587136
4

Comparemos los resultados obtenidos:

Regla del punto medio 18.506894
Regla del trapecio 18.748226
Regla de Simpson 18.600810

129

4
J' 1+ x2dx 18.587136
4

Ejemplo 129:

10
'[ X In xdx n=28
2
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Regla del punto medio:

La suma de Riemann es:

Regla del trapecio:

i

Xi Ci f(ci)

X =2

c,=2.5 f(2.5) =2.290727
X =3

¢, =35 f(3_5) =4.384670
X =4

c,=4.5 f(4_5) =6.768348
X, =5

c,=5.5 f(5_5)=9.376115
X,=6

c,=6.5 f(6.5)= 12.166714
X =7

c,=7.5 f(7,5):15'111773
X =8

¢, =8.5 f(8_5) = 18.190562
X, =9

c,=9.5 f(9_5) =21.387272
X, =10

8
=1

(

Cl.5+i

/Ax =(89.676181)(1) = 89.676181

10

—_—

2

X Inxdx

x

n=8
Ax =1

foo

0

0 NO O~ W N~ O

O 00 N O OB W N

—
o

1.386294
3.295837
5.545178
8.047189
10.750557
13.621371
16.635532
19.775021
23.025851
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El valor aproximado de la integral es:

[12.206072 + 77.670685] (1) = 89.876757

Regla de Simpson:

a=2=Xxg
10 b=10=xg
I X Inxdx
2 n=8
Ax =1
Se tiene que:
10 AX 4 4
J.z xInxdx ~ ?{f(xo) * 4;"()(2/(71) * 2;"(’(2;(72) )
Es decir:
10
J' xinxdy ~ 2-[1.386294 + 4(44.739418) + 2(32.931267) + 23.025851] 131
2

10
J' xInxax ~ %(269.232330) - 89.744110
2

Calculemos el valor de la integral:

10
J X In xdx
2
X2
u=Inx vV =—
2
N T
du=d—X dv = xdx
X
Entonces:
10 10
10 2
j xlnxdx:x—lnx —Iidx
2 2 2
2 2

10
I xn xdx =50In10—2|n2—%(100—4)
2
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10
I XxInxdx =115.129255-1.386294 — 24 = 89.742961
2

Comparemos los resultados anteriores:

Regla del punto medio 89.676181
Regla del trapecio 89.876757
Regla de Simpson 89.744110
10
L X Inxdx 89.742961
Ejemplo 130:
a=2
5 X =5
I e_dX n=12
° ax=02=2.5-2_ 455
n 12
Regla del punto medio:
132 Ci fe
X, =0
c,=2.125 3.940187
X =225
¢, =2.375 4.526742
X,=2.50
c,=2.625 5.258885
X,=2.75
c,=2.875 6.165365
X,=3.00
c,=3.125 7.283166
X, =3.25
¢, =3.375 8.659047
X, =3.50
¢, =3.625 10.351648
X,=3.75
c,=3.875 12.434245
X, =4.00
c,=4.125 14.998257
X,=4.25
c,=4.375 18.157678




X, = 4.50
¢,, = 4.625 22.054654
X, = 4.75
¢, = 4.875 26.866493
X,, = 5.00

La suma de Riemann es:
11
2 f(c,.) CAX = (140.69636)(0.25) =35.174090
1=

Regla del trapecio:

n=12

Ax =0.25
i Xi foo
0 2.00 3.694528
1 2.25 4.216771
2 2.50 4.872998
3 2.75 5.688230
4 3.00 6.695179
5 3.25 7.935489
6 3.50 9.461558
7 3.75 11.338955
8 4.00 13.649538
9 4.25 16.495391
10 4.50 20.003807
11 4.75 24.333534
12 5.00 29.682632

El valor aproximado de la integral es:
o+ 11
270
5 fl2v0.25K) | AX
k=1

[16.68858 + 124.69144] (0.25)

Es decir: 141.38002 (0.25) = 35.345005

133
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Regla de Simpson:

a=xy=2
b=x,=5
n=12
ax=222_2-2_4 05
n 12
Se tiene que:
5e* AX . .
L de 73 [f(xo) +4;f("2k T ;f()@k 2)
Como:
6
D gy ) = 70.00837
k-1
6
> 54.68308
k-
k=2
Entonces:

2 X

Comparemos los resultados:

5¢¥ 025
[ =~ dx ~ ==[3.694528 + 4(70.00837) + 2(54.68308) + 29.682632]

5
j LA z%[422 77679]=35.231396

Regla del punto medio 35.174090
Regla del trapecio 35.345005
Regla de Simpson 35.231396
Ejemplo 131:
v .
a= 7 radianes = 45°
7, 5
I sen xdx b=2% radianes = 75°
A 12
n=15
ax=b-a _75°-4% .,
n 15
Ax =2°x M =" radianes

180° 90
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Regla del punto medio:
X; Ci f(c,)
45° 46° 0.719340
47° 48° 0.743145
49° 50° 0.766044
b1° 52° 0.788011
53° b4° 0.809017
b55° 56° 0.829038
57° 58° 0.848048
59° 60° 0.866025
61° 62° 0.882948
63° 64° 0.898794
10 65° 66° 0.913545
11 67° 68° 0.927184
12 69° 70° 0.939693
13 71° 72° 0.951057
14 73° 74° 0.961262
15 75°

O ONOOP WN - O|~

La suma de Riemann es:

14
> f.,)Ax =(12.843151)(z/90) = 0.4483105 135
i=0
Regla del trapecio:
I5%2 n=15
sen xdx

T .
b Ax =2° =— radianes
a 90

Xi f(x,ﬂ)
45° 0.707107
47° 0.731354
49° 0.754709
51° 0.777146
53° 0.798636
55° 0.819152
57° 0.838671
59° 0.857167
61° 0.874620
63° 0.891007
10 65° 0.906308
11 67° 0.920505
12 69° 0.933580
13 71° 0.945519
14 73° 0.956305
15 75° 0.965926

OO NOOPSd WN - O~
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El valor aproximado de la integral es:

flass) 75 <=
% + z flasesan) |AX

k=1
[0.836517 +12.004679]| —
90
Es decir:

(12.841196)% =0.448242

Regla de Simpson:

a=Xxqg=45°
57, °
J. 2 sen xdx b=x5=75
z n=15
AX = M =2°="_ radianes
15 90
Se tiene que:
136
T2 comnax =[5 calt oy f olf ot f f
L4 senxax ~?[ (x0) { () Flg) Fo F (xm} * {(w) o) Tt (xM)} * (xls)}
Es decir:
57/ by
12
J:% sen xdx ~ _/go |:f(45°) + 4{7‘(470) + )‘(510) T f(71°)} + 2{7‘(490) + 1‘(530) ot 1‘(730)} + 7‘(750)}
4
e P
senxdx = _[0.707107 + 4(5.941850) + 2(6.062829) + O.965926J
A 270
74, z
[ senxdr ~ 57 (37.566091) - 0.437101
A 270
Calculemos el valor de la integral:
57, 5%2
I Kzsenxdx =—C0S X =—c0s75°+cos45°
Z %

57,
J'/%Z senxdx =-0.258819 +0.707107 = 0.448288
T
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Comparemos los resultados obtenidos:

Regla del punto medio 0.4483105
Regla del trapecio 0.448242
Regla de Simpson 0.437101
742
j sen xdx 0.448288
4

Ejemplo 132:

La distribucién normal o curva normal se define como sigue:

()~ oN2r

en donde u y o son constantes arbitrarias, y constituye uno de los ejemplos mas importantes de
una distribucion de probabilidad continua. La grafica de 7, parau =0y o= 1 es:

T
XZ
fy= L e 2
(oI 137
“Campana de Gauss”
Al A
A A
-2 -1 0 1 2 X

En las tablas de las areas de la curva normal estandar de los libros de Estadistica figuran los
siguientes resultados:

A =0.3413y A +A,=0.4772

Emplee métodos numéricos para determinar A, y A, + A,.

2

2
1 X X
Se tiene que f,) = —==¢ 2 - Fio) = \2r fy =€ 2

N

Apliquemos el método del trapecio para encontrar A, y el método de Simpson para encontrar A,
+ A,
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i Xi f(x,v)

0 0 1.000000

1 0.25 0.969233

2 0.50 0.882496

3 0.75 0.754840

4 1.00 0.606531

5 1.25 0.457834

6 1.50 0.324652

7 1.75 0.216265

8 2.00 0.135335

De acuerdo con la regla del trapecio:
2 -
1 -Xé Fio\+F
_['e R R COREN) 1-0
el R e e R YRR 5} |
2
1 *XA
e 1 (1) 1.606531
A = dx = — +2.606569
Nt }

138 1

a2rx

A ~ (3.4098345) = 0.340082

Segln la regla de Simpson:

2 i
A, = Jj%dx . %(%j%[%) N 4[/—'(X1) )+ ] N 2[F(X2) +F* ] ; F(XSJ

1
12V27x

A, =

[1.00 +4(2.398172) +2(1.813679) + 0.135335 |

1
1227

A, (14.355373) =0.47725
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INTEGRALES DOBLES

1. INTEGRALES DOBLES

Sea F(X’y)

Se forma la suma:

¥

Ya

Ye

una funcién definida en una region cerrada R del plano XOY. Se subdivide R en n
regiones AR, de area AA, , K=1, 2, ..., n. Consideremos («,, ,), un punto cualquiera de AR,.

-

(e B )

=
o

AA

139
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n
Consideremos JTLZF(HK ) Ak de modo que la maxima dimension lineal de cada AR, tiende
K=
a 0. Si dicho limite existe, lo denotaremos por ”F(X'y)dA y lo denominaremos integral doble de
R

F(X'y) sobre la region R.

2. INTEGRALES REITERADAS

Si asumimos que el elemento diferencial de area AA, es un cuadrado de lados dxy dy, paralelos
a los ejes coordenados, entonces la integral doble sera:

” Fiy iy
R

Vale decir:

X=Xp J’:fz(x)

I J. F(X'y)dy ax o)

X=Xa y:fl(x)
- °
seasume que "x "
es constante

140

y=yq |*782(y)

.[ J. F(ny)dx dy

y=ye | x=81(y)

se asume que"y "
es constante

Lo que implica que una integral doble se puede calcular expresandola como dos integrales
simples reiteradas.

Ejemplo 133:
Encontrar .”xydxdy, siendo R la regiéon mostrada:
R

y
41
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La recta que pasa por Ay B tiene ecuacion y—4 =1 (x - 6)
y="~f,=x-2

Entonces:
x varia desde 2 hasta 6.
yvaria desde y =0 hasta y = x- 2.

6 x-2
.”. xydxdy = J- J. ydy | xdx
2|Jo
R
6,2
.” xydxdy = J A
2 2
R
6

1 x* ax® 5
xydxdy = —| — - ——+2x
J;J.y Y 2[4 57,

Ejemplo 134:

‘o . 141
) %L [(x -2 =0 |(xar)

3

_%[(324—288+72)—(4—%+8ﬂ_@

Resolver el ejemplo anterior cambiando el orden de integracién.

Sea:
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Entonces:

yvaria desde O hasta 4.
X varia desde x = y + 2 hasta x= 6.

J. '[ xydxdy = J‘O“ { J.y6+2 de}( ydy)
J. J. xydxdy = J-:X?Z

3 4"
[[ ey —%{16 52 _‘i_y_}
R

6 2(W) =%H62 ~(r+2) |oa)

3 4

o320 o] 2

Ejemplo 135:
142

Calcular ”(XZ +y2)d)(dy siendo R la region limitada por y = xy y? = 2x.
R

La region R es:

L

2z

Se pide:
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Es decir:
2( 3 6 4
2 2 X 2 Y
X<+ dxady = — a - Z__Z |4
[[(52 + %) aray J'O(3+ny V= .W g 2}/
R
2
4 4 7 5
J.J‘(X2+y )dXdy_'y_Jr'y_fy_fy_ 16 47%72 48
9 12 4 168 10 12 168 10 35
Ejemplo 136:

Resolver el ejemplo anterior con otro orden de integracion.

L

143

Se pide:

J;'[(xz + y?)dudy = J';“E(xz +y2)dy:|dx

Es decir:

V2x
2 y3
”(x2+y2)dxdy:J. x2y +—
R 0 3 X

\/EX% 22 55 x* 1,
LJ(X2+y2)dXdy_ 7—4-'—%)(/_7_5)(

dx:v'.oz{x/?x/ (2\/_) X% _x f%xﬂdx
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”(x2 +y?)axay = g(z)% +%ﬁ(2)% —%(2)4 Ly

R
2. 2 2 4 4 48
J;.[(X +y )d){dy =7(16)+E(8)_4_§=£
3. CALCULO DEL AREA DE UNA REGION PLANA

El area de una regién plana R se puede calcular con ayuda de las integrales dobles. Basta con
asumir que £, =1 en la formula del acapite 1. Entonces:

)
” Flp )k = I I dxdly
R R

Por ejemplo, si x varia desde a hasta b, y variara desde y = f, hasta y = g .

Pl (&0
A= ”dxdy = .[ J- dy |dx
a fi
R (x)

De esta manera, la integral doble sobre R cubre toda la regién y se evalla el area de la regién
mediante la integral doble.

Ejemplo 137:

Encontrar el &rea situada bajo la curva y = xX* y por encima del eje x, comprendida entre las rectas
x=-2yx=4.(Véase el ejemplo 101).



-2 — 4
ax

La region esta limitada verticalmente por las rectas x = =2 y x = 4, mientras que el elemento
diferencial vertical de ancho dx estéa limitado inferiormente por la recta y = O y superiormente por
la curva y = x2.

Entonces:
4 X2
A= dedy = I j dy |dx
: 2| Jo 145
2 4
4 X 4 3
A=J y dx=j (XZ—O)dX=X—
2 o 2 3 >
Con lo cual:
A= %(43 —(—2)3) =24 un?
Ejemplo 138:

Encontrar el darea sombreada en la figura (véase el ejemplo 102):
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Si se escoge el elemento diferencial vertical, x varia desde -4 hasta 6, mientras que y varia desde

1 ., .
y= fEX —4 (ecuacion de la recta que pasa por Ay B)y el eje x (y = 0).

Con lo cual:
6| p0
A:“.dxdy:J. Il dy |dx
-4 J——x-4
R 2
6 0 6 1
A:J. y dx:J. {O+—x+4}dx
4 71)(74 -4 2
2
5 6
X 2
A:T+4X =(9+24)-(4-16)=45 un
-4
Ejemplo 139:

Determinar el area mostrada en la figura siguiente (véase el ejemplo 103):

146

La ecuacion de la recta que pasa porA[_?l,%j y B (4,16) es:

16-1
y-16= 14()(—4)
4+ =

2

y—lG:%(X—4)—>y:gx+2
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El &rea pedida es:

4 %X+2
A=J]dxdy:“- I dy |dx

%x+2 4 7
dX:J. {—x+27x2}dx
2 2
X 2

A—J‘_A% 3%

La integral coincide con la del ejemplo 103. Por lo tanto, A =% un

Ejemplo 140:

Hallar el area comprendida entre la recta que pasa por Ay By la curva y = x4, situada a la derecha
de x = x,y a la izquierda de x = x, (véase el ejemplo 104).

La ecuacion de la recta que pasa por Ay Bes y :%x +%.

1 1
11
.[23 2 ay |dx

X

1
El area pedida es: I
-1

. 11 1 3
Es decir: I —X+——x"|dx
1\ 2 2

La integral coincide con la del ejemplo 104. Por ende, A= 1 un?.

147



148

ANEXO 1: SUMATORIAS

Consideremos la variable x que depende del subindice /i que toma valores enteros consecutivos
donde /=1 hasta i = n. Por ejemplo:

x,=3i+2,i=1 hasta /=80
Entonces: x =3(1)+2=5
X;=3(2)+2=8

x3=3(3)+2=11

Xgo = 3(80) + 2= 242

Si se requiere abreviar la suma x; + X, + X, + ... + X, ¥ calcularlo mas sencillamente, es posible
utilizar la sumatoria, la cual es un operador matematico representado por la letra griega sigma
mayUscula: X. Esto es:

80

E Xj =X] +Xp + X3 +...+ Xgg »
i=1

en donde el subindice / empieza con el valor que aparece en la parte inferior de X y aumenta de
uno en uno hasta llegar al valor que aparece en la parte superior de 3.

n n n
Por la propiedad Z(x, +y)= ZX, + Zy, se puede escribir:
i=m i=m

i=m

80
La sumatoria z/‘ corresponde a la suma de los 80 primeros nimeros naturales (1 + 2 + 3 + ...

i=1 n 80
- n(n+1) . 80(80+1)
+ 80) vy se puede emplear la formula j =————=. Entonces: j =———==3,240.
e puede ey 2/ 2/
80 n
La sumatoria Zz equivale a la suma 2+2+2+...2 y se puede utilizar la férmulaZK =K(n-m+1)

80
) veces

80
Es decir: ) 2-2(80-1+1)=2(80)-160,
i=1
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De donde:

D (3i+2)=3 i+ » 2=3(3,240)+(160) = 9,880

Ejemplos:

50
a) 6+8+10+..+100=)"(2i)
i=3

b) 16+25+36+...+100= i(/z)
i=4

c) 8+16+32+...+4,096
12

23+24+25+...+212=Z(2’)

i=3

3 4 5 15
d) —F+—+—+. +t—
16 25 36 256

3 4 5 15 i-1
PR e A
2

Ejemplo:

22+25+28 +...

Calcular 120 sumandos

Encontremos x;:

Como la diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera es 3 y el subindice aumenta de

uno en uno, conviene que aparezca el término 3/. De donde:

xj=3i+a
x1=3(1)+a=22 »>a=19
X =3I +19
Se pide:
12 120

Il
—_

0
i=1 i
n

(Se aplicaron las propiedades ZKX = KZX yZK KZI)

120 120
X =D (3i+19)=3> i +19) 1
i=1 i=1

149



Entonces:
\C 120(121)
D xi= 3 +19(120-1+1)
i=1
120
D" x; =21,780+ 2,280 = 24,060
i=1
Ejemplo:

Calcular 22+25+28+ ... convalores inicial y final del subindice que sean diferentes a los empleados

120 sumandos

en el ejercicio anterior.

Es posible escribir:

X, =22 x;=7+3(5)
X, =25 X, =7+3(6)
Xp=7+3i

150 Entonces la suma pedida considerara valores de / desde / = 5 hasta / = 124.

§(7+3/‘):7[1245+1]+3[§/ i/]

Z(7+3/)=7(120)+3{w%5)}

124
D (7+3i) =840+ 3(7,740) = 24,060
i=5

PROPIEDADES DE LAS SUMATORIAS
Se sefialaran algunas propiedades ya vistas y otras de igual importancia.

P1) Z X +Y;) Zx +Zy,

i=m

in, = Kix,-
i=m i=m



i=m
n p n
P4) X; = E X; + X;
i=m i=m i=p+1
n n+K
P5) X; = X x
i=m i=m+K
n
- n(n+1
P6) i = ( )

P7) Y 2i=n(n+1)

P8) (2i -1)=n*

P9) (4i =1)=n(2n+1)

n
P10) l_:(/+1):n(n+1)(n+2)
) 3
n
SE1)) P
—j(i+1) n+1
i=1

P12) i© =

P13) iﬂ {@T

>

P14) ) %=

n(n+1)(2n+1)(3n% + 30 -1)

o 30

Ejemplo:

Comprobar la propiedad 5 en el calculo de la suma:

6% +72+8% +

151



Se debera verificar que:

Es decir:

Calculemos:

Calculemos:

152 i

—

9
(i +5)° = 2,470 +1,900 + 475 = 4,845
1

i=
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ANEXO 2: FORMULAS DE DERIVACION
REGLAS DE DERIVACION

Sean las funciones diferenciables £, g,y h, v la constante C:

dlf e } df,, dg

L) =2 ] Y (x) 4 .
L= T T T0FE

dler, o
2. L ( )} =C (X) =Cf|

ax dx (%)

dlr -8 } dg df

L'(x) e ] (x) (x) , ,
3 - dx =T "o TEW g =08 0T 8 1)

[ £

d (X) df(X) £ dg(X) . I
4. LB ] B0 g 0 g B T mB (g #0)

5 Siy=f,conu=g,
dy _dy du_f, du

dx du dx @ dx fl(g(x))'g ()

N _ g1 dy 1
6. Sly—f(x) - x_f(y)ysecumplequea_dxd .
y

d 1
o Y o
7 0

7. Six=f,ey=g, secumple que

DERIVADA DE FUNCIONES USUALES
Sea u=f,y las constantes ny a.

1. Z(c)=0
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4 —e' =" —
ax ax
5 log, u =—log L) (a>0,a=1)
a a dX
6. 9 ,-lav
ax u dx
7 —senu = Ccosu —
d du
8. —COoSU =—senu —
dx ax
9. Y tanu—sec2y Y
ax dx

10. icotu = —csczud—u
ax dx

11. isecu = secutanud—u
ax ax

154

12. icscu =—Cscu cotud—u
ax ax

13. iarcsenu:;d—u
dax 1_y? ax

14. iarccosu: -l au
dx 1-y? dx

15. iarctanu: 1 d_u
dx 1+u? dx

16. 9 arccoty =LY
1+u? dx

d 1 du {+si u>1
17. —arcsecu =+
ax

uu2_1a - si u<-1

d 1 du - si u>1
18. —arcescy =F——rx— .
dx uu? =1 dx +si u<-1
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AMENIDAD 1

En esta seccién se encontrara la integral indefinida de cinco funciones, cada una de las cuales se
obtendré de dos o tres formas distintas.

Se aplicaran diferentes métodos de integracién:

e Sustitucion algebraica.

Sustitucion trigonométrica.

e [ntegracion por partes.

e Por descomposicién en fracciones parciales.

Asimismo, se las hallara de forma:

e Directa.
e Previa division.
e Previa factorizacion.
e Previa multiplicacion y division.
1. a) Calcule la siguiente integral de dos maneras diferentes:
J.(363u +6e +3e“)du 155

b) ;Qué relacién guardan entre si las constantes de integraciéon?
Solucién:

a,) De forma directa:

'[(3e3“ +6e% + 3eY )du = Ie3“ (3du)+ 3J.62” (2du) + 3J.e”du

J.(363“ +6e? + 3e“)du —e¥ 32 4+ 3e" 4+ (,
a,) Previa factorizacion:

J(3e3” +6e% + 3e“)du = 3.[(82” +2e" + 1)(e“du)

I(3e3” +6e2 ¢ 3e“)du - 3I(e“ + 1)2 (e“du)

(e” + 1)3
3
J.(3e3” +6e% + 3e“)du = (e” + 1)3 +G,

'[(3e3” +6e +3e“)du =3 +C,

'[(363” +6e% + 3e“)du =e¥ +3e® +3e" +1+C,



b) Comparando ambos resultados, se obtiene que C, = C, + 1 .

2. a) Encuentre de dos formas distintas la siguiente integral:
X dx
2x +4

b) ;Son iguales las dos constantes de integracion?
Solucién:
a,) Previa division:

X 2x+4 X 1 2

'X‘22 172 2x+4 2 2x+4

X ox 1 dx:leln()(+2)+C1
2x+4 S x+2 2

a,) Con cambio de variable:

156 Seau=2x+4 — du=2dx
u-4\(du
X dx 2 2 1J‘u—4
= == du
2x +4 u 4 u
xdx l—i du
2x +4 4 u
X dx [u 4lnu]+C,
2x+4 4
X dx =i—lnu+C2
2x +4 4
X o :2X+47In(2x+4)+62
2x +4 4
X dx =i+1—ln2—ln()(+2)+c2
2x+4 2
xox 1, —In(x+2)+1-In2+C,
2x +4 2

b) De la comparacién de los dos resultados obtenidos, solo se llegaa C, = C,si 1 -In2=0
= In2 =1, lo cual no es cierto. Por lo tanto, C, # C, .



3

d

a) ObtengaI X ax de tres maneras distintas.
X

b) ;Difieren entre si las tres constantes de integracién que se obtienen?

Solucion:

a)) Integracion por partes:

u=x2 vV = X2+1

{ )

X dx

Vx? +1

x3dx 2\/ .[
x“+1 2x\/x +1dx
e

du =2xdx dv =

2(x2 + 1)32

J 3dX 2 1_—
Vx? 41 3

a,) Cambio de variable trigonométrico:

+C;

X =tan® — dx =sec®0do

x> +1=tan’@+1=sec’0

tan® 0(sec 9d0
J- J- Itan3asec0d9
\/x +1

secd

3
J. x“dx :J.[seczaflJ[secetanedej
S

Vx2 +1

J‘ x3dx  sec®o

\/x2+1 -
X dx 1/ 1 “Ix?+1+C
\/ﬁ x + x“+1+C,

3d 1 3
J- T j =§x +1)A—\/X2+1+C2

tan® 0

-secfd+C,

157



a,;) Cambio de variable algebraico:

X2 +1=0? > 2xdx =2udu — xdx =udu

(u2 - 1)(u du)

R R

3 43
I X o J. du— —-u+Cs

J. xax )/ NI

X+

Obsérvese que los resultados a,) y a,) son idénticos. Por ende, C, = C,.

b) Finalmente, comprobemos que la diferencia entre los resultados obtenidos es una
constante y averigliemos dicha constante. Restemos el resultado de las partes a,) 0 a,,) del

resultado de la parte a)).
3 3
AC=C,-C; = {xz\/x2 +1 —%(X2 + 1)4i| —[%(xz + 1)4 —\x?+ 1}

AC =C, —C, = x? +1(x2+1)—%(x2+1)%
AC:(,‘ZfCl:\/x2+1[)(2+17(x2+1)}:0

Como C,-C, =0y C,=C, = C, = C,= C.. Ello significa que las tres constantes no difieren entre

158

si y que los tres resultados son coincidentes:

x%Ux?+1 —%(x2 +1)% +C

0
%(XZ +1)% —-Vx?+1+C

de tres formas diferentes.

X dx
4. a) Halle I
) x4 +1

b) ;En cuénto difieren entre si las constantes de integracion halladas?

¢) Mostrar calculos que comprueben lo hallado en b).
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Solucion:

a) Cambio de variable algebraico:

u=x?—>du=2xdx

1
J~ xax 2% 11 du
x*+1 v+l 2dut 1

I );dx - Larctanu +Clzlarctanx2+c1
x"+1 2 2

a,) Cambio de variable trigonométrico:

x? =tan@ — 2x dx =sec® 0d o

x*+1=tan0+1=sec’0

1 o
X dx gsec 0do 1 1
- = : ==|ldo==0
x"+1 sec” @ 2 2
I X dx =£arctanx2+02 159
x*+1 2

a,) Descomposicién en fracciones parciales:
Factoricemos x* + 1
X +20¢+1-2x
(x? +1)" ~(v2x)
(x® + 1+ V2x)(x* +1-2x)
(x? + V2x +1)(x? - V2x +1)

Entonces:
X Ax +B N Cx +D
x4 +1 x2+\/§x+l xz—\/§x+1
X (Ax+B)(x2—\/§x+1)+(Cx+D)(x2+\/§x+1)

x* +1 x*+1

x =(A+C)x®+(B=2A+ D +2C)x* +(A=2B +C +2D)x + (B + D)



Igualemos los coeficientes correspondientes:

x*:  0=A+C (1)
x?:  0=B+D-J2(A+0C) .(2)
x': 1=A+C-J2(B-D) -(3)
X% 0=B+D (%)
De (1):
A+C=0 > C=-A
(1) en (2):

0=B+D-y2(0)>0=B+D »>D=-B ..(5)

Como B+ D=0 coincide con la ecuacion (4), esta seria una ecuacion redundante y el sistema de
ecuaciones tendria infinitas soluciones.

(1)y (5)en (3):

-1

1=0-V2(B+B) > B=——

160 (B+8)= 2\2
1

D=—_

22

Las soluciones del sistema son:

A=KeR
-1
B=-——
242
C=-KeR
1
D=—_
22

Por simplicidad, escojamos A=0 y C=0.

Entonces:

o 1o
J‘ X dx :J‘ 22 . 242
x* +1 x2+\/§x+l x2—\/§x+1

X+-— X——

J.x)i‘dﬁszJ.( ﬁ?*[ﬁjﬁﬁj[ ﬁjl;
2 2 2
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2 2
J‘ﬂ——L~LarctanX+7 arctanx_—7+C
Al 2 B T e
2 2 2 2
I );dx :——arctan\/_XJrl larctan\/EX_1+C3
xt+1 2 2 1

I x)icﬁ(l = %EFC tan(\/§x - 1) - %arc tan(\/§x ¥ 1) +Cy

b) Dea)y a,) se desprende que C, = C,. Ahora, comparemos los resultados a) y a,):

a) Larctanx? +C
paetanx,

i
a

a) %[arctan(\@x - 1) —arc tan(\/ix + 1)} +Cy

B

Dea) tana= tan(arctanxz) =x?

Dea,) tanp= tan[arc tan(\/Ex - 1) —arc tan(ﬁx + 1)]

(\/Ex —1)—(x/§x +1) _ o
L+ (V2x —1)(J§x #1) 1426 —1)

tang =

-2 -1 2
tanﬁ—2 5 =X—2:>cotﬂ=—x

Como tana = X° y cot = — x?, se concluye con que cotf = — tana y como cot g = —tan(%+ ﬁ), se

deduce que « =%+,B.

Como se pide hallar la diferencia entre C, y C,, igualemos los resultados obtenidos en a) y a,).

1 1
E(Z‘I'Cl :Eﬁ+C3

1 1
Cl —C3 =Eﬂ—5a

1 1
G -Cs =§ﬁ—5(%+ﬂ)

161



Con lo cual:

C, -Cs =%=—450

c) Se encontré que:

J. );dx :larctanszrC1
x*+1 2

J‘Xx4—dxl = %[arc tan(\/ﬁx - 1) —arc tan(\/Ex + 1)] +C3
4

Tabulemos para determinar:

C, -C3= %[arc tan(\/Ex - 1) —arc tan(\/fx + 1)} —%arctan x2

arc tan(\/§x - 1)

X arctan(ﬁx - 1) arc tan(\/§x + 1) e tan(\/§x . 1) arctan % c-¢,

1 22.5° 67.5° -45° 45° -45°

2 61.32° 75.36° -14.04° 75.96° -45°

3 72.86° 79.20° -6.34° 83.66° -45°
162 4 77.88° 81.46° -3.58° 86.42° -45°

5 80.65° 82.94° -2.29° 87.71° -45°

6 82.39° 83.98° -1.59° 88.41° -45°

*. Se comprueba lo hallado en b).

5. a) Determinar la siguiente integral:

Isec@d@
b) Comprobar que J-secode _ 1 1xsend
2 1+send

c) Verificar que Isecede = Intan(% + gj +C.

d) Mostrar que las tres integrales dadas anteriormente se cumplen para 6 = 0°, 30°, 45°y 60°.
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Solucion:

a) Previa multiplicacién y division:

secd +tané

Isecede =J.sec0v—
secd +tané@

2
Iseceda :J.Mde
tan@ + secd

Como d (tané + sech) = (sec?d + sech tand )db,

J.seCHdB:In(tan9+sec9)+C

b) Isec&de J. _lf2de 1 2c0529d9
cos¢ 2Jcos® 2J) cos®0
jsec@de_ J'2C°S9d9 2cos0d0
2)1-sen0 ~ 2) (1+sen6)(1-seno)
0do - L (1—sen¢9)2
Jascoao=3 [ s 163
1-send

(1-send)(cos@)—(1+send)(-cosd)

1 (1—sen0)2
jsec@d&:—j daoe
2 1+send
1-send
Con lo cual:

Jsec@d@:llnhs—eng+
2 1-send

c) Se debe verificar que se cumple:



Escribamos:
2
z 0 1+tang
Intanz[—+—j—|n g
4 2 1-tan—
2
s 0 1+2tan? + tan2 &
Intanz(—+—J:In g g
4 2 1-2tan” +tan® ~
2 2
z 0 secz€+2tang
Intanz[—+—j—l 2 g
4 2 sec® ~ - 2tan—=
2
Como:
cos 6 = 2cos® 2—1»00529 1+c—059
2 2 2
4 6 1-cos@
cos@=1-2sen’® = sen? = =27
164 - > 2
2 1-cosé
0 1+cost9+2 1+ cosd
Intanz[ﬁ —j:ln
4 2 2 _2\/1—0050
1+cosé 1+cosé
Intanz(f £j=l 2+2J1-cos8+/1+cosb
4 2 2-2J1—cosO+/1+cosd
NE ) 1++/1-cos?@ 1+send
Intan“| —+—=|=1In
4 2 1-y1-cos? 9 1-seno
Lo cual corresponde a lo pedido.
d) Se debe comprobar que |n(tan0+sec@):lln1+s—enzzln an
—sen

Es decir: tan@ +secd = \/@ -
1-seng

T 0
an| —+—
(4 2]



tand secd | send [%+g] tané + secé izz:z \Jtz::z tan[%g]
0° 0 1 0 45° 1 1 1 1
30° | V34 | 2B4 | Y| eoe 3 3 NE] NE]
a5 | 1 | 2 | ers 1442 % 1442 143
60° | 3 2 | By | 7 243 zjg 2443 2:3

Queda mostrado que las tres integrales indefinidas dadas son coincidentes para 6 = 0°, 30°, 45°

y 60°.
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XI
PROBLEMAS RESUELTOS Y
PROPUESTOS

1. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO | 167
1. Encontrar d%x apartirde y =1+ Jx.
Solucién:

1
1 2
Si y= [l + xéj , seglin la formula de derivacion de una potencia se llega a:

530" (le%j‘mﬁm

2, .2
a‘+x .
=—— enel punto de absusa%.

2. Calcular la derivada de la funcion y =
a —x

Solucién:

Segln la férmula de derivacion de un cociente, se obtiene que:

2x(a® - x? - (-2x) a’ +x? 2
Y= ( (a)z_xz)z( )_(az_xz)z
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De donde:

. a 1
Derivar f(x) =X -sen; y obtener f [41)'

v l.senZix.cosl A
f(X)_l senX+x cosx( J

Solucién:
Se sabe que:
P
De donde:
4a/
f 1
(“#)

Dada la funcion y = x2-10%,

Solucién:
Se tiene que:
ax
De donde:
a
ax (x=1)

Encontrar la derivada de 8(x) =

Solucion:

=senZ - ZcosZ = g{l —ﬁ}

X2

a a a
=Ssen— ——CosS—
X X X

3y "7

4 4 4 4

calcular y' (1).

D ox 107 +x2 107 -(2)-1n10

=2-10? +107(2)In10 =200(1 +In10)

sec x —tanx

simplificando previamente.
sec x + tanx



Escribamos:

1 sen x
seCx —tanX  cosx cosx _ 1—senx
sec x + tanx 1 Lsenx  I+senx

COos X COos X

g, = 1-senx
() " V14 senx

De donde:

P 1 —cos x (1+senx)—cosx(l-senx)
() 2\/1—5'3”)( (1+senx)2
1+senx

Simplificando:

g - —2cosx _ Jl+senx 1-senx
x) 2(1+senx)2 Jl-senx +/l1-senx

g - —cosxyl-sen?x  —cosx(cosx) 169
()~ -

(1+senx)2 (1-senx) (1+senx)2 (1-senx)

- —(l—senzx)

_—(1+senx)_ -1
(x) (1+senx)2(1—senx) (1+senx)2 1+senx

Derivar la funcion del problema 23:

f(X)=6Inx—In(x+1)— +C

xX+1
Solucion:

Se tiene que:

o6 1 9

™)~ x X+1+(x+1)2

6(x2+2x+1)—(x2+x)+9x
x(x+1)2

floy=

)
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Es decir:

_5x2+20x+6_5x2+20x+6

(x) x(x+1)2 x3+2x%2 +x

Encontrar la derivada de la funcién del problema 34:

3 1

- +C
2tan’x  4tan® x

1. -
f(X) :Etan x +3In(tanx) -

Solucion:

Tenemos que:

2 2 2
) :g(tanx)seczx (30X, 3562 X lsec5 X0
2 tanx tan® x tan® x

f' . =sec’ x|tanx + 3 + 3 + 1
() tanx  tan®x  tan®x

2
Fle) = iec—x[tan6 X +3tan® x + 3tan® x + 1}
an® x
O mejor:
f' 7ﬂ (tanzx +1)3
()~ tan® x
2 2 \3
(sec x)(sec x) sec® x
Flo = -
(x) tan® x tan® x
De donde:
1
Froo_cos®x _ !
)" 'sen®x  sen® x cos® x
cos® x

Derivar la funcién del problema 101.

f(X) =-2J1-x +vVx —x? +arcsenyl-x +C
Solucion:

Se tiene que:
1(-1)
oo —2(—1) . (l—2x) . 2J1-x
W ol-x afx—x7 \1-(1-x)
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foo_ 1 l-2x 1
T —x  2dxV1-x  2dx1—x
. S 2dx +(1-2x)-1
X)X 1—x

£ 2x - 2x X =X _17\/;

() T2 VT-x  xl-x I-x

foo_1Vx 1-x _V1-Vx
") = x (\/1+&)( 1—\/;) \/1+\/;
9. Hallar la derivada de la funcién del problema 114:
P e’ (asenbd — b cos bo) c
© - a% +b? i

Solucién:
Obtenemos que:

_— 1
Moo=

[ae""g (asenb@ —bcosbo) + e? (ab cosb@ + b? sen b@)}

f'(g) = [az senb@ — ab cos b6 + ab cos bo + b? senb@]

Con lo cual:

e (a2 + bz)(sen bo)

I _ _ 6
f (6) = P =e%senbo

10.  Comprobar la respuesta del problema 160:

7 5 2 ] ] ] ! ]
f(x) :gx/5 —%xé —%xé +2x4 +3X/3 —6xé —3In()(/3 +1)+6arctanxé +C

Solucién:

Derivamos f:
1 -1 -1 -1 -2 - 3[%}(7% 6[éjxi%
f'(X):xé—xé—x/3+xé+xé—x£— +

1 1
x/3+1 l+xé

xox o Prax Poan B ox Foano xSt Soex Brox e xTix
- 1 - 1
) 1+XA 1+XA
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Simplificamos:

Wz
o x72-1
()~ ]
1+ xé
Verificar que la derivada de las funciones dadas a continuacién, y que aparecen en los

problemas cuya numeracién se sefiala, corresponden a la funcién cuya antiderivada se
encontré en el respectivo problema.

1

f!

11 fy=——————+C (Problema 104)
2[x(|nx —1)}
Jx+9-3
12.  f,=2x+9+3-In————+C (Problema 109)
() Jx+9+3
1
13, fy =§In(x2 +41 +X4)+C (Problema 112)
14. _o| x-1 —1 (Problema 117)
f(X) {m+1+ln( X 1+1)}+C
2
172 15. f(X) :%arcsenx +%x\/1—x2 —%arcsenx +C (Problema 124)
71 x3 3
16. fy=3¢ (x*-1)+cC (Problema 125)
5 z 1
17. f(z) =——arctan=—+ —arctanz +C, (Problema 144)
6 3 2
en donde z = tan%.
tanifS
18, f,y=Ih—2—+C (Problema 146)
X
tan= -3
2
2
19. f(u): 32U +l|nu +u21+2\/§arctan2u+l+c, (Problema 159)
uw-1 3 (u-1) 3 J3
x+1
en dondeuy =3 .
x -1
20. f :lmmw (Problema 188)
()74 1-senx



APUNTESDEESTUDIO 0

2. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO II

(a+ bx)"+1

21.  Si I(a +bx)"dx = T+C (n #-1), hallar el valor de C.
Solucién:
Derivando ambos miembros, se obtiene:
(a+bx) :%(n +1)(a+bx)" (b)
De donde:
C=b(n+1)

22.  Sisecumple que:

JXdX3=K—1+ 12+C
(2+3x) 2+3x (2+3x)
encontrar el valor de K.
173
Solucién:

Derivemos ambos miembros con relacién a x:

x _K[ s 23 |
(

(2+3x)3 2+3x)2 (2+3X)3J
De donde:
X =K[3(2+3x)-6]
X = 6K +9Kx — 6K = 9Kx
Con lo cual:
K-
9
2
23. Al integrarj%”#dxse obtuvo 6K Inx —In(x +1) - 1+ C. Hallar el valor de K.
X7 +2x°+x X+

Solucién:

Se debe cumplir que:
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Bx?+20x+6 _6K 1 9K
x(x2+2x+1) x  x+1 ()(+1)2

Es decir:
5x2 +20x +6 6K(x+1)2—x(x +1)+ 9Kx
x(x +1)2 x(x +1)2
O mejor:
5x2+20x+6=6K(x+1)2—x(x+1)+9Kx
Six=0:
0+0+6=6K(1)°-0+0
De donde:
K=1
. -X 1 X
24. S|jfix)dx =2(X2—+az)+zarctan(gj+c, ha”e f(a).
Solucion:
Derivemos ambos miembros:
174
fl(xz +a2)+x(2x) 1 1 1
(e ST A “ R O
2()( +a ) 1+(£]
a
fo_o o x-a® 1 2
(x) 2()(2 +a2)2 2a° x?+a®
2 2
X —a 1
Ty = ¥

De donde:

25.  Comprobar la férmula siguiente:

= = C
a+bx)2 azx(a+bx)+a3n x

J‘ ax a+ 2bx 2b  a+bx
X% (
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Solucién:

Reescribamos el segundo miembro:
a+2bx 2b a
-————> 5 +—3In|—+b
ax +a“bx a X
Derivémoslo con relacién a x:

gb(a3x+a2bx2)—(a+2bx)(a3+232bx) 2b 3

b _x
2 3
(a3x+a2bx2) a 2.p
X
Simplificando:
a’+2b°x*+2abx  2b
az(ax+bx2)2 az(ax+bx2)

. .. 2
Desarrollemos después de multiplicar el sustraendo por @X +6x” .
ax + bx?

a° +2b%x? + 2abx — 2abx — 2b°x?

az(ax +bx2)2

a’ 1

a’x? (a+ bx)2 x? (a+ b)()2

Con lo cual, se obtiene la derivada deJ. dx >
X (a + bx)
2 2\m
uju-—a 2 _
26. Demostrarj.(u2 - az)m du = ( ) _2ma (u2 - az)m ldu, donde m = —L.
2m +1 2m +1 2

Solucién:

La derivada del primer miembro es:
(v -a2?)"

La derivada del segundo miembro es:

2m1+ . {(u2 - az)m +um (u2 - az)rm1 (ZU)} - 22r;nizl (u2 - az)W1

175
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27.

28.

(v? —az)m 2u’m  2ma®
2m+1 P
et O | I i PSP

2m +1 u?-a® 2m+1

Se comprueba, pues, que se cumple la férmula de reduccion.

Comprobar la siguiente antiderivada:

2
'[\/uz +a%du :%\/uz +a° i%ln(u +u? ia2)+C

Solucién:

Derivemos el segundo miembro:

1
—Ju?+ra® + = + <. a
2 2 Ju?+a? 2 yeJu?+a?

1 25274 u® +a2 Ju? ta® +u
+ ——

2 2Ju? +a 2 \/uziaz(u+\/u2ia2)
1 v u? £a%  a? Ju? +a?
—Ju?+a% + .

2 2(u2iaz) 2 v+

22\ 02 + a2
l\/ —(u a) SIS N R I I e SN
u? +a? 2 2

Este resultado coincide con la derivada del primer miembro.

Comprobar la siguiente antiderivada:

J'( dx %\/ﬁ—zc

x—3)\/x+1: Jx+1+2

Solucién:

La derivada de lln—“XJr172 es
2 Ix+1+2



1 Nt 1
X+14+2)-——(Jx+1-2
2\/x+1( ) 2\/x+l( ) 1
2
1 (\/x +1+2) 1 Zm(4)
2 Jx+1-2 2 (x+1-2)(Vx+1+2)
VX +1+2
Es decir:
2 1 _
2 (x+174)\/x+1 (x73)\/x+1
Este resultado coincide con la derivada del primer miembro.
29.  Comprobar la siguiente férmula de reduccién:
J‘sen’"x sen™ ! x m—n+2J‘ sen” x
ax = - ax
cos” x (n-1)cos” ' x n-1 Jcos"?x
Solucioén:
Derivemos el primer miembro:
sen”x 177

cos” x
Derivemos el segundo miembro:
1 (m+1)sen™xcosx cos" tx - (n- l)cos”’2 X (—senx)senm*lx (m-n+2) sen™x

n-1 cos®"? x n-1 cos"?x

2

2n-2 n-2

cos X Ccos X

xsen™*2x (m—n+2)senx
n —

1 {(m +1)sen™x cos” x +(n —1)cos"” -
1

1 {senmx} (m+1)cos”x+(nfl)cos”'2x(lfcoszx) m—n+2

n—-1|{ cos" x cos"? x cos? x

ﬁ{w [(m+1)cos2x+(n—1)(1—coszx)—(m—n+2)cos2x:|
-1 cos" x

1 [senmx

— ][(m+1—n+1—m+n—2)coszx+n—1}

cos” x

1 sen"x [n-1]= sen”x
n—-1cos" x

cos” x
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Con lo cual, se comprueba la férmula de reduccion.

30. Encontrar el valor de la constante K en la siguiente formula de reduccion:

(n=2)
(neZ)

J.sec” xdx = sec"? x tanx + K.[sec"‘2 xdx

Solucién:

Derivemos ambos miembros con relacion a x:

sec”? x sec® x +

2

sec” x = (n 72)sec”"3 X (secxtanx)tanx + K sec"™ x

Escribamoslo asi:
(n—1)sec” x =sec” x +(n - 2)sec”'2 xtan® x + K (n- 1)sec”'2 X
(n-2)sec” x =(n—-2)sec”? xtan” x + K (n - 1)sec”? x

(n- 2)(sec”’2 x)(l + tan? x) =(n- 2)se(:”’2 xtan® x + K (n- l)sec”’2 X

(n-2)+(n-2)tan” x = (n-2)tan” x + K (n-1)

178
De donde:
n-2=K(n-1)
K- n-2
n-1

31.  Se sabe que para cualquier nimero entero positivo n, se cumple que:

1 n-2

cos” xdx = lcos”' xsenx +f | cos" < xdx
n (n)

Encontrar el valor de f,.
Solucién:
Derivemos ambos miembros con respecto a x:

cos” x = %(n -1) cos"? x (—senx)(senx)+ %cos”'1 X (cosx)+ f(n) cos"? x
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De donde:
1 n. _ n-1 2 n-2
(I—chos x—[T(—sen x)+f(n)}cos X
— cos”’2xc052x={— — sen2x+f(n)}cos”’2x
n-1 2 _ n-1 2
- (1—sen x)_{f(n)— - sen x}
Con lo cual:
n-1
T
Finalmente:
5
(G

32. Halle g0,1,2) si:

p
xm+l (a +bx”)

J-x’"(a+bx”)pdx: pr—

+ g(n,m,p)jx"’ (a + bx”)p dx
Solucién:

La derivada del primer miembro es:
xM (a+bx”)p (a)
La derivada del segundo miembro es:

v
np+m+1

loenef[ et st
np+m+1 (a+bx”)(np+m+l) a+bx"

)

Para que se cumpla la formula de reduccion dada, se requiere que () = (8), es decir:

m+1 . nbpx" N g(n,m,p)

=1
np +m+1 (a+bx”)(np+m+1) a+bx"

Reemplacemos n=0, m=1y p=2:

2 0 £(012)

—+ + =1
2 2(a+b) a+b

[(m +1)x" (a + bx”)p + p(x””l)(a + bx”)pfl (nbx”’l)} +g(n,m,p)x" (a + bx")pfl

179
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33.

34.

De donde:
g(0,1,2)=0
. 1 _
Si Ixmenxdx =—xMe™ + ijm le™dx | halle el valor de k cuando m = 2n.
n
Solucién:
Si m=2n, se tendra:
1 _
IXZnende :_X2nenx + kIXZn 1ende
n
Derivemos ambos miembros con relacién a x:
1 _ 1 _
x2ngnx _ 2 opyen-lgnx L 20 (nenx)+kx2n 1gnx
n n
Dividamos ambos miembros entre x2™1e™:
X=2+x+k = k=-2

Calcular K si se sabe que:

J‘%:ltanzx+3Intanx—£tan’2X—ltan74X+C
sen’ x cos” x 2 4

Solucién:

Derivemos ambos miembros con relacién a x:
3sec’x K

sec?x 1 sec? x
— -4
( ) tan3 X 4 ( )

1 _1 2, 3sec’x K
sen®x.cos3 x 2(2)(tanx)sec T anx 2

Multipliguemos ambos miembros por cos?x o

sec? x
1 senx 3cosx Kcosdx cos®x
5 = * + 3.t 5
sen’x.cosx COSX  senx sen®x  sen®x

Multipliguemos ambos miembros por sen®x.cosx:

1=sen®x + 3sen*x cos® x + Ksen’x cos* x +cos® x  ...(@)

Como

3
sen’x +cos’ x =1 — (senzx + cos? x) =13

tan® x
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Es decir:
sen®x + 3sen*x cos x + 3sen’xcos? x +cosb x =1 ... ()

De (@) y (B), se deduce que:

K=3
., m b n+l .,
35. S J.xm(ax +b)" dx =X(a+)—m7b x™1(ax +b)" dx, halle el valor de la constante k.

Solucion:

Derivando ambos miembros:
- mx™ 1 (ax + b)’7+1 . a(n+1)x" (ax + b)'7 mbx™! (ax + b)'7
= p p _

x™(ax +b)

Multipliguemos ambos miembros por —— .
xm1 (ax +b)

kx =m(ax +b)+a(n+1)x —mb
kx = amx + bm + anx + ax — bm 181
kx =a(m+n+1)x
De donde:

k=a(m+n+1)

bc - ad _a+ex

>aX = +C, calcular 2e — 3f.
(c +adx) f +dx

36. Sisecumple queI
Solucién:

Derivemos ambos miembros con relacién a x:

bc—ad e(f+dx)-d(a+ex)

(c +dx)2 (f +dx)2

bc—-ad  ef —ad

(c +d)()2 (f +dx)2

Por simple inspeccién, se obtiene que:

c=fy b=e



182

PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

De donde:
2e-3f=2b-3c
37. A partir de IK csc? 2x dx = tanx — cot x +C, encontrar el valor de K.
Solucién:

Si derivamos ambos miembros, se obtiene que:

2 2 1
5—— =Sec” X +Csc” X = —+—
sen“ 2x Ccos“ X  sen‘x
De donde:
K sen’®x+cos’x 1
20, 2 2. 2
sen‘ 2x sSen” x cos“ x (senx cosx)
Con lo cual:
2
K (senx cosx )" = sen”2x
sen2x 2
K =sen2x
2
L K=4
. [sen3x K 1
38. Si X =——5—— +C, obtener el valor de K.
cos”™ x cos® x  COSx
Solucién:

A partir del dato, se concluye con que:

sen®x  —3K (-senx) L —senx
cos? x cos® x cos? x

De donde:

sen® x = 3K senx —sen x cos® x

sen® x +cos® x = 3K

3K:1—>K:%
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. A H _ _ ?
39. ;Cuéantoes f(%)a partir de If(x)dx =(a+x)Ja-x +C?

Solucién:
Se tiene que:
—(a+x)
fi :(—+\/a—x
)" oJa—x
-a-X+2(a-x —
f(x) _ ( ): a-3x
2Ja-x 2Ja-x
De donde:
3a

- f)sen2x
(2 F) dx = (a sen? x + ffcos? x)n +C, determinar el valor de n.

40.  Conocido I
2\/a sen’ x + ffcos® x

Solucién:

Tenemos que:

(e — B)sen2x

n-1
= = :n(asen2x+ﬂcoszx) (2asenx cos x — 23 cos x senx)
2\/asen X + fcos” x

(o — B)sen2x _ n(a-p)(2senxcosx)

2 2 1-n
2\/asen X + fcos” x (asen2x+/3coszx)

De donde:

2 l—1+n
X + fcos x)2

)

% = (a sen?

1
— = (asen2 X + Bcos? x
2n

Como el primer miembro no depende de x, se tiene que n L =0=n-= %, que cumple

7

0
con que :lz(asen2x+ﬁcoszx) .

183
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41.

42.

43.

184

44.

45,

46.

. —X 1 X
S|If ax =— >+ L arctan[ X4 ¢, halle £(2a).
(x) 2(x2+32)+23 (aj+ 22
4
R.:
2532

Si se cumple que:

2 2
J'X ox _K{(3+2x) —6(3+2x)+9|n(3+2x)]+0,
3+2x 2

calcular el valor de K.
R.. L
8

5x2 +6x +2

La integral de es
(x+ 2)()(2 +2X + 5)

+C.

Kin(x+2) + 2in(x + 2x+ 5) - L arctan 221
4 4
Encontrar el valor de K.
R.: 2
A partir de la férmula Ix (a+ bx)”dx:A(a+ bx)mz— B(a+bx)n+1 +C (n#-1,-2), determinar
B
5/

a(n+2)
n+1

[,2 2
Si | g/ .\dx :__1|nu
(x) a X

R.:

+C, encontrar &g,

R:_ b
73410

Encontrar K para que se cumpla la férmula:

J.(Inx)2 dx :x(lnx)2 —2xInx +Kx +C
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47.  Sise cumple que:

jx”lnxdx:xK Inx fi,
n+l K2

determinar el valor de la constante K.
R:n+1

48.  Comprobar que se verifica:

= 2

ax 1 1 a+bx
J‘ 5 ——In +
X (a+bx) a(a+bx) a X

49,  Comprobar la férmula de reduccién:

-1 _ n-1 _
Jsen” xdx =—sen""! x cos x + Jsen” 2 xdx
n n

R m+1 Inx
50. Halle K, sijx’" (Inx) dx = +KI Inx

m+1
R.: - n
m+1 185
m+1 n-1
51. Demostrarjsenm v.cos udy = EM_ucos v N -1 Jsen u.cos"? u.du.
m+n m+n
52. Halle g(1,1,1) si se cumple:
XM+ (a +bx”)p _

Ix”’ (a +bx”)p dx =W+ g(n,m,p).[x'” (a +bx”)p dx

R.:%

53. Halle g(0,1,p) s
xm (a +bx" )p a
p P
J.x’”(a+bx”) dx—W+g(m,n,p)Ixm(a+bx”) dx

. _4ap
T p+1

1-x
54. S jf x—el+XIn(1+x) 2arctanx +C, halle f(1).

R.: —l|n2
2
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5b. Si J‘f /l+i +C, encontrar f ,,
x2

R. Y2
16

2x2-2x+3
56. DadajF(X)dx :%~/3+4x +C hallar F ..

R.: L
32

57.  Calcular g, si se tiene que:

1 2 2
Ig(x)dx :E(a +bx) —b—a(a +bx)+Z—3In(a +bx)+C

2
58. A partir de IG(X)dx = %(1 - xz)/3 (2x2 + 3) +C, obtener G(y)

186 2
3
R.: 36
24
59. Sea Ih “(asenbo - 2bcosb9) C, determinar i, _+.
a +b (%]
R.: eZb

J15 J3tano
15 arctan[ 75 ] +C.

60.  Calcular H(%) si se sabe que IH(g)de =

R.: 0.25
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3. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO IlI

61.

62.

63.

2
Encontrar la integral de la funcion £, = axn —bx + <

Solucién:
n
A partir de la formula dL = nu”‘ld—u, se obtiene:
ax dx
, . %+1 . %+1 |
-n
J-axA—be+cx/3 ax =2 2 X
2 1 n
—+1 =41 —-—+1
n n 3
De donde:
n+2 n+l
anx " bnx n 3c
- + +C
n+2 n+1 n-3
(3-n)x 3
2
CaIcuIarJ.de.
34
(1—8x )
Solucién:
Escribamos:

12

J.(ZLAdX = .[2x2 (1 —8x3)74 dx = _—1.[(1 —8x3)74 (—24x2dx)

1—8x3)

De donde:

J-( - - (1_8)(3)73 +C 1 +C

— e = = 3
1-8¢°) 2 -3 36(1-8x%)
Obtenerszmdx a partir del cambio de variable y = x + 1.
Solucién:
Siy=x+1->x=y-1=dx=dy.

La integral pedida se reduce a:

szmdx:I(y—l)zﬁdy:j(y2—2y+1)y%dy

187
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Con lo cual:

iTan [[y% oy ey h)g 202 47 2y
Ixz x+1dx:I(y 2-_2y/2+y 2jdy: - + +C

7 5 3

La respuesta es:

é\/(x +1)7 —%\/(x +1)5 +%\/(x +1)3 +C

(0N

64. Si '[ae +bde:F()w halle F

ael -
Solucioén:
Escribamos:
0 0
J‘ae€+bd0:J‘ aegd& +J‘ bgde
ae” —b ae” —b ae” —b
0 0 -0
J.aeeerdg:I aegdé’ +I be di
ae” —b ae” —b a—be
ae” +b 0 0
188 Iaeg—bdg In(ae fb)+|n(afbe )+C
Fo)
De donde:

Fio) =In(a-b)+In(a-b)=2In(a-b)

Otro modo de resolverlo:

Escribamos:
J‘ae +bd¢9 J‘ae b+2bd0 J‘aeg d0+2J’ da
ae’ - ae’ - b ae” — ae? -
-0 -0
J‘ae +bd0 jd@ ZJ‘ be d6’ ZJ‘ be dey
ae” — a—be” a—be”

17
J'ae +bd¢9=0+2|n(a—be‘9)+()
ae’ — N W/

fo)
Entonces:

F(O) =0+2In(a-b)=2In(a-b)
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65. EncontrarJ. sec? @ tan0d @ de dos formas distintas y averiguar en cuanto se diferencian las

dos constantes de integracion.
Solucién:

Primera forma:

2
J.secz Otanod o = J(tan 9)(se02 eda) - (tan?) G,
) S
u du
Segunda forma:
(secé’)2

J.sec2 Otan6d o = I(sec 0)(secHtanod o) =
N S/

u du

+Cy

La diferencia entre las constantes se obtiene de igualar:

(tané’)2 e - (sec 9)2

+C.
2 2 2

¢ —-C,= l{sec2 6 — tan? 01 L
— 2

1+tan? 0

ax a
. | ——=F C Fl=1.
66 S|J.X2 o (X)+ , halle (2)

Solucioén:
Calculemos Jd—x mediante una sustitucién trigonométrica:
2 2 2
x“Na“ - x
X =asenf —»dx =acosfdo
Entonces:

J‘ ax ZJ‘ acosOdo ZLJ‘ de
x2\a? —x2 (azsenzﬂ)\/a2 (1—sen2¢9) a®J sen’ 0
1 1
. csc” 0d6 = —(-cotf) +C

dx J‘
J.XZ\/az _x? a’ a

Fio)

189
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

67.

68.

De donde:
-1
F,,, =—cotd
(0 =52
F = -1 cot| arcsen™
Sl a
Con lo cual:
-1 % -1 1
F(%) —a—zcot[arcsen? —a—zcot(arcsené)
-1 z -1 —J/3
F.,=—Fcot==—(J3)=
(%) a® 0 6 a° (\/—) a?
a B
Sijtan“udu _lany tamu +C, halle a - B.
[04
Solucioén:
Escribamos:

Jtan“ udu = I(tanz u.tan® u)du = I(secz u- l)tan2 udu

J-tan“ udu = I(secZ u.tan’u — tan® u)du = Htanz u.sec®u — (sec2 u- 1)} du

3
tan“ u
Itan4udu: —tanu +u +C
De donde:
a=3yp=1
Con lo cual:
a- =2

Obtener:j dx .

Senx cos X
Solucién:
Escribamos: ) ,

COoS“ X +sen® x
j dx _ J‘ cos? x + sen? x dx :I cos2 x g =
sen x cos x Sen x cos x Senx cos x
cos® x

cos x (cos x ) —senx (—senx)

J ax J cos® x dx
Senx cos X senx

COos X
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Al analizar la Ultima integral, se llega a la conclusién de que la respuesta es:

In SenX+ C olntanx +C
cos X
69. Encontrar:J dx .
1-cosx
Solucién:
Se tiene que:
COS X = COS? X sen? X
2 2
cosx =|1-sem? X |—sen? X —1-2sen? X
2 2 2
De donde:
1-cosx = 25en2%
Entonces:
e Y
—CoS X 2$en25
Con lo cual: 191
Jd—x = —lcoti+c
1-cosx 2 2
70. Integrar / = Isen3 X.sec x.dx .
Solucién:
Escribamos:

I = Jsenzx 3ENX gy = I(l—cos2 x)tanxdx
oS X

| = Itan xdx — J.cosz X tan xdx

senx senx
/:I dx—'[coszx~ ax
COS X COoS X

/= fJ. ZSeNX ox flJ.senZde
Cos X 2

/ :fln(cosx)+%c052x +C

/= In(secx)+%c052x +C
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

71.

72.

X+7
Resolver: .[
\/x +4x +13
Solucién:
Escribamos:

-1
IX—”dx = J(xz +4x +13) A(X +7)dx
Vx% +4x +13

J' xX+7 2.‘- 2x+4)+10](x +4x+13)/dX

Vx2 +4x +13

Descompongamos en dos integrales:

2[(2“4)()( +ax+13) dx+SI

J x+2 +32

+5In[x+2+\/x2+4x+13}+0

1
1 (x2 +4x + 13)4
S
2N
La respuesta es:

Jx? 4+ 4x +13 +5In[x+2+\/x2+4x+13}+c

Hallar la integral:
j S S—
X2+ px + p?
Solucién:
Escribamos:

2 %(xdx) :%I(xz +px + pz)_% [2x +p—p]ax

X -
—dx:J.x2+px+p
I ,X2+pX+p2 ( )

-1
Iédx=lj(xz+px+p2)é(
X% + px + p? 2

2x+p dx——J‘

J.\/x +px + p? % 2
J‘+dx: I(x2+px+p2)—£Ion +Bj+\/x2+px+p2}+c
X%+ px +p? 2 2
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. dx . a
73. S|I—=F +C, halle F,_,, sabiendo que b = —.
x2+ax+bx+ab ¥ © a 2
Solucién:
Como:

b
J‘ dx J‘ dx 1 2 2
= = In +C
2 2 2 2
x°+3bx +2b (X+3bJ —(bj Z(bj X+3b+g

2 2 2 2
De donde:
1 x+b
Fy=—In
)" b x+2b
1. b
o In= = ZIn==1nb/L
Floy=5 N5y =515 = 1Y
ol
74. Calcular:J. 5 dt
e? +ae! +bel +ab
Solucién:
Escribamos: 193

2 2 2

,[ e'dt _.[ e'dt _.[ e'dt
e? +(a+b)e’ +ab (t a+bj2 (a+b)2 (I a+bj2 (a—bjz
e + - +ab e + 5 -

Siet+ 240

=u=du=eldt

Entonces:
. et+a+b a-b
j e dt = L In 2 2_,c
e’ +(a+b)e' +ab Z(a—b] REEE: -b

b a
+
2 2

eldt 1 el +b
j 2t f = In— +C
e’ +(a+b)e' +ab a-b e +a

ax . . L
75. Evaluar: j—zcon un cambio de variable inicial adecuado.
XV1l+x+x

Solucion:

1 _
Seax =—=dx =—21dt
t t
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76.

194

Entonces:

J‘)(\/1+x+x -[ \/ J‘\/1‘ +t+1

Ixx/l+j(+x2: -[\/ (J—/j

J.X—“diﬁz —In[(t +%)+\/(t +%)2 +(\/§4)2]+C
La respuesta es:

|n[(t+%)+m}+6:|n{(%+%}+\/g}+c

. ax V3
Si I =F,+CYyF, ==, hallex,.
(1+x)%+(1+x)% ) )
Solucién:
Se tiene que:

J‘ 3dx i :J‘ i dx :J' ?X
(1+X)A +(1+x)é (1+x)4[(1+x)+1] (1+X)A(X+2)

Seal + x= 1> = dx=2udu

Entonces:
J' ax :.[ 2udu _ 2J‘ du
(1+x)%(x+2) U(U2—1+2) u?+1
J.—?X = 2[ljarctanﬂ+c
(1+ X)A (x+2) 1 1
Fwy
De donde:

F(X) =2arctany/1+ x
v
F(XO) =2arctan/1+ x4 = 3



77.

78.

arctan /1 + xg :%
J1+xg =tan£=£
6 3

1+x 3.1
"9 3
xo -2
1+3x2 1
Si J 1+x :—;+)‘(X)+C, halle f ;,
Solucwn.

Descompongamos el integrando de la siguiente manera:

1+3x° 1+ x2 2x? 1 2
= + =—+

X2(1+X2) x2(1+xz) X2(1+X2) x? 1+x?

Entonces:
2
_[ 1+3x dxzﬂiﬁ 2 2}dxz_l+2arctanx+c
x2(1+x2) X 1+x X 195
De donde:
f(X) = 2arctanx
Con lo cual:

7‘(1) =2arctanl = 2(%) = %

. . 1
Usar el cambio de variable u = x + — en
X

J- +—+11[ ]dx— ()+C para evaluar
Solucién:
Sea:
u:x+12du:[1—i2jdx:>du: X2;1dx
X X X
u2:x2+2+i:x2+izu272

x2 x2
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Entonces se tiene que:

e [ o [ -2
j/x +—+11[ de—j\/ﬁdu——umqt1(9)In[u+ﬁ}+0

Si x:1—>u:1+%:2
De donde:

/:(2) :%(2)ﬁ+%ln[2+\/ﬁ}

F(2) =3.6056+7.7570=11.3626

4%
79. Integrar: / =J. X
€ 2 _2e* -3
Solucioén:
196 Escribamoslo asi:
2x
/= ZIZ—dx
X -2e* -3
2% — 2e* X |
/_2'[(2 )dx+j 5 2e ax
e* —2e* -3 e —2e* -3
X
I =2|In(e? —2¢* —3)+ 2| — 5 —dx
X 71) 722
Finalmente:

/ =2~In(92X —2e* —3)+IneX —

80. Integrar: /_J‘ X+3)dX

VX2 +4x -
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81.

82.

83.

84.

Solucion:

Escribamoslo asi:
/- lJ‘ 2x +4+2
2

— X
Jx? +4x -5

2x + 4 ax

/:lf dx+J‘
2J Jx?vax -5 \/(x+2)2—32

De donde:
1
2 Y
X +4x -5
1_1¥+|n{x+2+ x2+4x—5}+C
2 5 V
2
I=Vx?+4x-5 +In[x+2+\/x2+4x—5]+0
Integrar:.[ dx . Sugerencia: hagau = sen2x .

(senx +cos x)

1 /1-sen2x
R.: ——\/— +C
2 \1+sen2x

it [ In(x +1)—Inx
ntegrar: —I D)
R.-LieX*Ll, ¢

2 X

arctan(\/I)
Integrar: I = I—
Vx3+2x2 4+ x

R.: (arctam/?)2 +C

ax.

In(lnx)+1dx

Integrar:j
xInx

R.:%[In(lnx)+1]2+c

197
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

3

Integrar: Ix—dx.

3
(x2+8)é
+Vx?+8+C
x°+8
IntegrarJ. ax
Jxvaidx b
2 % %
R:——M— 2 _(x-b)2
3(a+b)[(x+a) (x-b) }+C
dx
Integrar: | —M .
& J-x.cosz(1+lnx)
R,;tan(1+lnx)+C
Integrar: w
g J 1+ cos2x
1
R.:=(tanx +x)+C
h 2
Integrar: J.de.
3
R.:l(|n2x+4)é+0
3

Resolver: J.cos4 3xdx.

"8 12 96

3x senbx . senl2x

Resolver: J.d—x

R.:

sen® x cos® x

—2cot2x +C

+C
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[,2
X 2+1dx:g
X

+C.

92.  Sefialar g, si se conoce quej

R.: -2 +|n(1+J§)

()

93. \/_ = Kxg +C, halle g(zn).
R.s 27

94, Si'[xzdfaz =y G, halle h,
R.
4a

95. SiI—dx = F(X) +C, entonces F;, es igual a:
(1+In x)

96. S|j +C entonces F( J es igual a:
ua® -u? 2
R.: |n€/2—\/§

1
97. S|I(n x) dax = nz’”xA, determinar el valor de K.

R.:n
98. Integrar:j ax.
a+bx
R.: lx—iln(a+bx)+i+c olx—iln(a+bx)+C’
T b b2 b2 b~ b?

99. Integrar:j

2
X ax

J1-x?

R.: —%arccosx —%xxll—xz +C
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ax

2

100. Integrar: J.—
3x“—-x+1

211 6x —1

R.: 11 arctan
T V11

+C

200



4. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO IV

1-Jx
Inte rar:J- ax
g T v

Solucion:

VX 1K
.|.\/1+\/_ .|.\/1+\/_ 1 \/—

=J‘@dx
J.\/l X .[\/1 X

\/—

r=-f- x) /2

J
J=-21-x -J

Calculemos J:

P =1-x 2udu=-dx 201

JJ'W

2udu)
J= —2'[\/1 —u2du

= —2{%\/1 —u®+ %arcsenu}

=—u\1-u? —arcsenu
=—J1-x \/_ —arcsen+/1-—x

| =-2J1—x +x —x? +arcsen1-x +C

dx = F,y +C, halle .

S|j \/ﬁ

Solucion:

Sea:

X == =dx :—izdt
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Entonces:
1
J‘ ax :J' t :_J' t
x2x2 14 iz\/inr 4 J1+4t2
t t
1
1 (1+4t2)4
J' ———J' (1+a?) % (sdt) - - R
\/x +4 é
ax 1 2
— -~ \1+4t? +C
J‘)(Z\/x2 +4 _4_”__;
Fioy
De donde:
-1 4
fo=a 5
Con lo cual:
:__1,/]_+ :£
202 4 4
3 (x2 +1)m
103. j X ox = ~(x2+1) +C,halle m+ p+ .
x?+1 n

Solucion:

Sea X’ + 1 =17 = 2xdx=2udu

Entonces:
J- 3 J- 2 (2xdx) lj-(uz—l)(Zudu)
m 2l e 2
2 u?
.[\/ﬁdxfj-( 1)du:?—u+C
Es decir:

.[ C dx = (X2 +1)%
Jx2 41 3

—(x2+1)%+C
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De donde:

m:321n=3 yp:é
Con lo cual:
m+p—n=§+l—3:—1
2 2

Inx

104. Sij
x3(lnx —1)(2Inx —In? x —1)

dx =fi,) +C, halle f(eZ)'

Solucion:

Se tiene:

In xdx 7J‘ In xdx

/ _jx3(|nx —1)(2Inx —In®x —1) x3(lnx —1)[—(Inx —1)2}

= _J‘%:—J‘[x (Inx —1)}73 [Inx |dx

(Inx -1)
) 203
Siu=x(nx-1) = du={1(|nx—l)+x(—j}dx=Inxdx
X
Entonces:
-2
/——J.u’3du:—u +C:L2+c
- 2U
0]
De donde:
f(x)= L
2|:X(|nX71):'
Con lo cual:

2[e?(2- 1)}2 2t

105. Sijexxla —be*dx = m(a —bex)n +C, calcular mb + n.

Solucién:

Sea:

W — a-be* = be*=a-w = be‘dx=-2wdw
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106.

107.

Entonces:
J‘eX\/a ~be*dx = %j\/a ~be” (be"dx) = %J‘w (~2waw)
_ _ 3
Iex a—bexdx:—2J.W2dW:_2,W_+c
b b 3
De donde:
2 W\ _ .
—5( - be ) 7m(a—be )
Con lo cual:
2, .3
3b 2
y:
mb+n:—b+§:__2+§:§
2 2 6

In(l
HalIarI n(nx)dx.

xInx
Solucioén:
Sea:
Inx=u = x=¢€" = dx=e‘du
Entonces:
In(l
J‘Lnx)dx :J‘In_ueudu :Im_udu
xInx ey u
2
In(l I
j ( nX)dx :J(Inu) duy_ (Inv) +C
xInx u 2
De donde:
In(Inx) 1 2
J‘ =2 [in(inx) [+
Integrar: / —I o
grar: xJx+1°
Solucién:

Sea tP=x+1 = 2udu=dx
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108.

109.

Entonces:
/I .[ 2udu J‘
u? - F
1 u-1
/=2 — |In——
[2(1)} nu+1
Es decir:
/ :IHLH-FC
vx+1+1
Integrar: /_'[f'lnx dx
Solucién:
. 1
Si u=Inx =du==dx
X
| = If (u)du =
Es decir:
I= f(lnx) +C
Integrar: /| = j—mdx
X
Solucion:

Sea x+9=u’=x=u?-9=dx =2udu

Entonces:

2du

2ud 2'[

205
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110.

De donde:
Jx+9-3
J=2dx+9+3:-In—+C
VX+9+3
ObtenerI Xd; de dos formas distintas y comprobar que la diferencia de los dos resultados
a+bx

es una constante.

Solucioén:

Primera forma:

Sea a+bx =u= bdx =du X =

Entonces:

J‘ xdx :J b b :iJ'u—adu
a+bx u b2 u

xdx 1 a 1
=—||l-—|du=—|u-alnu|+C
.[a+bx bZ.W } bZ[ I+a

La respuesta es:

u a
?——Zlnu +Cl
Es decir:
a+bx a
7 —b—zln(ewrbx)+c1
a x a
b—2JrE—FIn(aerx)JrC1 @)

Segunda forma:

Dividamos:
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De donde:
X _l_ %
a+bx b a+bx
Entonces:
a
J‘xdx _J‘l_i dx
a+ bx b a+bx
xdx 1 a
,[a+bx :Ex—?ln(a+bx)+02 .. (3
De (a):
%—;—Zln(a+bx)+{%+01}
De (B):
%—%In(a+bx)+|:02]

La diferencia de los dos resultados es: 207

% +C, —C, = constante

2

111. Hall J.i
. allar: (a+bx)'
Solucién:
Sea:
u:a+bx—>x:uzdx:ldu
b b
Entonces:

a+bx)
x2dx 1 a®
.[(a +bx) :b_3.[{u ~2a +T}du

2 2
I Xdx L\ s atinu |+ C
(a+bx) b3| 2

I(xzdx I(u;aﬂ;duj 1I(u_a)2du
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112.

208

113.

De donde:
J‘ xPdx
(a+bx) 2b3
Integrar: I:J. X ax.
1+x4
Solucién:
Escribamos:

Sea u= x> = du=2xdx

Entonces:

’%I\/l

1 (a+bx)

2

2—i—°’3"(al+bx)+Z—e’ln(a+bx)+c

/ =J.de

2xdx

Y
+(x2)2 20 1402

/:%In(u+\/1+u2)+c

Finalmente:

/:%In(x2+\/1+x4)+0

Integrar: / = sz.ln(x +x%+ 1).dx.

Solucioén:
Por partes:
3
u:ln(x+\/x2+l) v:%
T
1+ X
[ 2
du = x“+1 ax = 1 ax dv = x%dx
X + \/x2 +1 \/)(2 +1
Entonces:
3 3

sz.ln(x +m)dx =%In(x +m)—%I

dx ...(1)




APUNTESDEESTUDIO 0

Calculemos:

.[\/,fﬁdx = J.(x2 +1)7%(x2)(xdx)

SitP=xX+1 = 2udu=2xdx = udu= xdx

Entonces:

J.\/XX;T dx = J-%(uz 71)(udu) = J.(u2 fl)du

J X dx=lu3—u+C':l(x2+l)%—(x2+1)%+()' ..(2)
3

Vx% +1

(2) en (1):
3 1

Ixz.ln(x +m)dx :X?In(x +m)—é(x2 +l)% +%(x2 +l)é +C

114. Calcular:

Ieag senbfd o
Solucion:
Por partes:
u=e? v:_—lcosbe
b
{ 0
du = ae?’d o dv =senbod
Entonces:
ae
Jeagsenbé)dé):—eb cosb6’+%jea"cosbed9 (1)
Calculemos Jea‘g cosbhOd o
u=e% v:lsenba
|’ 0

du = ae?’d o dv = cos b0d o

209
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De donde:
e a
jeag cosbOd @ = A senb@—;J‘eagsenbedﬁ ..(2)
(2) en (1)
ao al 2
J.eag senbdd o = - cosbo + ae2 senbd —a—zjeag senbdd o
b b b

a2 ea&
1+= Ieagsenbedez (asenbé — b cos bo)
b b

Finalmente:

e (asenb@ - b cos bo)

+
a® + b?

J-ea” senbdd o =

115. Hallar g(ez) si se sabe que:

Isen(lnx)dx =8 +C

Solucion:
210
w=Inx = dw=—"— = dx=e"dw
Sea
x =e"
Entonces:
| = Isen(lnx)dx = J.senw.ew.dw
Por partes:
U =senw v=e"
¥ T
du = coswdw dv =e"dw
De donde:
/= J‘sen(lnx)dx =e"senw — jew coswdw
¢
u=cosw v=e"
N3 T

du=-senwdw  dv=e"dw



| =e"senw —| e" cosw + jsen w.e”.dw

< ___
i

21 = e" (senw —cosw ) + 2C

/ =%eW (senw —cosw) +C

8(w)

8x) = %e'”* [sen(Inx) - cos(Inx)]

8(x) :%[sen(lnx)—cos(lnx)}
Con lo cual:

o2
g(ez) = ?[senZ ~cos2|

ax

116. Siln(x):jin dx, al integrar por partes se deduce que /,(x)=f(x)+g(n,a)l,;(x). Halle

8a2r 211
Solucion:
eax
Se tiene que: /,(x) =J‘ dx
X
. eax S X—n+1
-n+1
|2 0
du = ae®dx dv = o _ x "dx
Xﬂ
Entonces:
s (X—n+1) P
/ = - d
n(X) 1-n l_an—l X
eax X—n+1
a
h(x)= 1(n )_ lfn/”’l(x)
De donde:
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Con lo cual:
-2 2 _1

€32 175-3"

117. Se sabe que +C. Halle el valor de F, - Fm.

1
———dx =F
J.x +2dx -1 (x)

Solucion:
Seax-1=w> = dx =2udu

Entonces:

1 2udu udu
dx = | — =2 5
X +20x -1 v +1+2u (u+1)

Integrando por partes:

-1
w=u V=
u+1
\2 0
dw =du av = du >
212 (U+1)
De donde:
I—l dx =2| =4, [
X+20x -1 u+1 u+1
I;d)(:{ - +|n(u+1)}+c
X +20x -1 u+l
Entonces:
—Jx -1
F(X) 2{m+1+ln(\/x—1+1)
Con lo cual:

-1
F(z) —F(l) :2{7+|n2—(0+0)}:2ln2—1

118. Obtener £, sij(x arctan x ) (xdx) :f( )+C.

X
Solucién:
Sea:

/= J(x arctanx ) (xdx ) = Ixz arctan xdx
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Por partes:
X2
u = x arctan x vV =—
2
N T
du = (arctanx + X 2de dv = xdx
1+x
Entonces:

2
I=(x arctanx)[%]—%sz [arctanx + X 2de
X

3 3
/ :X—arctanx ,l x? arctan xdx 71_[ X ax
2 2J1+x?

3
/:X—arctanx—l/—l X — X dx
2 2 2 1+x?

3 2
312X arctanx - L X——lln(1+x2) 3
2 2 2 2 2

3 2
/ =X—arctanx —X—+lln(1+x2)+C
6 6

2

119. Integrar por partesj X ax.
1-x°

Solucioén:

u=x v =—1-x?
Sea: J 0

du =dx av = xax

V1= x?

Entonces:

x2
J. dx = —xy1-x? +J.\/1—x2dx
J1-x?

dx = —x\1-x2 +lx\/1—x2 +%arcsenx +C

I
1-x2 2

213
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ax

120. Si/,(x) ZJ.i” dx, al integrar por partes se deduce que /, (x)=7(x)+g(a,n)/, ..

Halle 8.0y
Solucion:
eax
1, (x) :.[ o dx
-n+1
u=e¥ v==
-n+1
J 0
du = ae®dx dv = x"dx
Entonces:
X—n+1 a eax
! = R J. dx
n ( 1-n 1-nJ x"1
X—n+1 a
I, (x)= T e _1—n/"’1(x)
214 De donde:
-a
Blan) "100
Con lo cual:
-3
Ba) =153

121. Hallar de dos maneras diferentes J-X” Inxdx (n = -1).

Solucion:
/=IX”InXdX (n=-1)
Por partes:
u=x" v=xlnx—-x
J 0
au = nx"! av = In xax
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Entonces:

| = Ix” Inxdx = x" (xlnx —x)—nJ-x"'1 (xlnx - x)dx

/ :JX” Inxdx = x”*l(lnx —1)—njx" In xdx +n‘[x“dx

n+l

/:x”*l(lnx—l)—n/+nx 1+C'

n+l

+C'

_ yn+l _ nx
(n+1)1 =x""(Inx l)+n+1

De donde:

x™(nx -1 n+l
/=Ix”|nxdx= ( )+ nx +C

n+1 (n+1)

B Xn+1|nX Xn+1 an+1

= - + +C
n+l n+l (n+1)2

Xn+l|nx Xn+1

_ _ ~+C 215
n+l  (n+1)

Otro modo:

/= J-x” In xdx

u=Inx v =

Entonces:

n+1 n
X" Inx X
/ :——j—dx
n+1 n+1
Xn+1|nx Xn+1

/= - = +C
n+l  (n+1)

122. i J'[xf "yt X ) |8 =8 +C A Ty =1y = -1 halle g,
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Solucion:

J.xf"(x)dx +J‘xf '(X)dx +If(x)dx =8(x) +C

Tenemos que:

Analogamente:

216
u=x V= f(X)
¥ 0
du =dx dv=f'(X)dx
oy =Xy - J' faydx
Entonces:
[xf '( =T +C} +[xf(x) —J.f(x)dx} +J.f(x)dx = 8(x) +C
X% M) =Ty = 8x)
Enx=2
22+ 22 ~To) = Bp2)
Con lo cual:
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123. Integrar: | = jarcsen xdx.

Solucién:
Sea:
0 =arcsenx —>send = x —> cosf =1 - x?
dx =cosfdo
Entonces:
| = jecosede
u=e0 v =send
¢ T
du=deé dv =cos@d o
De donde:

/ :Qsene—JsenedQ

/I =0sen@+cosb+C

I =xarcsenx +yJ1-x2 +C

217

124. Integrar: | = J-x.arcsenx.dx.

Solucion:
Por partes:
u=x v =xarcsenx ++1— x?
J 0
du =dx dv = arcsen xdx
Entonces:

/= x?arcsenx + xyJ1 - x? —I(Xarcsenx)dx—J‘\/l—xzdx
/= x%arcsenx + xyJ1 - x? —/—jle—xzdx+20

2/ = x?arcsen x + x\1— x2 — |:%X\/1 -x% + %arcsenx} +2C

2
/:X?arcsenx +%x\/l—)(2 —%arcsenx +C
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125. Integrar: / =J.x5ex3dx.
Solucién:
Sea u=x} = du=3xdx

Entonces:

3
/= J-x3xzex

dx = %Ix3ex33x2dx

| = lJ‘ue“du
3

Integrando por partes, se obtiene:

joL

: {ue“ - I e”du}

1 1
/ :g[ue“ —e“} :ge” (u-1)
De donde:
218 /:—ex3(x371)+0
126. Integrar: /=I|;]()(—+3')dx
X =2x+1
Solucién:
[ J' In(x + 32)
(x-1)
Como
-1
u=In(x +3) V—X_1
J 0
du = 1 ax av = dx S
X+3 (x—l)
Entonces:
-In(x +3) J‘ dx
= +
x -1 (x =1)(x +3)
/=—In(x+3)+J‘ dx
x -1 x% +2x -3

h
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Calculemos /,:

lfj‘ adx 7J‘ adx
o) x2iox -3 (x +1)F 22

1 | xX+1-2

I =——In"" "2
2(2) x+l+2
L=tmX=Lie
4 x+

Finalmente:

+_
x -1 4

127. Integrar: lzjxln(x +1)dx.

Solucion:
Sea:
x? 219
u=In(x+1) v = >
J 0
du = dx dv = xdx
x+1

Entonces:

2 2
/:X—In(x+1)71J‘ .
2 2J x+1

h

Calculemos /;:

2
/1:J‘ X dx:J‘x—1+ L dx
x+1 x+1

2
I =%—x+ln(x+1)

De donde:
2 X2 x In(x+1)

X
I:TIn(x +1)_T+E_

+C
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2
128. Integrar: /:J.In X

5o
Solucién:
Sea:
u=In?x v = L
- 1 T_d
X
du:2(|nx)(;dx} d\/:X_3
Entonces:

5 2 3 ax
h
Calculemos /,:
Inx
/ :J—dx
1 X3
Sea:
X—Z
220 u=Inx v:_—2
N T
du:idx dv:d—);
X X
Entonces:
ok Lo
72 x2 T 2)«
X7
X2
2
De donde:
1 IPx 1 Inx 1
=2 — = —- +C
2 x2 2 x? 44?2

129. |Integrar: / :J‘len2 (x2 +1)dx.

Solucioén:
Sea:
u:ln(x2+1) V:(x2+1)ln(x2+1)—(x2+1)
J 0
du = xzzildx dv:[ln(x2+1)](2xdx)
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Entonces:

/= In(x2 +1)[(X2 +1)In(x2 +1)—(X2 +1)}—J-2x[ln(x2 +1)—1de
/= (X2 +1)In2 (X2 +1)—(X2 +1)In()(2 +1)—[(X2 +1)|n(){2 +1)—(X2 +1>—X2]+C

/:(Xz+1)In2(x2+1)—2(X2+1)In()(2+1)+2)(2—1+0

130. Integrar: / = _[2)( In2 (x2 + 1)dx.

Solucion:
Sea:
u:lnz(x2+1) v=x°
J 0
du:[2][|n(x2+lﬂ 22X1dx dv = 2xdx
X<+
Entonces:
3 2
/:XZInZ(X2+1)—4J‘$dX
+
/:X2In2(x2+1)—4j.{x— 2)( 1}In()(2+1)d)( 221
X"+
/:X2In2(x2+1)—4Ix|n(}(2+1)dx+4IX2X+1In(X2+1)dx (1)
h Iy

Calculemos /,:

h= Ix In(x2 + l)dx = %J‘{In(xz + 1)}%

N
M du

Como jlnudu =ulnu -u,
h :%[(xz + l)ln()(2 + 1) —(x2 + 1)}
Calculemos /,:

Iy = j X2X+ 1 In()(2 + 1)dx

Sea:

u :In(x2+1) v:%ln(xZJrl)
2 0
du = 2xdx dv = xadx

x?+1 X +1
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222

131.

fp =1 (1 +1) = [ —in(x +1)ax

De donde:
=5 (5" 1)

2y =0 (1 1) = (o 41

En (1) :
1= x21n? (x? +1)74{%}[(x2 +1)In(x? +1) - (x2 +1)} +4&jm2 (x2+1)+c
F=x21n (x® 1) = 2(x* + 1)in(x? + 1)+ 2(x® + 1)+ n? (x* + 1) +.C"
I= (x4 1)in (2 +1) = 2(x* + 1)in(x? + 1) + 2x% 4 24.C"

La respuesta coincide con la del ejercicio anterior.

Encontrar K en la férmula siguiente:

J‘cosx dx = — COoS X : _KJ‘sen)l( dx
x™ (m-1)x"" x™
Solucion:
Por partes:
X—m+1
U =Cos x V=
-m+1
J 0
du = —sen xdx dv = x""dx
Entonces:
J'cosx dx = — COoS X - 1 J‘sen;;d
x7 (m—l)xm‘ m-=1J x™
De donde:
KoLl



2
ax
132. Calcular: [ X9 .
V3+4x
Solucién:
Por partes:
2 V3 +4x
u=Xx =
2
J 0
ax
du = 2xdx dV = ——
N3 +4x
Entonces:
x2dx

1>
L = Xx%J3+4x - | x/3+4xdx
N3+4x 2 I

Calculemos jx\/3 +4xdx

2
2 uc-3 2udu  udu
=3+4 = dx = huhall
Seg U +4x > X 7 = dx 7 > 223
Entonces:
2_
Ix\/3+4xdx:Iu\/u2ﬂ:lJ.( 4—3u2)du
4 2 8
1 U5 3
IX\/3+4XdX=§ ?—u +C
De donde:

2
xCax %XZ\/3+4X —%(3+4x)% +%(3+4x)% +C

Brax

2 2

x“dx X 1 2 1 e
—m={7—m(3+4x) +§(3+4X):| 3+4x +C

J' X2dX _2X2*2X+3\/3+ﬁ+C
V3 +4x 20
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133. Encontrar K en la siguiente expresion:

Solucién:

Por partes:

Entonces:

224

De donde:

Con lo cual:

xax
Ja + bx
u=x
J
du = dx
Xxdx _2_x
Ja + bx b

2x

J‘ xdx  2x
Ja+bx b

(a+

a+bx —

K (2a—-bx)Ja+bx +C

1(a +bx)? %
(a+bx)2
oy o
T
dv = ax
va + bx

bx)% —%I(a +bx)%dx

2 (a +bx)%

73

+C

xax :E\/a + bx {x —%(a +bx)}+0

Ja+bx b
xdx 2
Ja+bx b

—+/a + bx

3bx —2a - 2bx
- " +C
3b

J xdx _E(
Ja+bx b

J‘ xdx
va + bx

-2

3p?

bx3—b2a J\/a +bx +C

(2a—bx)va+bx +C
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134. Encontrar la constante K en la siguiente férmula de recurrencia:

4 2)?
/ =J‘x’" (a +bx2)dx =%—Kjxm2 (a +bx2)dx

Solucién:
Por partes:
u=xm1 v:—(a+bx2)2
\2 T
du =(m l)x”"zdx dv = (a + bxz)xdx
Entonces:
/ :%x””l (a +bx2) ——;1 (a +bx2) x™%dx
Escribamos:
/:%xm'l(aﬂyxz) _m-1 [(a+bx2)x”"2}[a+bx2}dx 225
/ :%x’"’1 (a + bx2) - m4;1 (axm’2 + bxm)(a + bxz)dx
O mejor:
/ =ﬁxm'1 (a +bx2)2 _m4_;1 Iax”"z(a + bxz)dx +bem (a + bxz)dx
]
/ :Lxm‘l(a +bx2)2 —M-[xm'z(a + bxz)dx _m-1,
4b 4b 4
De donde:

{1+ m —1i|/ =Lxm—1 (a +bx2)2 _ijm‘2(a +bx2)dx
4b
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135.

Con lo cual:
x™ 1 (a+bx? ? _
/= ( ) - a(m-1) J.x’"’z (a +bx2)dx
b(m+3) b(m+3)
Finalmente:
P a(m-1)
b(m+3)
Int o[ g
ntegrar: / = X.
3/1_X2
Solucién:
Escribamos:

1 N\ Vs 2
/75,[(1_)( ) x*(2xdx)
Sea w=xX = dw=2xdx

1=5[@-w) A w)(aw)

Por partes:
2
0w
2
\2 0
du =dw dv:(l—w)i%dw
Entonces:
2
:l{—3w(1—w)é 3 (1w)%(dw)]
2 2 2
! =—[W(1—W)% + 3(1_W)AJ
Finalmente:
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136.

137.

/= 23(1 x)/3(2x +3) +C

2
1 n 1
Demostrar que/ =H(f (mx)) ey (m)} D= Tnn) T o+ €
Solucién:
1
Sea y =Inx =dy =—dx
X

Entonces:

Calculemos /,:

u=F, V=T
du:f"(y)dy dv=f'(y)dy
De donde:
h=F it =) F
Entonces:

J-f )dy +J-f(y)~f"(y)dy

P=F0) ) + € =T (0T €

Comprobar que la formula del problema anterior se verifica para f, = 2x* - 3x + 4.

Solucién:

Se tiene que:
f(X) =2x% - 3x +4:>f(m) =2In°x -3Inx +4
f'(X) =4x 73—>f'(,nx) =4Inx -3

Fly =4 = 4

Inx

227



PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

Entonces, el primer miembro es:

j[(f'(,m))z i .f"(,nx)h—x:ﬂ(4.|nx -3 +(2-1n°x - 3-Inx +4)(4)}d—x

X

0 sea:

J‘[16-|n2x724-lnx+9+8-In2x712~lnx+l6Jd—X
X

2
I(24-In2x736-|nx+25)d—X:24J‘|n de—36jm—xdx+25jd—x
X X X X

3 2
24J.(Inx)2 (d—xj—36.|.(lnx)l (d—xj+25jd—xz 24 '”3X - 36 '”2" +25Inx +C,
X X X

El primer miembro resulta ser:
8In® x —18In? x + 25Inx +C; a)
Calculemos el segundo miembro:
228 fine)f (inx) = (210° x = 3Inx + 4] (41 x - 3)
Es decir:
8-In*x-6-In?x-12-In°x +9-Inx +16-Inx —12+C,

El segundo miembro resulta ser:

8-1n°x-18:In x +25.Inx =12 +C, ()

Comparando (o) con (B), se verifica la formula del problema anterior para C, = C, - 12.

dx
138. Resolver: Im.
Solucio6n:
Escribamos:
dx [ sec? xdx
- 2 4 pfanx

(2 + eta'”)cos2 X

Sea u = tanx - du = sec? xdx
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Entonces:
J‘ dx 7J‘ du 7.[ e Ydu
(2+ eta”)cos2 X 2+e 2eV +1
— — —-u p—
| o S [ hin(ee +1)+c
(2+e‘a”")c052x 2J 20 +1 2
De donde:
‘—1|n(2e*a” +1)+c
2
(2a2 —xz)x3
139. Resolver la siguiente integral:j =—ax.
(a2 - Xz)é
Solucién:
Sea x = acosf — dx = acos6df
Entonces:
2a° — x?)x3 [ 2-sen’0 62} a’sen®o 2-sen’@)sen® 0 229
j%dx :J ( 3) 3( )(acose)de :a‘i[%d@
( 2 2)4 a-cos” @ cos“ 6
ac—-x
(2&12 fxz)x3 (Zfsen2 9)sen3 0
(azixz) 2 —sen” ¢
Dividamos:
2 3
(2—sen e)sen ¢ sen®9-2sen®0 3 send
5 = 5 =sen 9—sen9—2—
1-sen“ 6 sen“ g -1 sen -1
De donde:
2a° - x?)x°
(—de = a3ﬂsen30—sen0+ ser129 }d@
(a2 7)(2)4 cos® ¢
Tendremos:
(232 - xz)x3

dx = a3J-[sen 9(sen2 = 1) +(cos 9)_2 sen Q}de

(32_)(2)4
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dx = a3ﬂ(cos 0)2 (—sen@)—(cos 9)_2 (—sen 6’)} de

—(ZaZ_XZ)X3dX:a3{COS30+ L :|+C
(az_xz)%

3 cos @

2 [.2 2

Como x:asen9—>sen0:£—>cos¢9: 1—(ij S
a \ a a

Se tendra que:

C

(a° —Xz)% s Ja? - x? :

Finalmente:

X
230 140. Si -[1 a 5—dx = karctann” +C, encontrar kInn*.
+a

Solucién:

Sea u=a& = du=a".lnadx

Entonces:
a* 1 ra“.lnadx 1 du
L el T el T
+a 1+(aX) +u
X
I a dx:LarctanUJrC
1+a% Ina
Si: .
——arctana”* = k arctann*®
Ina
k:L y n=a
Ina
Entonces:
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141. Encontrar:jarctanxdx.
Solucién:
Sea 0 = arctanx — tanf = x — sec? 6df = dx
Entonces:

.[ arctan xdx = J‘H sec® 0d o

u=e v =tand
N T
du=do dv =sec? 0d 6

Iarctanxdx =0@tané - Itané)d@

-sen&d o
Jarctanxdx =9tan0+J.—( )
cos @

Iarctanxdx =@tand +Incosé

A partir de tanf = x : 231

De donde:

Iarctanxdx = (arctanx)x +In
1+x

Jarctanxdx = x(arctanx)—%ln(1+ x2)+C

142. Si Iarccostdx = q(X) + k, hallar g(1/3).
Solucién:
Sea @ = arccos2x — cosf =2x — —senfd d = 2dx

Entonces:

J.arccos 2xdx = J‘B(%gdg) = —%j&sen 0d o
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Por partes:

De donde:

Con lo cual:

Finalmente:

232

143, Sij' x_1

V1-x2

Solucioén:

Escribamos:

J-Bsenedé)
u=0 v =—-cosé
N T
du=de dv =sendd o

J. arccos 2xdx = _71[—0 cosd — J.(— cos ) d&}

J.aI'CCOSZXdX =— 6fcosb f%sen9+c

1
2

1 2x)(2x) - 21— (2x
q(X)—E(arccos x)( x)—§ -(2x)

1 2
q(x) = X arccos 2x -3 1-4x

g flarccosg—l 1—i
(343 3 2\ 9

| =0.2804 -0.3727 =-0.0923

U

dx = B+ k, hallar g, .

I3

De donde:

-1 dx:-[ xdx _J’ ax :iJ‘ —2xdx _J‘ ax
—x? J1-x2 J1-x? 2 (17)(2)% J1-x2

J‘x—l 1 (1) %"
X =— ——
1-x2 -2 _%Jrl

J- x-1 dx = —J1-x? —arcsenx +C

—arcsenx +C

8(x) = —J1-x? —arcsenx



Con lo cual:

g =— l—i—arcsenl
(Ja) \" 16 4

g/, =-0.9682-0.2527 = -1.2209
(%4)
144. Resolver la siguiente integral:j%dx.
Solucién:
Hagamos 2z = tanX = x = 2arctanz = dx = 2d22
2 1+2z
cosx/2 = !
2% +1 S Vz%+1
2
x/2 cosx =2cos? X 1= 22 —1:12_2
2 z¢+1 z°+1

Reemplacemos en la integral dada:

1-22

2 _ 52

J' z4+11; ; '12d22:2_[ . 1 z2 dz
5. 4242 142 (2°+9)(2> +1)

zc+1

Descompongamos en fracciones parciales:

1-2° _AZ+B+CZ+D
(22+9)(22+1)_ z2+9 72241

1-22 =(Az +B)(z2 +1)+(Cz +D)(z2 +9)

1-2°=(A+C)z>+(B+D)z? +(A+9C)z +(B +9D)

De donde:
A+C=0 A=0
B+D=-1 c=0
A+9C =0 D=1/4

B+9D =1 B =-5/4
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Entonces:

st s

2 -S(L arctan£+l(1)arctanz +C
43 3 4

_—5arctan£ + larctanz +C
6 3 2

ax

145. Integrar: I—
3sen? x +5c0s? x

Solucién:

Dividamos ambos términos de la fraccién entre cos? x:

ax

J‘ dx _J‘ cos2 x _J’ sec? x dx
3sen? x + 5c0s? x 3tan’x +5 3tan’x +5

J' ax _1 sec? x dx

3sen’x +5cos? x 3 2

234 (tanx)2 + V5
J3

Empleemos la formula:

du 1 u
J. 5 5 =—arctan—+C
uc+a a a

Entonces:

1 1 arctan m +C

J.3sen2xdj5coszx ZE.% %

I 5 dx >—= \/_arctan J3tanx +C
3sen®x +5cos°x 15 5
146. Integrar: ox .
8—4senx +7cosx
Solucién:
X 26 1-6° 2d6
Sean 0 =tan— —senx = >, COsX = >, dX=—
2 1+0 1+0 1+6
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Reemplazandolos en la expresién dada:

20
dx _J‘ 1+6° _ZJ' do
8 —4senx + 7Cos X 89 +7—7.92 0> -80+15
1+6% 1+6°

dx - 2_[ a0 _ ZIL[_—1+L}d9
8—4senx +7cosx (0-3)(0-5) 2l0-3 6-5

9_5+C
3

o =-In(6-3)+In(6-5)+C =In
8—-4senx +7cosx 0 -

De donde, la integral pedida es:
X

tan—-5
|n++c
tan—-3
2
147. Integrar: &dx.
1+ cosx
Solucién:
Hagamos:
42
1‘=tani»cosx=1 tzadx= 2dt2
2 1+t 1+t
Entonces:
1—t2( 2dt )
2 2 _ g2
COS X dX:J‘1+t 1+t :J‘l t dt
1+cosx 1—t2 1442
1+ 5
1+t
2
COS X dx = — t —1dt:_J' 1- 2 dt
1+cosx t?+1 t?+1
ﬂdx:—jdt+2j dt =—t +2arctant +c
1+ cos x 2 +1
De donde:
ﬂdx:—tani+2 X +C:x—tani+C
1+cosx 2 2 2
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148. Resuelva la integral siguiente:
J- (2 +tan® 0)(1 +tan? 6))

1+tan®0

deo

Solucién:

Seatanf =u = 6 = arctanu = dé = du

1+u?

Entonces:

J-(2+tan29)(1+tan20)d9_J-(2+U2)(1+U2) du__2+u?

l1+tan®@ 1+u3 ‘1+u2 1+u

Descompongamos:

uvl+2 A Bu+C
el u+l wPou+1

u2+2:A(u2—u+l)+(Bu +C)(u+1)

u=-1 3:A(3)+(C—B)(O):>A:1
236 u=0 2=A1)+(C)(1) =cC=1
Coeficientede v>: 1=A+B = B=0

3

De donde:
2 +tan?0)(1+tan @
j( 1 t)(39 )dgzj u11+ 21 > |du
+tan
=it
2 2
e ot ot
do =1 1 t 2 C
I l1+tan30 n(u+ )+\/§/2arc an NI +
2 +tan’ 0)(1+tan’ 0 )
J( )(3 )d9=|n(1+tan9)+ZﬁarctaHZtana 1,
l+tan”6 3 7

149. Integrar: J.ﬂdx.
COS X

du

C



Solucién:
Sea:

2
senx =u? — cos xdx = 2udu —> Cos X = 1—(u2)

Entonces:

IJCS;TXX j\/ '\/zu;'ui)z =211”3i

2du

Calculemos 2.[

u? A B Cu+D
7= * + 2
l+u 1-u 1+u

1-u

u? = A(L-u)(1+0?)+B(1+u)(1+u?)+(Cu+D)(1+u)(1-u)

Si
u=1 1=8(2)(2)»>8B=Y, 237
u=-1 1:A(2)(2)—>A=%L
1
_ _ = -1
u=0 0=—(1)+5(1)+D(1)> D= $A
Coeficiente de t3: 0=-A+B-C ->C =0
Entonces:
J‘\/senx J‘ _ % du
cos X 1+u lu 1+0?
J“senx 1I (1+u)—lln(1 u)-arctanu +C
Cos X 2
De donde:

J-M 1, (1+u

In| —— | —arctanu +C
cos X 21

J‘\/m lln ﬂ —arctan</senx +C
cos X 1-+/senx
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150. Calcular la siguiente integral:

151.

jﬂdx

(1+xe")
Solucién:
Sea:
1+ xe¥ :u:>(0+1ex +xex)dx =du = e*(x +1)dx =du
Entonces:
du
_[ (x +1) dx=.[ or :_[ du :J‘ du
x(1+xex) x(u) (xex)u (u-T)u
Como
111
(u-T)u Tu-1 u
Entonces:

I%dx :J[uil —%}du =In(u-1)-Inu+C

El resultado es:

Inxe* —Inl+xe* +C

xe*

In +C

1+ xe*

16
Calcular: I—dt
J?(16—t2)
Solucién:
Sea t= (> = dt=2udu

Entonces:

16 2udu du
/ :I—dt :16‘[—:732"‘
ﬁ(16—t2) u(16—u4) ut-16
Como:
1 1 Au+B C D
= = + +
u*-16 (u2+4)(u+2)(u—2) vrd u+2 u-2

1:(Au+B)(u+2)(u—2)+C(u2+4)(u—2)+D(u2+4)(u+2)



Si u=2 1=D(8)4) — D=1,
u=-2 1=C(8)(-4) — C=-,
1 1 -1
=0 1=B(-4)-—(-8)+—(8 B=—
u (-4) oy (-8) <2 (8) > 8=

Coeficientede t®: 0=A+C+D - A=0

Se tiene que:
1
RSN
u? +4 u+2 u-2
1 u
/=4 5 arctanE+In(u+2)—In(u—2)+C
u+2 u
/=1In +2arctan—+C
u-2 2
Es decir:
/=1In JE+2 +2arctan£+c
N 2 239
. 1
152. Calcule £, si se sabe queI—dx = +C.
2) X4 (XZ _1
Solucién:
Sea:
X =cscld — dx =-csch.cotd.de
x%2-1=csc?0—-1=cot?0
Entonces:
J‘ J‘ csch.cotb.do J‘ do
4\/)( _ csc? 0.cotd csc @
J’;dx = —J‘sen3 0do = —jsen&(sen2 9)d¢9
x*x? -1

3
senH(l—cos2 0)d0 —icos0 -0 ¢

1
frore ]
xx? -1 T

flo)
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De donde:
3
f(g) — cosO— cos” 0
X
1 = C0sH =
< 0
x? -1
Entonces:
%
‘ x2 -1 ~ (X _1)
(X) - X 3X3
Con lo cual:
V3 3J3 343

)""2 24 8

Va +x?
153. Dada: / :JX—4dx =Gy +C
240 a) Calcular 242°G (2a).

b) Evaluar 81a%G (3a).

Solucion:
Sea:
x° +a°
X =atanéd
dx = asec®0do
\ 0
a
Entonces:

[ J‘ Ja? +a’tan’ 0 - asec? 0d o
a*tan* 6
/ :J‘asec f.asec® 0.d0
a*tan* 6
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1
1 3
/ :_J cos’0 4p
a’J sen* o
cos* o

/= izj(sen 0)74 (cos0d o)

a
-3
send
l=i2-u+c
a -3
-3
— X +C

J=-—0 +C
3a’® x3
Cix)
De donde:
[ %
2\/2
1 (52 ) 1 3/
2, - 2= N ) | ___ 2 |gleg3|o_
243 Gpp) = 283% | =3 a3(5 aj 5V5
[ %
2\72
2 a1.2 1 (IOa) _ 1 3 3 _
81a° Gy, =812 |~ -5~ |=——5|107a =-10J10
154. Encontrar:Jd—X.
(a+bx)(p+qgx)
Solucién:
Escribamos:
1 A B
+

(a+bx)(p+ax) T a+bx  p+aox

1=A(p+qx)+B(a+bx)

Si X:—ijle{p—aq}:A= b

b b bp — aq
si x=-2_1-Bls-PPlop-_19
q q aq — bp

241



PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

155.

242

Entonces:

J‘ dx _ b J‘ dx N q J’ ax
(a+bx)(p+qgx) bp-agJda+bx aq-bpJ p+qx

dx 1 In(a+bx)+

= | C
I(a+bx)(p +gx) bp-aq aq — bp n(p+ax)+

De donde:

ax 1 Ina+bx+c

I(a+bx)(p+ qx)sz—aq P+ qx

1
Int = dx.
niegrar:/ J.(X+a)(x+b)dx

Solucién:

Descompongéamoslo en fracciones parciales:
1 A B A(x+b)+B(x +a)
= + =
(x+a)(x+b) x+a x+b (x+a)(x+b)

De donde:
=A(x+b)+B(x+a)
=(A+B)x +(Ab +Ba)

1
1
0=A+B —>0=Aa+Ba
l1=Ab+Ba—>1=Ab+Ba

Restandolas:

1=Ab-Aa=A(b-a)= A=

Entonces:

/:J' %b—a)Jr%a—b) ”

X+a X+b

| =

1
b—aln(X+a)+a—b|n(X+b)+C
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1
. = | —————dx.
156. Integrar J.(x+a)(x+b) X

Solucion:

1
| = d.
Jx2+(a+b)x+ab *

Si lo escribiéramos asi:

| =

1 1
bln(x+b)— bln(x+a)+C

/= In(x +a)+C

1 1
bln(x+b)+b

coincidiria con la respuesta del ejercicio anterior.

,y 7%1
2x /3 +4 5 3
157. Encontrar K si se tiene queJ. G dx = K[Zx % +4j +C.
X
Solucién:
B} 7 - - W/ .
J(Zx % +4j X %dx :%I[Zx % +4] (—%x %dxj
u du
De donde:
%
-2 4
[2x % + 4} 3,
_ _y 4
7 3 =K (2)( 3+ 4]
%
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3
)+ G encontrar a tal que f,) = 3\2@. (Sugerencia: 22 =4x* +5).

158. JJ_W

Solucién:
3 z3_5 z3-5 7
Sea 73 =4x34 1 5x /4 = DX—[ j
4 4
De donde:
Y 3 ¥
dX—_4 3L =— z7-5 Z2dZ
3 4 4
Entonces:
J JA Adx J Adx
\/_\/4+5\/_ / A\/4+5x% \/4x
3 % 3 _%
z°> -5 z° -5 22d7
e B A
—_ =—|zdz
244 a5 Iz
De donde:
%
J' [4x4+5} +C
rﬁ R
Fin)
Entonces:
B % 33
F i 4a %+5 3:3—\/5
(@)~ o 2
(4(3 4+5j =3/3=973
-3
4a A+5:9
-3
4a % =4
afﬁzl
De donde:



159

x+1
.3 dx
Integrar: J-,/X 1

Solucién:
Sea
3 2
X+1:u3—> _u+1 dx —bu > du
x -1 u’-1 (u3 _1)
Entonces:
2 3
J‘3X+1)(:J.u uzdu——6J. u ZdLI
Vx -1 1 ud 1)
Por partes:
-1
U=u V=
3(u3 —1)
1 0
2
du =du aV = ———du
(v -1)
De donde:
h/mdx — 6 J‘
x -1 u3 - 3
Como
u
[ Vs Y57 |,
ud-1 -1 vPiu+l
Se tiene que:

Ut

2

.[—uglil :%In(u fl)féln(,ﬂ +u +1)%[Ejarctanu +//
2

2u+1+c.

J3

J'g” :lln(u—l)—lln(uz+u+1)—£arCta”
v>-1 3 6 3

du 1 11 2u+1 3du
S sne-0-5 5| [ [ ——
ERE] vt +u+1 ( 1j +(\EJ
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n(l):
I3X+1dx: 2u —gln(u—1)+lln(u2+u+l)+2\/§arctan2u+1+C
Vx -1 ui-1 3 3 3 J3

2
I3X+1d = 32u +llnu +u+21+2\/§arctan2u+1+c
x -1 -1 3 (u-1) 3 J3
Jx -1
160. Inte rar:J ax.
S

Solucion:

Sea x= U° — dx=6u°du

Entonces:
B 3 8 5
;/; 1dx:J.u2 1(6u5du):6-|.u2 Y~ ax
Yx +1 uc+1 uc+1
8 5
Dividamos Y_—Y
uc+1
246
1 0 0-1 0 0 0 0 01 0 1
-1 0 -1 1 0 -1 -1 1 1 -1
0o -1 -1
- +1 0 1
0O -1 1 O
1 0 1
o 1 1 0
-1 0 -1
0O 1 -1 O
-1 0 -1
0O -1 -1 O
1 0 1
o -1 1
Se llega a que:
8 5
u2—u :us—u“—u3+u2+u—1+_IZH1
uc+1 uc+1
u® —u® 1 2y 1

—— =t -t PP i1
u?2+1 2 ut+1l wur+l
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De donde:
dx—GI[u —ut -+l ru- 1—l 2u +%}du

\/—+1 2 u?+1 v+l

7 5 4
\/— 1x:6L76L76L+6u 6Lf6u 3In(u +1)+6arctanu+C
Yx +1 5 4 3 2
\/—_1dx=M—§§/x75—§§/x_2+2\/;+3§/——6§/——3In(§/;+1)+6arctan§’/7+c
Yx +1 7 5 2

161. Obtener: Jeau.cos bu.du,

e® (acosbu +bsenbu)

a’ + b2

ax
‘|.,3/(1+)()2 +\/m.

R.: 331+ x 681+ x +|n[§/1+x —1}+c

R.:

162. Integrar Sugerencia: haga 1 + x = (f.

163. Integrar:/ =I&|n2(& dx

R.: %X%(lnﬁ)z —gx%(ln\/;)+%x% +C

164. |Integrar: /=I XL
X +2

R.:(x+2)(x-1) —3In[m+m}+0

165. Integrar: / = I&dx.
ERVeEy

R.: x —%In(ez’( —1)— eXl—l +C

ax.

166. Integrar: Ix.ln X
x+1

X2 X X

R.: =—In ——+l|n(x+1)+C
2 x+1 2 2
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e4x

167. Integrar: jmdx.

R.: e* —%In(ezx +1)—%arctanex —%In(e" +1)+C

4, .3 2
168. Calcular Iaintegral:jx X7 2K . X+ 1oy
(x2+1)
2
R.:x+l|n(x2+1)+l~1_x +C
2 2 1+x2

169. Encontrar el valor de k +% si se cumple lo siguiente:

X-b

dx —¥X-C .y

-[(x—a)\/(x—a)(x—b) k

R.:a-—
2

248 170. Si J(XZ - 1)f ) B =8 ()t g () M) + €, donde m es una constante, hallar

171. SiJ(ZX +3)e ™ dx = —efo(X) +C, calcule F .

R.: 9
172. Integrar:'[ dx .
a+ beP*
X 1 "
R.: ———|og(a+be" )+C
a ap

2
173. SiJ.M

3

- F
PERY dx F(x) +C, halle (\/§)

R.: 0.1803



174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

. du
&I75T§3515=5w+ahmmﬁmﬁ

R.: -0.1059

Haciendo el cambio de variable v = /1 - 2, se obtiene:

dax _
j(x —a)\/(x —a)(x —b) = F(X) +C. Halle F .
R.: 2— Vab
b(b-a)

. a 2
Si J.xln[1+;jdx =F(X) +C, halle 2 F(a).

R.: 1-1Ina

. -1y - .
Si J-(x)—x+3dx = F(X), entonces £, es igual a:

x -1 249
R. 1-2n
n
Si f(X) =-bxe 3 +15¢ 3, y If +C halle F,.
R.: 12.180

&j o +C, halle .
2x?+4
R, V5
8
m+1y.n
Si Ix”’ In" xdx :%H{J‘x’" In"~! xdx, halle el valor de kparam=1y n=8.
+
R.: -4
Si _[x ™ dlx %xme”x +ijm’1e”xdx , halle el valor de k cuando m = n.
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182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

Integrar: Itz sentdt.

R.: 2tsent —(t2 —2)cost +C

ldz

Obtener: Im .

2
1-vJz

HaIIar:I(cotx— X2 jdx.
sen” x

R.: xcot x

R.: +C

Determinar: j

S
,3{(a + bx3)2

R.: Ya+bx3
1+tanx

Integrar: | —
1-tanx

R.: —In(cosx —senx)+C

ax . o o
Hallar: I 5 . (Sugerencia: divida ambos términos entre cos? x).
sen“ x —5senx cosx

R Ltenecs,
5 tanx

c

Obtener: J- 5 cosx ax.
sen“x —6senx +5

b-senx
1-

R, L
T4 senx

dx

Inte rar:I—.
S I

R.: 6?/——3§/;+2\/_—6In(§/;+1)+0



dax.

190. HaIIar:J- x
X+2

2\/——2\/§arctan\/§+c

2% +7
191. Si X dx =G, +C, halle el valor de G..
(X 1 (X) (2)

)(x -x- 6)

R.: 0.2773
1+5x2 1
192. SJ. i) dr ==+, +C halle £,
193. Si Jsenax ax _ _senax +ijcosax dx, k= 0, halle la constante k cuando n= 8.
x" kx" 1 k) ox
R.: 7

251

. ax
194. i [SF— =G +C, calcular G,

R.: -0.0797

32
195. Si I(az - x2) dx =F(,) +C, determinar £, y obtener F.

3 arccos x

J1-x2

resultado en funcion de 6.

196. Evaluar .[ dx con el cambio de variable x = cos 6 e integrar por partes. Dar el

e’ 3 3
—O[cos 60— 3sen 0+6sen9+3cosz9}+c

197. ax = My +k,ha||armm.

s [

R.: 7/30
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198. Si Jarccos 2xdx = o) k, hallar g ,,.

R.: -0.1712

199, si Xk =1,y + K, hallar 1,
(x +1)

R.: -0.5004

X

200. Si Ie—dx up )+k hallar n

|
2 126" +3 sy’

R.: 0.8704

Inx
201. Si I =p;.\ +k, hallar p, ,\.
1+In x () (62)

R.: 0.8047

252
+C halle 3aG

202. s|j

Ve +1
: —2\/_

203. S|I dX = F(X) +C, evalle Foy

X —

R.: 0.3023

eX

204. Halle F(O) Slj.m

dx:F( )+C.

X

R.: 0.6755

. x+1
205. S|I P 2dx :G(X) +C, encontrar G(5).

R.: 4.8524
206. Si J\/4+3x 9x2dx = F +C averiguar F ,y obtener F

R.: 0.6592

(0.5)"



207.

208.

2009.

210.

11/2

L 372
. [ osin®c x
Si I—dx =f ,+k, hallar f_ .
cos X (x) (/4)

R.: 28/45

f3x -1
i [ Z—odx =+ k, hallar

X“+9
R.: 4.5192
Encontrar: si_[ XL o—t +c.
(%) 1_x2 x)

R.: -1.2826

2(8b2 _dabx + 3a2x2)
15a°

Demostrar ueJ. xdx =
g Jax +b

Jax +b +C.
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5. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO V

211. Sea f(X) =ax? + bx +c.

m+h

a) Sabiendo quej

m-h

fl0x = K [f(mfh) +af f(mhﬂ, hallar .

4
b) Use el resultado de la parte a) para calcularJ- (2)(2 +3x + 1)dx.
2

Solucion:

a) Se tiene que:

m+h meh axd  bx? m+h

I fi dx:J. (ax +bx+c)dx:—+—+cx
m-h (X) m—-h 3 2 m—h
m+h

Im—h f(x)dx -

:%[(m +h) —(m _hﬂ%[(m +hY~(m _h)2]+c[(m +h)=(m-n)]
m+h a 5 3 b

254 J'mih flx = 5[6m*h +20° [+ Z[4mh ]+ c[24]

m+h 5 2a 3

I f(X)dx =2am h+?h +2bmh + 2ch
m-h
m+h h

I flo =3 [6am? + 2ah* + 6bm -+ bc | @)
m-h

Por otro lado:
K fnony + i) + i) =
=k[a(m—h)2 +b(m—h)+c+4am? +4bm+4c+a(m+h)2 +b(m +h)+c}

k [f(m_h) A, + f(mm)} = k[ 6am? + 2ah® + 6bm + 6c | ()

Comparando (a) con (8):

KD
3

b) Si {m+’;:g_>m_3m_1
m-h=



212.

_h_ 1
3 3
Entonces:

LA”(x)dX - %["(2) 4 44)}

Como: f,)=2x+3x +1

De donde:

Efectuar el desarrollo de f, = —x* + 8x* ~12x* + 24x~ 16 en potencias de (x - 2) y calcular

3
J. f(x)dX'
x=2

Solucién:

Escribamos:

Entonces:

f

fig =19
fla =28
flay =40

J' f, 15+4(28)+45} 172

-1 8 -12 24 -16

1 6 0 2 (32
ol | 2 8 16

1 4 8
2l | 2 4

12 (2
ol | 2

2 —

foo=—X"+8x-12x° + 24x~- 16

-1(x-2)* + 0(x-2)% +12(x -2)? + 40(x -2) + 32

255
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Sea: x —2=u— f,=-1tF+ 1207+ 40u + 32
dx = du

Si:x =3 > u=
x=2 > u=0

De donde:
3 1 1
j fiyax :I fiydu :I [fu4 +12u% + 40u + 32Jdu
2 0 0

3 8 1
J' frod = g+ 4u’ + 200% + 320
2

0

Con lo cual:

3 B
_ _ 554
L frod = +4+20432-55%/

213. Encuentre la razon geométrica de Ay D que corresponda a la expresion siguiente:

3 (An2+Bn+C)
256 J- x2dx = lim —
1 n—w Dn
Solucién:
B C
(An2+Bn+C) At—+—5 4
Como lim . = lim—A4_n" =2
n—o n n—o D D
3
-[3 5 3 27 1 26
y XdX=—| =—-—==—
1 31 3 3 3
Se concluye con que:
A_26
D 3

5
214. Calcular: J'

x=-1

|x3 - 4x|dx
Solucion:

r |x3 _4x|dX = r |x(x +2)(x —2)|dx
a1 a1

El signo de x (x + 2)(x — 2) es:



+
I I I
-2 0 2
Entonces:
3 —_ p—
X(X+2)(X72): x> —4x XeI: Z,O:IUI:Z,OO:I
-x* +4x x e[-»,-2]U[0,2]
De donde:

fl|x3 —4x|dx = jj(xB’ - 4x)dx + JAOZ(—)(3 + 4x)dx + Is

, (x3 —4x)dx

5
j |x3—4x|dx:1+4+ﬂ:116
-1 4 4

3 _
215. Calcular la siguiente integral:J‘ xInX 1
x=2

ax.
x+1
Solucion:

/ :Ix.lnx 71dx :J-X.In(x -1)dx —jx.ln(x +1)dx
x+1

h

h :Jx.ln(x -1)ax

2

2
X
u=In(x-1 V=—
(x-1) :
\2 0
du = x dv = xdx
x-1
x? 1 x?
I =2—In(x -1)-= d
R G e
2

x? 1( x?
I —7In(x —1)—5(7+x +In(x —l)]+C1

Analogamente:

2 2
I, :%In(x +1)—%[%—x +In(x +1)]+C2
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De donde:

Finalmente:

3 —
J' x.In=X 1dx:/|3: amt_3]-(3nl_»
2 x+1 2 2 2 3

La respuesta es: —4In2+§|n3—1.

Jx

216. Calcular: ——dXx.
x=01+ x\/;

Solucién:

Sea x= > — dx=2udu

Si: x=0 = u=0
x=1 = u=1
258 Entonces:
1
u
/:J‘—Zudu
01+u2(u)( )
1,72
[=2 ”d”3
ol+u
2 (1 3u’du
] =<
3Jo1+0u8

/ —%In(1+u3);

/ =g(ln2—|n1):§|n2
3 3

T

217. Calcular: J.Z sec” x.In(sec x ).dx..

x=0

Solucién:



APUNTESDEESTUDIO 0

Por partes:
u =In(secx) v =tanx
J 0
du = w dv = sec2 xdx
sec x
J.seczx.ln(secx)dx = tanx.ln(secx)fJ.tan2 xax
J.tanz Xdx = J.(sec2 X —1)dx =tanx - x +C'

De donde:

Isecz x.In(sec x)dx =tanx.In(secx)—tanx + x +C

Ve

J‘Zsecz x.In(secx )dx :1|nﬁ—1+%—0 :Inﬁ+%—l
0

4
218. CaIcuIar:J.

X=

|n(1+ﬁ)dx.
0
Solucioén:
Sea e’ =1+Jx = Jx =e' -1 — x :(e” —1)2—> dx :2(6” —l)e“du

Si: x=4

e'=3 = u=In3
x=0 e’ =1

—
— — u=0

Entonces:

/ :J.:In(1+\/;)dx :J.:32(Ine“)(e” —1)e”du

u

In3 In3
| = 2.[ uedu - 2-[ ue'du
0 0

De acuerdo con la féormula:

au

(au-1)

e
Jue"’“’du ==

a
2u

Iue2“du = 622 (2u-1)

u

J.ue”du = i—z(u -1)
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219.

260

De donde:

La respuesta es:

I=2(9)(2In3-1-0+1)-2(3)(n3-1-0+1)

/ =9In3-6In3=3In3

T
3 Xsenx
Calcular: j3 5 ax.
x=0 COS“ X
Solucion:
T 1 T
3 senx 3
/:I3x . dx:J3x.secx.tanx.dx
0 COSX COSX 0
Por partes:
u=x vV =secx
3 0
du =dx dv = sec x.tan xdx
Entonces:
T
5 z
| =x secx|”/ - I 3 sec xdx
o
0
z 2
/= xsecx|”/3 J‘§ sec” x +sec x.tanx dx
0 sec x + tanx
3 /3
| =x secx|ﬂ/ ~In(secx +tanx)|
0 o
De donde:

/:%(2)—O—In(2+\/§)+ln(1+0)
:?—In(2+\/_)



APUNTES DEESTUDIO

2z

220. Calcular: I 3 d—x
x=0 1 +senx +cosx

Solucién:
Sea z=’[ani = x =2arctanz — dx = 2d22
2 1+z
. 2r T
Si: x =22 5 z=tan==43
3 3
x=0 —z=tan0°=0
Entonces:
or 2dz
J.? ax :J'\/g 1+ 272
o l+senx+cosx Jo 2z 1-27°
1+ 5+ 5
1+2z 1+z
V3 ax 5 Bz B gz
»[0 l1+senx +cosx  Jo 2(z+1)7J.o z+1
NG
J. d—X:In(z+1)|ﬁ:In(\/§+1) 261
o l+senx +cosx 0

In2
221. |Integrar: / :J. 1+e?*dx.
x=0

Solucién:

Sea: 1+e% =u? = 2e%dx =2udu

dx — udu  udu
e y?-1

Si: x=In2 > u?=1+4 = uy=45
x=0 > u?=1+1 — u:\/ﬁ

Entonces:

V5 du V5 2du
/:I N :.[
2 v?-1 Jzu?-1

V5,2 _
/=J. u2 1+ 21 du
L luc-1 wu-1
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222.

262

223.

1 u-1 ¥
I =u+—=In
u+1 2
La respuesta es:
[=1.222
4
Calcular:j X+1
x=2|Xx +6
Solucién:

Como2<x<4 - 3<x+1<ba8<x+6<10

De donde:

x+1
X+6

x+1
X+6

Entonces:

x+1
X +6

4
x:.[ (17 5
2 X+6

4 4 _
dx:J‘ x+ldX:J' X+6 5dx
2 X+6 2 X+6

4
J
x+1
X+6

i

de =x-5In(x +6)|;1

La respuesta es:

4 -5In10-2 + 5In8 =2 + 5In0.8

Calcular la siguiente integral definida:
Solucién:

Sea x= atand = dx= asec?0do

dx J‘ase029d9 1 J‘ 1
= =—|cosfdf =—senfd+C
I( ik g 2

2 asec®o a
a+x
Entonces:
a dx 1 arctanl /4 \/E
———— =-—-5end =-—send =—
a2, 2Ve @ , &’ u  a
(a + X ) arctan— -



4
224. Calcular la siguiente integral definida:J. dx .
x:02+\/;
Solucién:
Sea x= t?— dx=2udu
Si: xX=4 > y=2
x=0 - u=0
Entonces:
J“‘ dx 2 2udu J‘Z(U+2)—2
= = du
02+Jx Jo2+u 0o u+2
4 dx 2
=2|u-2In(u+2
J-o 2+\/; [ ( )]|0
4 dx
=2|2-2In4-0+2In2
J.o 2+x [ ]
4 dx
=2(2-2In2)=4-4In2
Io 2+x ( )

225.

16
Calcular la siguiente integral definida: j J1++x dx.
x=0

Solucioén:

Sea 1+Jx =u? > x:u2—1—>d—X:2udu

2Jx

dx = du/xdu = 4u (u2 —l)du

Sj: x =16 —>u2:5—>u:\/§
x=0 su’=1>u=1

Entonces:

16 J5
j 1+\/7dx=4.[ uz(uz—l)du
0 1

V5
16 5 3 /
J‘ 1+xdx =4 U_7U_ :ﬁ+i
0 5 3 ) 3 15
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2

226. Calcular la siguiente integral definida: J.” sen~/x dx -
0

X=

Solucion:

Sea x= > — dx=2udu
2

j” sen/x dx = I”(senu)(Zudu) = 2J.”u senudu
0 0

X= 0

Integrando por partes:

ZIﬂu senudu = 2(senu —ucosu)|g = 2(0—72'(—1)—0+0) =2z
0

In5
227. Calcular la siguiente integral definida:I e’ -1ldx.
x=0

Solucién:
Sea eX—1:u2—>ede:2udu—>dx:ngu
uc+1
264 Si: x=Inb > ¥=5-1=4 5 u=2

x=0 - t*=1-1=0 - u=0

Entonces:

2
In5 2 2luc+1)-1
J. e*—ldx—J'u(ZUd”j—zj( ) du
0

o \u?+1 o u?+l

In5 2
J e* —ldx :2(u—arctanu)| =4 -2arctan2
0 0
228. Resolver la siguiente integral definida:I” _dx
7 1-cosx

Solucion:

r ox —r ox —lrcsczidx
%l—cosx %ZSenzx 2% 2

J 5]



V.4

——(0-1)-1.
72

La respuesta es: wot%

1
229. Resolver la siguiente integral definida: j 1|L|2dx.
11+ x

Solucion:

X o _ 1
J. | | dx J. X2dx+J dex
11+x? 1+x ol+x
J‘l J‘O 2xdx 1 2xdx
11+x2 2J014 42 ol+)(2
S 1 °
L gx =—=1In(1+x2
.[711+x2 2 ( )

J‘l].‘lf')l( dx =-— ;(In1—|n2)+%(ln2—lnl):In2

+%In(l+x2)1

-1 0

1
230. Calcular: | :I/3 arcsen3xdx .

x=0
Solucién:
Sea: 6O =arcseny3x —senf =+3x —>cosfdo = 3dx
24/3x
ax = 2\/3)( cosfdo = %sen@cosade = segZG dao

Si: x=1/3 > #=arcsenl =a/2

x=0 — f#=arcsen0=0

Entonces:
[ J‘AH sen20 do :ljéesen29d9
o 3 3Jo
Por partes:
-1
U0 v =—co0s20
2
! 0

du=de dv =sec26d 6
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/:l l9c052¢9+l~lsen26?
3|2 2 2

1
231. Evaluar: J. +dx.
o(x+1) (x2+1)

Solucién:
Por descomposicion en fracciones parciales:

(x+l)2(x2+l) (x+1)2 x?+1

Entonces:
1 xdx 1Y dx 1! dx
T2 2 .\ o DY 2
0 (x+1) (x +1) 2do(x+1)7 2Jox?+1
1
1 xdx 1( -1 1
5 =—_ +—arctanx
266 0(x+1) (x +1) 2{x+1) 2 o
1
‘[*:l[lJrﬁ_l_o]:ﬁ_l
0(x+1) (x2+1) 2\2 4 8 4
1
232. CaIcuIar:I x? arc tan xdx .
0
Solucién:
Sea:
X3
u = arctanx V=—
3
N T
du = dX2 dv = x%dx
1+x
Entonces:
3 3
J.xz.arctanx.dx =X—arctanx —lj. X 5 dx
3 3J1+x



Como X __x-X
1+ x?2 1+x2"'
1 3 2 !
szarctanxdx:x—arctanx—l X——lln(1+x2)
0 3 312 2 0
De donde:

1
I x? arctan xdx = A e O—l(O)
0 3 4 3(2 2 3

1
.[xzarctanxdx=i—l+lln2
0 12 6 6

1 1
233. Si J‘ x2f"(X)dx =3, haIIeJ- f(x)dx sien (1,1) € f, ocurre un maximo relativo.
0 0

Solucion:
Encontremos:
h= Ixzf " X
u=x? V=~
J 0
du = 2xdx av =1f",dx
I = X2F 'y =2 | XF 'y dx
<
I
Calculemos:
Iy = Ixf ') dX
u=x V= f(x)
\’ 0
du =dx dv =1f',,dx
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Entonces:

jlxzf"<x)dx = x°f ') 1—2xf(x) 1 +2 1f(X)dx

0 0 0 0

3= (F10)-0)-2(fy -0)+2 Olf(x)dx (1)
Como (1,1) es maximo relativode £, : f,, =1 Af i, =0.
En (1):
3:(0-0)-2(1-0)+2I:f(x)dx

Con lo cual:

! 5
fo Ty =35

234. Encontrar el valor de la siguiente integral definida J‘x’ Inxdx comprendida en el intervalo

268 Inx €[0,1], con rz = 1.

Solucion:

Si r=1-1 :Jxllnx.dx

X
u=Inx V=—
2
N T
du:d_X dv = xdx
X

Entonces:

2 2 2
A =X inx —Jidx =X inx —X—+C1
2 2 2 4

Los limites de integracién son: Inx =1 > x =e
Inx =0->x =1

Con lo cual:

e 2 2
'[ xinxdx =| &~ | _[0-L1)-2.007
. 2 4 4
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Si: r=-1->1, :J-x'1 Inx.dx

u=Inx v =Inx
N T
du = dv =&
X X
Entonces:
I, = (Inx Y’ 7J.x’1|nxdx
2
Inx
/2=(Inx)2—/2»/2=( 2) +C,
Finalmente:
e e
J. x 1 Inxdx :l(lnx)2 :170:0.5
1 2 L 2

1
23b. Determinar:j ox .
o(2X+3)
Solucion:

Multipliquemos y dividamos por 2~

J‘ dx _J‘ 2% dx
2+3 1+3(27)

Si:u=1+3(27)

_3(ox _ Xy AU
du =3(27)(In2)(-1)ax — 2 o =—
Entonces:
du
d  _[=8n2_ -1 d—u:;llnu+C
2 +3 u 3In2J u In8
1 _ v In8
J' o =—1|n(1+3(2-X)) Ly %5
02*+3 In8 , In8 /8 In8
. 5 x-1
236. Hallar A, By Csi: Iz—dx:AlnB+C
1 x%(x+1)
Solucién:

Se descompone el integrando en fracciones parciales:

269



Entonces:

5 _ 5 5 5
J'—ZX ! dx:ZI o d—szJ' o
1 x%(x+1) 1 x Jx 1 x+1

5

5 x-1 1
L mdx =2lnx +;72In(x +1)

1

5 x-—
I;—ldx:ZlnE+(l—1]—2ln§
1 x“(x+1) 1 (5 2

La respuesta es:

A=2
5 4 _5
2n2-= = 1B=%
-4
C="7s
270 X2
237. Evaluar la integral: I —3dx.
*(a-r)?
Solucioén:
Por partes:
WL
P (ki
B R |
2 h
2 0
du =dx dv = xdx y
(4-x2)"
Entonces:

1 x%dx
I(4 N )/ \/4 ¥2 J\/
1 x2dx 1

.[o (47)(2)% _[\/4)—()(2

X
—arcsen—
2
0



J.:(ALXZ%)%—[L—arcsen%]—(O—O)—g—%

3
238. EvaIuar:/:J‘A b

dy.
0 l—yy

Solucion:

Sea u’=1-y = 2udu=-dy

Si:y:% —>u2=A —>u:%
y=0 Su?=1 —su=1

Entonces:

/= J-I%E(Zudu) = ZL% bdu

u
/= 72bu|1% - —Zb(%—l) =b

271

26
239. Calcular: J' x7*° dx.
2

Solucion:

Escribamos:

2.6 2.6
I 7 xax =L I 7" (2xax)
2 2J2

Si:
2 B xX=26—>u=6.76
u=x —>du_2xc1x<X:2 a4

26, 1 (676 1 6.76
7% xdx :—J 7Ydy =——7
2 2). 27’ |,
2.6
7% xdx = ﬁ(ﬁ-m - 74) -132,034
2 n

! 2
240. Calcular:jéwdx.
0 (xz—x+1)(x—1)
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Solucién:

Factoricemos y simplifiquemos:

4x®-2x-2  _ (4x +2)(x -1) _ 4x+2
(xz—x+1)(x—1) (xz—x+1)(x—1) x?—x+1

Entonces:
j% 4x% _2x -2 dx:ZJ-% 2x ~ 1 dx+2j.% 2dx
0 (xz—x+1)(x—1) 0 x2-x+1 0 2 ()3 2
(-3 +(¥35)
%
%o ax?_o2x-2 x-1
jo mdxmn(x —x+1 \/_/arctan /‘

Yo 4x?-2x-2 8 8 (-x
T et dx=2In3) +——(0 —2In1——(—]
) (<)1) 2+ 502 Fl
272 La respuesta es:
2In34+£7!
9

b
241. Determine el valor de b, de manera que J‘ (3x +b)(x —b)dx =8.
0

Solucion:

b b b
.[o (3x +b)(x —b)dx = .[o (3x2 —2bx — bz)dx =x3 - bx? - b°x .
Entonces:

b*-b(b?)-b°(b)-0-8

$3=8 = b=-2

242, HaIIeeranrde/—I 2x3e*” dx.
Solucion:

Escribamoslo asi:

j2x3exzdx = JAxZeX2 (2xdx)
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Integrando por partes:

u=x? — du =2xdx

12x3exzdx = Iue“du

jue“du =ue' —e" +C

Entonces:
2 2
/ :j ue'du = ue" - e
0 0
I=(2e%-€®)-(0-1)=€”+1
nl4
243. Sea f, =.[ tan” xox (n>1).
0
1
Demostrar que f(n) + f(n—z) =—— (n>2).

Solucién:

Escribamoslo asi:

i
j tan” xdx = J‘Atan”’2 x.tan® x.dx = IA
0 0

T, T,

0

J‘Atan” xdx = J‘Atan”’2 x.(s,ec2 x.dx) - j/‘tan”’2 xdx
0 0 0
De donde:
J-Atan” xdx + J.Atan"’2 xdx = J‘Atan”’2 x.(se02 x.dx)
0 0 0
foe (tanx)m1 %
U
o
11771 _ Onfl 1
fin) * Ta-2) = n-1  n-1

5
244, Evaluar:J.
2

1
——dX.
x+1+ x?

tan"~2 x.(sec2 X — 1).dx

273



PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

274

245.

Solucion:
| :J' ax
X1+ x2
Sea: x =l =  dx __—;dz
z z
-[ \/ J.\/z +1
/:—In(z+\/22+1)+0
Entonces:
51 Y% dz 15
——dx = —'[ —_—= —In(z ++22 +1)
L xV1+x? Y z%+1 12
De donde:
—In(l/5+\/26/25)+In(1/2+~/5/4)
-In1.2198 +In1.618 = 0.2825
1+\/§
Calcular:-[ j—x
x=225(x —1) x? —2x
Solucién:
Escribamos:

dx B dx
I(X—l)szz—zx '[(x—l)z\/(x—l)z—l

Sea u? = (x —1)° =1 2udu = 2(x —1)dx

Entonces:
udu

J.(x—l)zci)/(xz—Zx ZJ.(UZZII\}UT =J‘(u2+lc)jL\l/L12+l

dx du
J-(Xl)z\/XZZX :J(u2+1)%
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Hagamos que: u =tan6 — du = sec? 0d 6

De donde:
2
j de :j Sec 6'd30 = L dH:J.cosede
(x-1) Vx? - 2x (sec2 9) 2 Jsecd
J.f—xz send +C
(x =1)"x? - 2x
Si:
2
x=1+\/§eu2=(\/§) -l1=1->u-=1
tand=1—0=r/4
Si:
x=225->u%=1.25>-1=0.5625 >u=0.75
tand=0.75—- 0 =0.6435
De donde:
1442 dx % T
—— =—send =sen— —sen0.6435
Lﬁ (x —1)2 Vx? - 2x 0.6435
La respuesta es:
£—O.6:O.1071
2
2 PE
246. Calcular la integral: ax.
€ 1.25Vx —1

Solucién:

Seax-1=u0> — dx=2udu

Si:x=2 > =1 > u=1

x=125 - *=025 - u=0.5

Entonces:

2,3 1 (u2+1)3 Lo, 3
J. dx :Io.sT(ZUdu)zz 0'5(u +l) du
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247.

2 3 1
dx =2 u® +3u* +3u° +1)du
1.25x -1 0.5( )
1
2 X3 ul 3,
ax =2| —+—+Uu>+u
1.25x =1 7 5 05

2
—dx =2| = L 3+1+1 72L 3 +1 1 =4.19598
125X =1 7 5 896 160 8 2

sln(2+§/;)
Cal lar: j—dx
alcular ) T

Solucién:
Sea u=3x - x =u® - dx = 3udu
Si: x=8 »> u=2

x=1 > u=1

Entonces:
8In(2+§/7) 2In(2+u) 2
L Epa dx:J‘1 u (3u2du):3J‘1 uin(2+u)du
Por partes:

J.uln(2+u)du

u
= 2 =—
v=In(u+2) w 5

J 0
av = du dw =udu
u+2
2 2
J-uln(2+u)du:u—|n(u+2)flj’ Y
2 2Ju+2

4 }du
2

u? 1
J-uln(2+u)du —?In(u +2)—§I[u -2+ =

2 2
J'u|n(2+u)du :“7|n(u +2)—%{”7—2u +4In(u +2)}+c

2
Iuln(2+u)du—[2ln4 1+2-2In4]- [—In3—1+1 2In3} %n3

1

-l>|v—\
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De donde:
81In 2+§/; 2
J. udx:{[ uln(2+u)du =3 l+§In3 :§+2In3
1 Ix 1 4 2 4 2
! 7
248. Calcular:JA L X2 o
BA 1-x
Solucién:
2
Sea: 1+X=u2:1+x=u2—u2x3x=u2_1
- X uc+1
2u(u? +1)-2u(u? -1
ax = ( ) 2( )du: au 2du
(u2+1) (u2+l)
1.5
Si: x=V Su?=""=35u=3
2 0.5 B
ol s 08 L1, B
1 3
Entonces:

%(14xV? B V| Audu Bt
J.%[l—xj dX:J.\E/a(uz)2 (u2+1)2 :4'[\5/3(u2+1)2 “

Calculemos:

5oy
I LR
33 (u2 + 1)2

u=tan® — du = sec® 0d 6

Si: u=J3=>tand=V3=0==

3
u=£:>tann9:£:>6’=£
3 3 6

Entonces:

ae

J‘ﬁ u? au 7.[”/3 tan? 9'sec? 0d 0 7."”/3 tan® @
J3/3 (u2 +1)2 /6 (se02 9)2 /6 sec’

3 2 7/3 /31 _
I u—zdu=J. senzﬂdé’:j {M}de
J3/3 (uz +1) /6 /6 2

2717



du =——--—sen20

3 u® 0 1
Jis (2 +1f

Finalmente, en (1):

J‘/(“XJ :4(%}:%:1.047198

1
. X
249. Indicar: J. dx
0y1+x*
Solucién:
Escribamos:

2xdx )

v d*‘fﬁ 2,1+ ) (

1 1
J. X dx:lln[x2+\/l+x4}
01+ x* 2

0

278
La respuesta es:

%[In(l +42)-In(0+ \/I)] :%In(l +\2)
250. Si J'f(f ot "'(X))cosx dx =8y 5 =7, halle f'@.
Solucién: ’

Se tiene que:

T, 7,

A 1 A m
Jo f(X)cosxdx+I0 f (X)cosxdx—8

u:f(X) v =senx U =Ccosx v=f (x)

{ t \ t

du =f"(X)dX dv = cos xdx du = —sen xdx dv :f"'(x)dx
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Entonces:

/2 7/2
. +J‘ f(X)senxdx:S

/2 7/2
. —J.O f(X)senxdx+f (X)cosx .

f (X)senx

[f (w2 ()= (O)} *[f "2/ (0) =" o) (UJ =8

Flaay=7 =8=1 "y =15

4b [
251 8 =2 | a? xdx =F,,, halle g

a
Solucién:
Se tiene que:
a a
ﬂj Va? — x%dx _4b lx\/a2 %2 + X 22 arcsen
a Jo al|z2 2 a |,

a 2 2
4b Va® —x%dx = F _ 400042 aresen1 -0 -2 arcsen0
a Jo (@b) = 5 2 2

279

a 2
ﬂj' \/az—xzdx=/-'(ayb)=ﬂ 2 Z_0|=nab
a Jo al2 2

Si F,) = 78b = Fig ) = 7(8)(2) = 167

b
252. Caleule | 198" ) 8(ef ") | S 7') =y 8 ) = 2800 o)1) =3 Ty =4
Solucién:
Se pide:
b b
L )8 () *L 8 ") K
U =T V=8 U= 8 V=T
l 1 ! 1
du:f'(x)dx dv—g"(x)dx du:g'(x)dx dv=f"  dx

Entonces, se pide:

b
+ f(x)g

b b
. ‘L Pl 8 1) X =) By

)8 ()
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Es decir:

1 X
arccote
253. Calcular: I — X
o e
Solucién:
Por partes:
u = arccote” v=-—-e"*
J 0
-1
du = e*dx dv = x*
1+ (eX )2 e’
280
Entonces:
arccote” arccote” dx
ex dx = - ex - 1 ( x)2
+(e
J‘ arccote” arccote” J‘ —e %Xdx
ax =— -
e* e* e +1
X X
J‘ arccote dx = — arccote +lln(e’2X N 1) iC
e~ e* 2
De donde:

1 X
J‘ arc cote dx — _ arccote +l|n(e‘2 +1) | _arccotl +lln2
o e e 2 1 2

Il arc cote”

X

dx = [—O. 1297 + 0.0635] - [—0.7854 + 0.3466] =0.3726
o e



254,

255.

2x% 4 6x* +x3+8x%2+x+5
Evaluar: 3 ax.
0 x> +b5x+1
Solucién:
Se tiene que:

N:x6+6x4+x3+8x2+x+5:x3(x3+5x+1)+x4+8x2+x+5

N=x3(x3+5x+1)+x(x3+5x+1)+3x2+5

Entonces:

De donde:

2 4 2
J. %dx:x—+x—+ln(x3+5x+l)
0x°+bx+1 4 2

0

281
La respuesta es:
2t 22
T+?+In(8+10+1)—0—0—|n1 =4+2+In19=8.9444

. 0 ax V4
Calcular a si se cumple que — =

2 x242x+2 3

Solucién:
Escribamos:
I 5 dx :I dX2 =arctan(x +1)+C
XS +2x +2 (x+1) +12

Entonces:

0 dx 0

J —-= arctan(x +1) | =arctanl-arctan(a +1)

a X +2x+2 R

De donde:

arctanl - arctan(a +1) = %

T T
T arctan(a +1) =—
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

256.

257.

258.

259.

260.

261.

262.

T

arctan(a +1) = 1—2 =-15°

a+1=tan(-15°)=-0.2679

. a=-1.2679

4
Resolver la siguiente integral definida:j |x2 + X —6|dx.
-4

R.: @
3
2
. a+2b b
Determinar: J- {a + 2} ax.
a+b X 73)

R.: a’b+a +L
24b

1

Evaluar:j xIn(x +3)adx.
0

R.: E—4In4+gln3
4 2

24
Calcular: I x7* dx.
2

R.: 18,333
V2|
Determinar:J r]—;(dx
10X
R.: l7 In\/E
8 4

9,2
Encontrar: j wdx.
5 X“-bx+6

R.: 4+3|n2
7

dax
—en [3,7].

X3+

R.: Inﬁ
15

Integrar:



1
263. Evaluarzj.é b

o Jl-y
R.: (2—\/§)b

dy.

X ax.

2
264. Integrar:I
0 J1+x*

R.: %In(4+\/ﬁ)

J3
265. Determinar:.[ In—de.
1 X3

R.: 1_In\/§

"6 6

T,

266. Calcular: J‘Atanz X.senx.dx.
0

R.: l

2 283

r
267. Calcular: I Jr? = x%dx.
0
2

R.: r

4

16
268. Calcular:j \/4—\/;dx,
o

256

R.: =—=—
15

e? In(Inx)
269. CaIcuIar:J. dx
e Xinx

~(in2y?
2

4 ax
270. Calcular:I — 3/
2

0 (x +9)4I

R —
45
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271.

272.

273.

274.

275.

276.

277.

278.

1

Calcular: I Xx arctanx dx .
0

R.: =2
4
_1
Calcular: I Ad—x
o1 4x?+8x+5
R.:

z
8

Je x5
Calcular: I ——aX.
0 V2x3+4

R;lé
9

7

7

Calcular: / = 4-[ sen® x.sec x.dx.
0

R.: 22 -1

T,

3
Calcular: I sec? x.tan® x.dx.
0

Rdg
4
4 2
CaIcuIar:I #
3 X7 —=2X“—Xx+2

ol

1
Calcular: |n2+j Inv2 - xdx.
0

R.:|n4—l
2

9
Calcular: J- X1+ xdx .

0
R.: 105.6759



279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

286.

287.

30°
Encontrar: '[ arctan xdx.
0

R.: 0.1314

60°
Evaluar:-[ sen® x.dx.
0

R.: 0.2083

a
Sj ﬂj' Ja? - x2dx =/-'(ab), halle F (3,2).
a Jo ’

R.: 67

6
Calcular:j X1+ xdx.

0
R.: 39.7766

60°
Encontrar: j arctan xdx.
o

R.: 0.4764

30°
Evaluar: I sen® x.dx.
0

R.: 0.01715

ax.

Calcular-J‘3 x+3
“Jo vx +1

R.:26/3

2 .3
ax.

Calcular:j 5
0x°+4

R.: 0.1808

e
Calcular: .[ 21n° xdx.
1

R.:2e-4

285
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288.

289.

290.

291.

292.

293.

294.

295.

e
Calcular: I In? xdx.
1

R:e-2
1,2
Calcular:j X ax.
ox+1
R.: 0.193

V4
Calcular;J.44x sec? xdx +In4.
0

R.:m

a eX
Sij dx =1In3, halle el valor de a.

0l+e”

R.: 1.61

Si .[(ZX +3)e "dx = —e‘XF(X) +C:
a) Calcule F,.

2
b) Evaltilej ) Inxd.

1

R.:a) 7
b) 3.204

2
ax.

2
X
Calcular:j
ox+1

R.: 1.098

Calcular: J.ZSX sec? xdx +Inl6.
0

R.: 27

a eX
Sij X dx =1In4, halle el valor de a.
ol+e

R.: In7



296.

297.

298.

299.

300.

301.

302.

303.

304.

Calcular:J.
o 1+

R.: 0.655

Evaluar: I
0 X2

R.: 20/ 3.

Evaluar: I \/; hi

R.: 3.6392

-1.9
Evaluar:'[
-2

R.: -0.5656

4 dx
2 1+e*
R.: 0.1088

Hallar:

Calcular: '[
o

R.: 0.1913

2
Calcular: I
1 x(1+

R.: 0.28

3
CaIcuIar:J. 3

R.: 3.7047

Calcular:-[
0 (x +2

R.: 0.2307

Lx +arctanx

X+2

x2)

X4

X2

242 X3

ax.
+1

Inx

x(2x +5) dx.

Lin(x +1)
x+1)

3/2

+1
2

2 X7 —x“+x-1

Lin(x +2)

)3/2 X

ax.

dx. (Sugerencia: u =1 + x%”%).

ax.

287
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305.

306.

307.

308.

3009.

310.

311.

312.

313.

6 1
Evaluar:-[ —_—
2 xy1+x?

R.: 0.3153

J7
Calcular:j ax.

0 Jx%2+1
R.: 5.3807

1
HaIIar:J (arctanx)xzdx.
0

R.: 0.2107

1/2
arcsenx
Evaluar:j — dx

o (1_ 2\372
R.: 0.1585 ( X)

8 2
Determinar:-[ 2x" —3x+7

R.: 0.94795

Determinar:j -
6 X° —7x°+12x

R.: 4.2443

ax.

J6
Calcular:I
0 Jx“+1

R.: 4.1944

2

Encontrar:j x? arctan xdx.
1

R.: 2.3433
J212

EvaIuar:I Len3)(/2dx.
° (1-¥)

R.: 0.4388

5 X(x—3)(x +4)

8 1,2
4x 6x+14dx

. 1
dx . Sugerencia: haga x =



314.

315.

316.

317.

318.

319.

320.

Determinar: J-

R.: 3.9151

Eval r 1

valuar: | ————
2 xy1+x?

R.: 0.2337

Determinar: J.

R.: 2.5850

7 2x%-3x+7
5 x(x -3)(x-4)

ax.

. 1
dx. Sugerencia: haga x =

7 4x° —6x +14
6 x3-7x%+12x

ax.

Si f" es continua, IO [f(X) +f (X)}senxdx =2y f(”) =1, hallar
R.: 1
a* 1 8
SiJ' &(n_]dx —24 20, halle el valor de a.
0 X 3
R.: 1
1 x —arctanx
Calcular:j —de.
o 1l+x
R.: 0.03815
5
Calcular:I dx .
4 (X—Z)\/x2—4x+1

R.: 0.24925

foy:

289
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6. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO VI

321. CaIcuIar:J.md—X.

¥ +e™”
Solucién:
du
Seae* =y = «x=Ilnu = dX:T
Si
X —> u — o
X —> - u—0
Entonces:
du
J dx :I u 1:_[ ;ju =arctanu +C
e¥ +e™* u+u- uc+1
De donde:
400 +00 b
290 I dx :J gu = Iimj > = lim arctanug
weX+e™ Jo ut+1l boxlout+1l bow
+o0
I _ax lim (arctanb—arctano):ﬁ—O:£
¥ +e™*  bow 2 2
. . (T dx . ,
322. Dada la integral impropia I—m determinar para qué valores de m converge.
x=2 xIn" x
Solucién:
Se tiene que:
+o0 b b dX
I o :Iimj o _|imj.4
x=2xIn™x  bownly xIn™x  boels (Inx)m
-m+1 b
= dx —(Inx) 1 1
J. = lim = lim - - =)
x=2xIn™x  bow —-m+1 | bool—m (Inb)m (In2)m
2
m-1
Como lim - = lim {i} =0™"! debe existir, se concluye conquem-1>0-—-»>m> 1.
baw(lnb)m’ b—x| Inb
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323.

Evaluar la siguiente integral:

+00 "
/ =I e sen3xdx

Solucion: 0

Por partes:

/= Je’x sen 3xdx

u =sen3x v=-——e"

N T
du = 3cos 3xdx dv =e *dx

Entonces:

/| =—e*sen3x +3 je‘x cos 3x (dx)

<

u=cos 3x v=—e"*
|

du=-3sen 3xdx dv=e *dx

De donde:

| =—e ¥ sen3x —3e ¥ cos3x — 3(3)]6’* sen 3xdx

R —
/

10/ = —e ¥ sen3x —3e " cos3x +10C

-e % sen3x B 3e ¥ cos 3x
10

| =
Con lo cual: 10

+C

e *sen3xdx = lim | —— 2.
0 b—w 10 eX 10 eX

J‘” {_1 sen3x 3 cos3x}b

e sen3xdx = — lim —
1 b b

J‘“‘ 1 sen3b 3cos3b O 3
0 Obo=| e e 1

Tenemos que:
Ya que el numerador esta

0 comprendido entre -1 y 1 pero el
denominador tiende a .

. sen3b
lim——=
b—sw @

. 3cos3b
lim =
b—w e

Con lo cual:

0

J. e~ sen3xdx :_—1[0+07073]:i:0.3
0 10 10

291
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324. Calcular la integral impropia ., .
I e~V dx
x=0
Solucién:

Sea u:e’& —>7\/;:Inu—>x = u — dx :2Inu(d—uj
u

Si:
X > © u—0
x -0 u—1
Entonces:
+30 5 0 du 0
J' e de:j u(2|nu)—:2J' Inudu
0 1 u 1
+o0 \/7 b b
J' eV dx :2Iimj Inudy =2 Jim [winu -]
0 b—0J1 b—0 1
+00
292 I e"/;dx:2Iim[blnb—b—0+1]:2limblnb+2
0 b0 b0
Calculemos con la regla de L'Hopital:
1
lim bInb = lim "2 — lim b — lim (~b) =0
b—0 b0 1 b0 -1 b0
b b

De donde:

Jme‘&dx ~2(0)+2=2
0

+o0
325. CaIcuIar:I ZL
o X+ 2X +2

Solucién:

Se pide:

© dx 0 dx ° dx
Lo ool
o XS+ 2X +2 o XS+ 2X +2 0 X +2x+2
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© dx . 0 dx . re dx
o XS+ 2X +2 a»>odzg X +2x+2 boolo x“+2x+2

w dx 0 dx P dx
X5 +2x+2 aveda (x+1)741° Po=do (x +1)7 +1

* ax . o . b
Lom = a|_|)r[1marctan(x + 1)|a + Mﬂo arctan(x + 1)|O
J‘:# = aILnjw(arctanl —arctan(a + 1)) + t!iilgo(arctan(b +1)- arctanl)

J“” ax T (—ﬂj |:7[ 7r:|
- || =+ ===
o X2+ 2X + 2 4 2 2 4

2

326. Halle el valor de la siguiente integral impropia J (x +1)In(x —1)dx.
1

Solucion:
Se tiene que:
2 Y 293
1)in(x —1)dx = | I 1)in(x -1)d
L (x +1)In(x —1)dx lim 1+g(x+ )In(x —1)dx
Integremos:
j(x +1)In(x —1)dx
2
u=In(x-1) v:%+x
{ T
ax
du = av =(x +1)dx
x-1
Entonces:
X2

I(X +1)In(x —1)dx :(é+x}ln(x —1)—[? . dx

o 1mge-1ax =[X—22+len(x—1)—%j(x+3+ f_ljdx

[ecsnim(e-1)ax :[gﬂ}n(x —1)—%[§+3x +3In(x —1)]+c
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I(x+1)|n(x—1)dx [§+x—g}n(x—1)—§—%+0

De donde:

J‘Z(X +1)In(x —1)dx = Iir%KX—;er %]In(x - )%37)(}

1 £—>

e-0

J-l2(x+1)|n(x ~1)dx = lim [gln113][@+1+52]|n8+ (1+4s)2 . 3(1+¢)

Calculemos:
2
[ (1+¢) 3 P he 1, Ine
lim|——+1+¢c—-—|lng=1im Ing==IliM ——
e-0 2 2 s>0 2 2 >0 (52 +4£)*1
2
l (52+4g)
Lim ne — ~Liim £ - L
294 2‘9%0(52+4s) 28%0—(52+45) (22 +4) 2600 2e+4
2
4
l“mln—gl:_l“mﬂ:_l(gjzo
25—>0(52+45)‘ 2:50 2e+4 2\ 4
Entonces:

2
I (x+l)|n(x—l)dx:O—4—0+l+§:__9
1 4274

+00 +00
327. Si k>0, determine el valor de [ ke o - | K _ox.
0 1 xkH
Solucion:

Se tiene que:

b
I ke M dx = Jim - I ke Max = - Jim &
0

b—w

kg g (akb O\ Ly
joke de—fbll_r:l(e —e )—fgmebel— (0-1)=1



328.

Ademas:
b

© b —k

I K= tim k[l = lim X

1 X b—w J1 b—w —

't kb 1 3 3
J.l —pr == Jim x i ‘_Ji‘l[bk —1j_—(o—1)_1
De donde:
+1-(1)=0
Obtener:J. %
—w X +2ax+b

Solucién:

Tenemos que:

ax

j‘” dx _J‘O dx +I°°
o X% +2ax + b? o X% +2ax + b? 0 x% +2ax + b?

© dx . 0 dx .
o XS +2ax +b co—ode x“+2ax +b d—x

J‘d dx
0 x° +2ax + b?

* dx . 0 dx ord dx
2 2 b2 =c|LrI]w 2 2 +JT]>0 2 2
o X% 4 2ax + ° (x+a) +(m) ° (x +a) +(m)
0 d
« dx . 1 X+a | . +a |
———= lim — arctan > + lim > arctan
o X +2ax +b C—Ho\/b —a \/b —-a |c d—”"\/b a \/b -a |o
. a c+a
lim | arctan———— —arctan +
c——x b2 _ a2 b2 — a2

J‘w w1
o x? 4 2ax +b? \[p? _ 52

. d+a a
lim | arctan — arctan
d—» \/b2 _ 32 \/bz _ 32

Y .
o x?42ax +b?  \[p?_ 32 2 2 b2 _ 52

295
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©dx
329. Calcular la integral impropiaJ. 5 .
0 X“+a
Solucién:
Se pide:
b b d
lim j - lim j N S
b—x 0X2+a b—x OX2+(\/—) b~>oo\/—
Entonces:

Jm dx ——I|m arctanifarctano ——{—70} —
0 x2+a +Jaboe Ja Jal2 2a

1
330. Obtener:j xIn(1-x)dx.
0

X
= lim —arctan—

X
V=—
2
T
dv = xdx

Solucion:
Encontremos:
J‘xln(l—x)dx
u=In(1-x)
\2
du = -1 dx
1-x
Entonces:

J.xln(l—x)dx :gln(l—

2
x)+lj- X ax
2J1-x

Como_[ < dx—I—x—1+ L dx—‘—xz—x—|n(1—x)+2c
1-x 1-x] "~ 2 '

se tendré que:

len(l—x)dx =X—22|n(1_x)+l

2{—X—22—X—In(1—x)}+c



APUNTESDEESTUDIO 0

De donde:
l1-¢
1 1-¢ 2 2
J‘ xIn(1-x)dx = IimJ- xIn(1-x)dx = lim x> 1 In(l—x)—X——i
0 £—0"J0 £—0" 2 2 4 2 0
1 AT AT _
len(l—x)dx= lim [u—l}ng-u-(l—g)—oww
0 #0"* 2 2 4 2

1 2
j xIn(1-x)dx = lim e+ In.s—l—l
0 e—0" 2 4 2

Calculemos con la regla de L'Hopital:

lim [52‘25]|ng_l lim — "% _ L yfz
2 250" (52 - 25) 250" —(62 —25) (26-2)

£—-0"

=0

200" 26226 2s50 26-2 2 0-2

2
2

(&2 -2¢ 1. (‘9 _25) 1. & -4s2+4¢ -1 0-0+0 297

lim | ———|lng =—-= lim lim =— =

£—-0"
Reemplazando en (a):

1
J- xln(l—x)dx=0—§=_—3
0 4 4

331. CaIcuIar:J. Xe’dex.
0

Solucién:

Se tiene que:
X2 1 .2 =11 2 -1 _,2
Ixe dx=—J-e (2xdx)=—je (-2xdx)=—e™ +C
2 2 2
Entonces:
b

© 2 . b 2 =1 .2
Ixexdx:llmjxexdx:llm—ex
0 b—x Jo b—w

I xe ¥ dx = lim _—l[e‘bz—eo]=_—llim Lz—l _1
0 b—ow 2 2 bow eb 2
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©

332. Calcular:I e senmxdx (2> 0).
0

Solucién:
Sea:
_ax 1
u=e V = ——Cosmx
m
J 0
du = —ae"*dx dv = senmxdx
Entonces:

—ax

- - af __
/ :J‘e ¥ senmxdx = €oSs mx ——Je ¥ cos mxdx ..(1)
m

Por otro lado:

J.e‘ax cos mxdx

u=e* v :isenmx
m
298 N 0
du = —ae"*dx dv = cos mxdx
De donde:
je“’” cos mxdx :ie"” senmx +ije‘ax sen mxdx ...(2)
m m

Con lo cual, de (2) en (1):

—ax
- all _ a |
/= cosmx ——| —e ¥ senmx +—I
m|m m |
2 —ax
a —e a _
Hl+—|= cosmx ——e & senmx
m m m
[ __—m® | me™ cosmx +ae"* senmx
a’ +m? m?
Entonces:
b 2 a. a. b
° . ax . -m me~# cos mx + ae~® senmx
e senmxdx = lim | e senmxdx = lim 5 5 5
0 b—w Jo b—x g 4+ m m



* -1
I e senmxdx = —— lim [ e~ cos mb + ae~? senmb — me® cos 0 + ae® sen 0}
0 as +m< bow

mcosmb + asenmb
™ -m-0

*© -1
.[ e ¥ senmxdx = 5 51 lim
0 as+me (b

e
e ¥ senmxdx = 0-m|=—5——
[, S fo-m]-
333. Caleular: [ 22 X gy
o l+x
Solucién:
Se tiene que:
arctan x dx (arctanx )2
—de=I(arctanx)( 2): +C
1+x 1+x 2
Entonces:
o
J‘ arctanxd lim J‘b arctanxdx i (arctanx)
0 1+X b%w 0 1+X2 b—owo 2 299
o

J‘ arctanzx dx 21 lim [(arctanb)z _(arctaHO)Z}
o l+x 2 bow

@ 2 2

J‘ arctanzxdle ) _olo7C

o l+x 2|\ 2 8
334. Calcular:jzd—s.
1sys?-1
Solucion:

Efectuemos el cambio de variable s =secd = ds =secftanddg.

Entonces:

J‘ ds _J‘secﬁtanedﬁ

= J.dﬁ =60 =arcsecs +C
sys?—1 secftand

2
.[1 T lim. J.lH s\/57— = glirgt [arc sec2 — arc sec (1 + g)]
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w|N

J'Zd—s— lim F—o}—
1 g4 52 -1 0" 3
* dx
335. CaIcuIar:J. [ A
0 (1+x)\/;
Solucién:

Sea x =t° = dx = 2tdt

Entonces:

j J- 2tat —'[ dt =2arctant + C = 2arctan/x +C
(1+X \/— 1+t (1+t2)
De donde:
I \/_ 1+x) g»oJ. \/_ 1+x) 0"
b—w
* dx ) T
% _2lim (arctan/b —arctang)=2| Z - 0| =

300 .[0 \/;(1+x) Za0+( g) {2 }

336. Sea f(m) = J‘O x"e ¥ dx (n > O). Demuestre que f(n+1) = nf(n).
Solucién:
Integremos J-x”e"xdx por partes:

u=x" vV=-e
{ 0
du = nx""tdx dv = e~ *dx

Entonces:

Ix”e'*dx =—x"e™* +njx”'1e'xdx
0 b
I x"e ¥dx = IimJ. x"e¥dx = lim | —x"e™* +nI e ¥dx
0 b—w Jo b—w

o0 . _bn On o0 1
I x"e*dx = lim 5 +nI x"e *dx
0 box| e e 0

bn
J‘ x"e¥dx = - lim — + 0 + nf,
0 b—)web ()

b

0
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337.

338.

Calculemos con la regla de L'Hopital:

n n-1 _ n-2 B B
tim 27 i 12" _ i 202107 (01 =2) (1)
b—w eb bow @ bsmo e by eb
De donde:

— ° noy—x _ _
f(m)—joxe dx = O+O+”f(n)—f7f(n)

o0
X
Calcular: j d .
2
x(Inx)
Solucién:
ax
Sealnx =u = —=du.
X
Si: x > entonces U —
X =0 entonces u=1
Con lo cual:

.ro dV b gy

Inx 1 bsod] y?

J.OO(I(:% _blm{ u}

3
Calcular:j ay .

23y -2
Solucién:
Se tiene que:

I
% +

Entonces:

3 dy ) 3 dy 3 . 2/3
= —== YS!
gzl o =3m0-2)

2+¢

J.3 dy Ilm[\/_ \/7} =(1- Oz%

23y—2 £>0"

301
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339. Calcular:j 3
0

340.

341.

o g

dar.

\/7

Solucion:

Hagamos que r= 1? — dr= 2udu.

Entonces:
3 3 .
dr=j 2udu =2J'3 Yy
[Sar= [ (auaw)
—Jr -2(3 _
J'S dr:—ZJ-S’“(—du): G0 FPSE
N In3 (in3)3"
De donde:
b
oo3—\/7 b3—\ﬁ -2
———dr = lim —dr = lim ————
0 \/7 s—0" Je \/7 0" (|n3)3ﬁ
b—w b—w &
rﬂd,_—_z im L L] 2(p 1) 2
o Jr  In3.50°| 30 3% | In3 1) In3
b—w
0 2
Calcular: J- Xx.57% dx.
Solucién:
Escribamos:
2 102 1 5%
J'x.5’x dx =——IS’X .(—2x).dx =——. +C
2 2 Inb
De donde:

0
0 0
I x5 dx = lim I x5 ax = tim [-— || L
—0 a—>-—o g a—>—wn 2|n5 5X
a

0
I x5 == tim | 2oL oL noo0]--
- 2In5a>-=( 50 ga 2In5 2In5

. * 1
Si G(a) = .[0 de, calcular G(O)' Gmy G(Z)'
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a) Calculemos G:

” 1 *dx 1P dx
G :J. —dx:-[ —=lim=
O o e (1ex?) T o 2(14x?) 0520 1 a?

b
:llim (arctanb—arctanO):l Z_ol=Z
2 b 2\ 2 4

1
= lim —arctanx
2

b—x

G
) ,

b) Por fracciones parciales, calculemos G;:

* 1 . br1 1 1 x-1
G(1):IO de—gmL [—~———- }dx

G —lnm'[b L 1 2x 1
M 2b5edo[1+x 2 X241 x2+1

b
G :llimIn(1+x)—lln(x2+1)+arctanx
() 2 bow 2 o
1 1 ’
G(l):—||mln X + arctan x
2 b—sw X2+1 0
303
b
1 l+1
G, == lim In—¥—— + arctanx
(1) 2 b—wo 1
1+7
X 0
1 l+1
G == lim | In—2 +arctanb —In=-0
(1) 2 b—w 1
1+
b
G =Llin+Z_o|l=Z
W2 2 4

c) Calculemos G,

* 1 ® 1
G(Z) :-[0 (1+x2)(1+x2)dx :J.O (1+X2)2 &

Hagamos: x=tanf — dx = sec? 6db
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0 T, 2 7, 7,
G(z):I 1 ZdX:J‘é sec 0d02:J‘A df :Jécoszeda
0 (1+x2) 0 (l+tan20) o secd Jo

T,

G, —JA—1+00529d9—10+lsen20
@~ Jo 2 2 4

0

Gy = %[%— Oj + %(sen;z —sen0) = %

. . “ dx .
342. Encontrar para cudles valores de p converge la integral — Averiguar el valor de la

integral cuando sea convergente. Lx
Solucioén:
304 Se tiene que:
b —-p+1 b
* dx dx xP

—=1lim | —=Ilim
1 xP bowodi xP bow-—p+1

* dx 1 1
—=——1im -1
1 xP 1-pobow| pPt

1

1
1-p

La integral sera convergente cuando p > 1y su valor sera [O - 1] = ﬁ

Si p< 1, laintegral sera divergente.

o b b
Sip=1, d—X:Iim d—X:IimInx
1

X bowJ1 X b—w 1

b—o0

I d_X: lim (Inb—O) no es finito.
1 X

Por lo tanto, es divergente parap < 1.



343. Determinar si la integral impropia I d—xconverge o diverge.
weX +e™*
Solucién:
Escribamos:
1 e*

Entonces:

Siu=e* =du=e"dx:

J- ox :I 2du =arctanu + C = arctane” +C
u

e +e™* +1
De donde:
J'°° ax _J‘O ax +J'°° ax
weX +e™ weX+e™ Joe¥+e¥
. 305
©dx . 0 dx . b gy
= lim — lim %
e +e bo—olJp e” +e b'se Jo " +e
“dx . . .
.[ —— = lim (arctaneo—arctaneb)+ lim (arctaneb —arctaneo)
e +e b—— b'—>w
« dx . T . 4
I — = lim | = —arctane® |+ lim | arctane? - =
weX e bo-wol 4 b'—>w 4
Con lo cual:

J‘°° dx T T V4

- =0+ === ==
weX+e™ 4 2 4) 2
La integral dada converge al valor %

13sen? x + 4 cos? x

——————— dx converge.
0 Jx(1-x) &

344, Analizar si
Solucion:

Se tiene que para todo x € R (por ende, para O < x < 1) se cumple que:
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3sen® x + 4cos? x . 7

\/x(lfx) \/x(lfx)

0<

13sen? x + 4 cos? x )
Seglin el criterio de comparacién directa, \/7 === ~ " ~ dx serd convergente
1-x

J‘0 Jx (1 -x)
. L 7dx . 1 [ x
Analicemos I ————_ reescribiéndolo como 7| — dx.

0. /x (1 - x) ox \V1-x

Hagamos un cambio de variable:

siempre y cuando lo sea.

XX = tJl1-x =\E:>1‘2(1—X)=

l-x_1 , 1 _1_,. 1 _1+22 £
x x 2 x 2 2 241
2 —
306 X=t ;1 1:1— 21 =adx = 2t 2dz‘
t°+1 t+1 (t2+1)

Six=0, entonces t=0ysi x=1, entonces t — .

De donde:

1 < 2
7J'l} X dx:7j[1+2t J(t) 2ot
ox \V1-x 3 t (t2+1)
dt r dt
L _14.[ =14 lim
ox \1-x bood 1412
0
j / dx =14 ||m arctant
0X
Como jl LU S convergente, la integral impropia Ilw
0 x(1-x) ’ 0 Jx(1-x)

convergente.

b
=14 lim (arctanb - 0) = 14[1j =7x
0 b—x 2

dx sera
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345. Analizar la convergencia de la siguiente integral impropia:

»x34+2
J. 5 dx
1 x°+1
Solucién:

. x3+2 2 1 ; o . 1
Consideremos f,, = 1 Ve T E T ambas funciones positivas y continuas en [ ,oo[
Calculemos:

p X7 +2 1+ 2
6 3
. . X +2x . 3
L= tim —%  jim 22+ L i = lim X -1
X—w g X X X6 +1 X—>®
(x) — 1+—%
X X

© 1 J 00X3+2 ] © 1
Como O <L < o, s Xy I s——dx son integrales convergentes porque | —5dx
1 x> +1 1 X

es convergente.

+00
346. Calcular la siguiente integral impropiaj xe“dx.
x=0

R.: 1 307

CcX _
x2+1 2x+1

347. Sise sabe que la integraIJ. [ jdx es convergente, encontrar el valor de y
2

el de la integral.

1 1.5
s o=y —In—.
Rigv g
348. Si de—x=£, encuentre a.
a (L+x)? 5
R.:4

+00
349. ;Para qué valor de k, la integral impropia J- [2—)(7
0

> dx converge a cero?
x“+1 x+1

R.: 2

2
350. Halle el valor de la siguiente integral impropia: J- X In(x —1)dx.
1

R.: -5/4
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+00 +00
351. Si k>0, determine el valor de .[ ke ™ dx +J- de.
0 1

Xk+l
R.: 2
. . : e 3x? k
352. ;Para qué valor de k la integral impropia j —————— |dx converge a cero?
o | x°+1 x+1
R.: 3

353. Silaintegral impropia J. ae*dx es convergente, ;como debe ser a?
0

R.:a>0

Va n-1
354. Sig,,= In i dx, a> 0, hallar g/, . Sugerencia: hacer la sustitucion u =In i .
=)o ax [E] ax

R.: Jz/a

308 355. Encontrar:.[ xPe #dx  (p>0).
0

. _p!
' 2p+1
3
356. Calcular:j d—xz
0 (x-1)3
R.: 3+33%2
5
357. Calcular:J. dx
1 x-2

R.: Diverge

1
358. Caleular: [ 2.
.5

-9
2

R.:

0
350, Calcular:j 0e%do.

R.:-1



360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

1 p+1
Encontrar el valor de I —dé.
0 6% +20
R.: /3
-2
CaIcuIar:J. 2dx .
o X< =1
R.: In3

Encontrar:I ox +J. xe*Xde.

0 \/;e‘/; —o0

R.: 2

In2

. R N .
Determinar si la integral X 2eAd)( es convergente o divergente.
0

R.: Divergente

;Cual de las dos integrales es divergente?

a. I o b.J- In xdx
1

0 Jer

L dx 0 dx
;Son di t — I ?
;Son divergentes .[_1 7Y | 53

R.: Si

. T(Inx
;Es convergente la integral L%dx?

R.: No

0
;Converge o diverge J- dx ?
22x +1

R.: Diverge

309
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

368.

369.

370.

-1 5%
Dada.[ e—dx, pruebe que la integral converge. Comparela con y = e*.
X

—0

. 1
dx, comparandola con f,) =—para valores grandes

()~ x

2
. . » -1
Estud|arIaconvergenuadej X
2 Jx®+16
de x.

R.: Diverge

0 X2

R.: No. %

(Es I l7Cﬂdx una integral impropia? Calcularla.
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7. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO VII

371. Calcular el area limitada por la parabola (x — 2)> = y — 1, la tangente a la parabola en el
punto de abscisa igual a 3 y el eje de ordenadas.

Solucioén:
La ordenada del punto de tangencia (3, y)es y=(3-2)?+1=2.
La pendiente de la recta L tangente a la parabola es:

m|(3v 5= y’|(3y 5 =2(x - 2)|(3, . 2(3-2)=2

Como (3,2) es un punto de la recta tangente y= 2x + b a la pardbola, entonces: 2 = 2(3) +
b= b=-4 = L:y=2x-4.

El grafico es:

311

y=2x-4

El area sombreada es:

(x-2f +1-(2x —4)}dx

A:J-S[x274x+4+172x+4]dx
[
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372.

312

Calcular el area encerrada por las curvas: y = Inx, y = In?x.

Solucion:
=Ilnx

2

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: { |
y=In"x

Inx=0 = x;=1 y;=In1=0

Inx=In"x = Inx(l-Inx)=0 =
Inx=1 = x,=e, Yy,=lne=1

El grafico es:

El area encerrada por las curvas esta dada por:

A= L:B [Inx —Inzx}dx = f[lnx —In2x}dx.

Hallemos / =I(|nx In? x)dx

2

In xflnx

ll

J'[ (Inx -1/2) —1/4}dx
J'(lnx 1/2) dx+1/4j'dx

J-(Inx 1/2) dx + x/4 (1)

Calculemos por partes:

u=(lnx—%) - du=2(lnx—%jldx

av=dx = v=x

- —j(lnx ~1/2)dx



2 1 1
=lInx -= du=—d
llzx[lnx—%j —ZJ[InX—%jdx, Y [nx 2) - o X x

dv=dx = v=x

2
llzx[lnx—lj —Z{X(Inx—l)—jdx}
2 2
1Y 1
llzx[lnx——j —2x(|nx——j+2x+0 (2)
2 2
De (2) en (1):

1YV 1 X
I=—x|Inx-—=| +2x|Inx == |-2x +—+C
2 2 4

l:—x{lnzx—lnx+£—2lnx+1+2—l}+c
4 4
l:—x[ln2x—3lnx+3}+0

Entonces:
e

A=[—x(|n2x—3lnx+3)} 313

A:[—e(lnze—3|ne+3)}—[—1(In21—3|n1+3)}
A=[-e(1-3+3)]+[0-0+3]
A=3-e ?

373. Laregioén limitada por la curva: 4y = 8x— x° y el eje de abscisas es dividida en dos partes
iguales por una recta que pasa por el origen de coordenadas. Hallar la ecuacién de dicha
recta.

Solucién:

Los puntos de interseccion de la parabola con el eje x son:

x; =0, y;=0

Cay 2
{4)/_8)( S 8x-x2=0 = x(8-x)=0 = {
X, =8, y,=0

y=0

X tX% _0+8 8(4)-4°

La abscisa del vértice de la parabola es h = T:4 y la ordenada: k =

Sea y = mx la ecuacién de la recta que pasa por el origen de coordenadas y que divide a
la regién limitada por la parébola y el eje x en dos regiones de igual area:
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v =mx

Debemos hallar las coordenadas del punto de interseccion | (x,y) de la recta con la
parabola:

y=2x-X x? - x =0y =0
Xp=4(2-m), y,=4m(2-m)

Por lo tanto, la abscisa de /es x° = 4(2 — m)

El area de la regiéon sombreada es:

-m 2
A = I:(z ){ZX %mx}dx

4(2-m) 2
A1=J.0 [(Z—m)x—%}dx

4(2-m)
A —[(2—m)~ﬁ—ﬁ}

A=(2-m) 2 12
A - 8—?}(2— y
A=S(2-m)

El area de la region limitada por la parabola y el eje x es:

8 x? 5 X3 ° 83 128 192-128 64 ,
A= |2x-Z—|ax=|x?-2=| =64-"—=p4 -2 -2 22 2%
0 4 12 3 3 3
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Se debe cumplir que A= %A, entonces:

8 3 32
5(2 m) =3
(2-my’ =4
2-m=Ya
m=2-34

La ecuacion de larectaes y = (2 —§/Z)X.

374. Calcular el area comprendida entre las curvas y = €, y = Inxy las rectas: x=-1; x=2; y=0.

Solucién:

El grafico correspondiente es:

315

El area pedida esta dada por:

AL

I
A /B C <
A=A+A

A= J._llexdx +J.12[ex —Inx}dx
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A= [eXII +[ex - x(Inx —l)f
A=e' e +[e?-2(In2-1)|-[e' ~1(In1-1)]
1

A=e——+e°-2In2+2-e+0-1
e

A:ez—l—2|n2+1 u?
e

375. Calcular el area encerrada por las curvas: y=cosxe y=-1 + senxentre x=0y x= 2.

Solucion:
y
y =cosx
a 4
| A, X
y=—l+senx
316
El &rea pedida es:
A=A +4A
7/2 r 2r
A= —(-1 d j -1 - d ‘[ -(-1 d.
.[0 [cosx ( +senx)} X + ”/2[ +senx (cosx)] X + ) [cosx ( +senx)} X

i +[-x —cos x fsenx]”z +[senx +x +cosx]i”

A:[senx+x+cosx]0 v

A=lsenZ+ Xy cosZ ~[sen0+0+cos0]+[-7 -cosz—senr |- T cosZ _senZ |y ...
2 2 2 2 2 2

+[sen2r + 27 + cos 2z | ~[senz + 7 +cosx |
A=[1+%+0}—[O+O+1]+[—7r+1—0]—{—%—0—1}+[0+27r+1]—[0+7r—1]

A=btr P
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376. Calcular el area de la figura limitada por las curvas: y :Iz_x e y=xinx.
X

Solucion:

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: y= Ax

y=xlnx
_ _ a0 _ _
Inx 1 Inx=0, x;=e =1 y;=0
—=xlnx = Ihx=0v —=x = 1 1 1 11
4x 4x x2=2, x=%=, xX,==, y,==In=
4 2 2 2 2
El gréfico es:
y
B
X
/A
El area sombreada es:
X 1
A:J‘B{ln—x—xlnx}dx:j {ln—x—xlnx}dx
x X 05| 4x
Calculemos:
du
T 2 2
/:J"”—de:l T Lax =L oI o
4x 4 X 41 2 8

Ademas:

1

u=Inx = du=-—dx 2 ] 2| )

J=Jx|nxdx: X X nx__.[xd XX X e

x? 2 2 4

dv=xdx = v=

317



318

377.

De manera que el area pedida es:

1
In? x lenx x2
A—{ —

2 4
A| L 12In1 e 5 052|n05 0,5°
s 4 4
A= O+O i
16
In 3 2
A= =
8 8 16 ¢
Calcular el area limitada por las curvas:
y=In(x+2)
y =2Ilnx
y por el eje de las abscisas.
Solucién:
=In(x +2)

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: {y
y =2Inx

In(x+2)=2Inx = In(x+2):|n)(2 = x?-x-2=0 = (x-2)(x+1)=0
= x=2

El Gnico punto de interseccion es (2, In4).

El gréafico es:

y=In(x+2

y=2Inx
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Calculemos el &rea sombreada integrando a lo largo del eje y:
y:ln(x+2) = x+2=¢/ = x=eY-2
v
y=2lnx = %:Inx = x=e2

El area esta dada por:

| L
A:LA e? —(ey —2)}dy

A:£T4e (ey2ﬂdy

N<

In4| Y
A:j e2 —e’ +2|dy
0

y In4
A=|2e2 —e¥ +2y
e
In4
A= [Ze 2 _gln4 +2(|n4)1 —[Zeo —ef +2(O)}
319
A=2e"? _412In4-2+1
A:2(2)—4+2In4—2+1
A=2In4-1 2
378. Calcular el area encerrada en el primer cuadrante por las rectas:
y =2x
2y =x
y la parabola: x> =3-y

Solucién:
. - . y =2x
Hallemos los puntos de interseccién de cada recta con la parabola: 3,2
y=3-x
=-3 y,=-6
3-x2=2x = x?+2x-3=0 = (x+3)(x-1)=0 = {Xl N
X, =1 y,=2
y=X
2
y=3-x?
X X—i —i
3—x2=E = 2%4x-6-0 = (x-3)(x+2)=0 = (M7 N7y

Xp==2, ¥, =-1
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El grafico respectivo es:

El area sombreada estd dada por:

Es decir:
320 1 1,5
A:{ixﬂ +{3x—lx3—lx2}
4 o 3 4 0
3 2
3,32 3 1(3 1(3 1.3 1,
-3 H3(E]‘E(EJ (3] H w307 -507]
A:§+2—2—i—3+1+l
4 2 8 16 3 4
A=D0 p2
48

379. Encontrar el &rea de la region limitada por las curvas:
y =x3-6x%+8x
y =x?-4x

Solucién:

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas:

y =x3-6x°+8x
y=x2—4x

x3-6x2+8x=x2-4x, x3-7x?+12x =0, x(x2—7x+12):0, x(x-3)(x-4)=0



El gréafico es:

y=x"—4x

y=x"—6x" +8x

(=}
=
x

El area encerrada por las curvas es:
A=A +A
Xar 3 2 2 Xer o 3 2
A:J. [x - 6x +8xf(x 74x)}dx+J. [x —-4x - (x - 6x +8x)]dx 321

0 XA

3
A=J. [x3—6x2+8x—(x2—4x de+J‘ [xz 4x — x —6x? +8x)}
0
A= I x3 - 7x? +12x}dx J.[x +7x% —12x}dx
4
+ —lx“+1x3—6x2
4 3 B

A=|L.81-63+54|+| 64+L.64-96|-|-L.814+63-54
4 3 4
A:£-81+Z~64—18—16O
2 3
A:ﬂ u?
6

380. Encontrar el area encerrada por las curvas:
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Solucién:

X=Yy
Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: {

()’2)2:_8y = y4+8y:0 — J/(,V3+8):0 N {y1=oy x, =0

El grafico correspondiente es:

El area sombreada es:

322
4
_ 1.2
A= J‘O {fgx f(fﬁ)}dx
4 1 2
A:J ——X ++/x |dx
o| 8
4
A-|-L 3 23
24 3 o
A=|-L 43253
24 3
__8.16
3 3
a8
3
381. Calcular el area encerrada por las curvas:
xy =1
xy =4
x—xy=1

y por la recta: y = x.
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Solucién:

Las ecuaciones de las curvas que limitan la region son:

1
y==
X
4
y = —
X
x -1
y = = y =1 - =
X X
y =X
El gréfico respectivo es:
y -
il i
Y= X y—;
X
it
X
El area sombreada es:
A=A+ A

2 5
A:J. [x—l}dx+.|. [i—(l—lﬂdx
1 X 21 X X
2 .5
A:{lxz—ln(x)} +J. [g—l}dx
2 N 2| x
A=[2—In2]—{%—0}+[5lnx—x]2
1
A=2-In2->+[5In5-5]-[5In2-2]
A=—§—6In2+5|n5
2
5 3 5

A=In=—-=u
26 2

323
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382.

324

Calcular el area encerrada por las curvas y= €5 y=e*y larecta x=1.
Solucion:
y=e"

Hallemos los puntos de interseccion de las curvas: { .
y=e

—e* = e¥=1

= x=0 y=e'=1
El punto de interseccién de la recta x=1 con la curva y = e¥es (1, e)

El punto de interseccién de la recta x=1 con lacurva y= e*es (1, e?)

Grafiquemos las curvas:

El area sombreada es:
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383. Calcular el &rea encerrada por la pardbola: y» = x+ 1lylarecta: x—y-1=0

Solucion:

y2=x+1

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: {
y=x-1

(X—1)2=X+1 =x2-2x+1=x+1
x?-3x=0 = x(x-3)=0

x3=0 = y;=-1
X,=3 = y,=2

Grafiquemos:

El &rea sombreada estd dada por:

A= [ [T () o [ [T = (- 1)]ox

A= [T (o) Jor o [ [T - (x- 1) Jox

3

A :Jiol[zx/m}dx +I

0

[\/H—x+1}dx

4 37 [2 31 ’
A=|—(x+1)2| + —(x+1)§——x2+x
3 E 2

0
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. 1
384. Calcular el &rea encerrada por las curvas: y= X%, y = §x3.

Solucion:

Hallemos los puntos de interseccion de las curvas: 1 3
y —_—

x;=0, y;=0
3
Grafiquemos las curvas:

xzzlx3 = 3x?=x3 = x2(3—x):0 = {
X, =3, y,=9

326
El area de la region encerrada por las curvas es:

3 1
A= {xzf—xﬂdx
0 3

385. Calcular el area de la figura comprendida entre las curvas:
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Solucioén:
1
Yy=-3
Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: x“+1
1o
==X
Y 2
21 =lx2 = 2=x*+x> = x*+x%-2=0 > (x2+2)(x2—1)=0 =
x“+1 2
1
X =-1 ==
1 N 5
1
X5 =1, =—
2 Y2 5

Grafiquemos las curvas:

El &rea de la region limitada por las curvas es:

1
A= { ! —lxz}dx,
-1

que por la simetria de la figura con relacion al eje y, equivale a:

1
A=2J[ 21 —lxﬂdx
ol x+1 2

1

A =2|arctanx —lx3
6 0

327
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386. Calcular el area encerrada por las curvas:
y=Inx
y = In? x
Solucioén:

. L y =Inx
Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: { )
y =In“x

x;=1 y;=0
Inx=Inx = InPx-Inx=0 = Inx(Inx-1)=0 = ! !

Xp=¢€, Yyp=1
Grafiquemos las ecuaciones:

y

328

Calculemos el area de la region limitada por las curvas:

XB
A= LA [Inx —Inzx}dx

A :'[le[lnx —Inzx}dx

Evaluemos:

1
= 2 = - —
Ilnzxdx: u=In“x = du=2Inx de
dv=dx = v=x

Ilnz xdx = xIn® x —ZIInxdx (1)

u=Inx = du=ldx
Ilnxdx: X
dv=dx = v=x

jlnxdx =xlInx fJ.dx

Ilnxdx =xlnx -x (2)



APUNTESDEESTUDIO 0

De (2) en (1):

IInZ xdx = x1n? x = 2xInx + 2x

De manera que:

e
A:[xlnx—x—xIn2x+2xInx—2x}
1

A:[3x|nxfx|n2xf3x}
A=[3e-e-3e]-[-3]
A=3-e

387. Calcular el &rea encerrada por las rectas y/o curvas siguientes:

e
1

AYy=x+3¥%+2; y=xXx+6x¥-25
b) y=x;, y=2x+1;y=x+2

Solucién:
3 2
= 3 2
a) Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: ymxm e
y=x3+6x2-25 329
X =-3 y=(3)]+3(-3+2=2

x3+3x2+2=x3+6x2-2523x°=27=2x%*=9>
X,=3, y,=3%+3.3242-56

Grafiquemos:

y=x 46x>-25

El area solicitada es:
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A=[-3+27.3]- [—(—3)3 +27. (—3)}

A=54+54
A=108

. . y
b) Hallemos los puntos de interseccién de las curvas: {

x°=x+2 = x’-x-2=0 = (x-2)(x+1)=0 = {

El grafico correspondiente es:

330

= x2

y=x+2

X =2, y;=2+2=4
X,=-1, y,=-1+2=1

Si afiadimos el grafico de y = 2x+ 1 y sombreamos la regién limitada por las dos rectas y

la curva, obtenemos:
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Para calcular el area sombreada A, comprendida entre x=x,=-1 y x=x,=-1, dividamos
la regién de integraciéon en dos partes:

A= L:B [x +2—(x2)]dx +'[XC [x +2-(2x +1)de

XB
X
A= B[x+2—x2]dx+J. [—x +1]dx
-1 Xg
2 376 2 !
A1={X—+2x—x—} +{——+x:l
2 3
-1 Xg
2 3 _17 1P 2 2
A1=|:X?B+2X X3B:| {( 2) +2(—1)—( 3) + —1—+l —[ ==L+ xg
, X2 o1 11
=Xg+Xg————-——+2-——-—=+1
S R R
2 5,5
=X§+xg -2 +=
A = Xg +Xp 3 '3

Como B es el punto de interseccion de la parébola y = x? con la recta y = 2x+ 1:
X =2x+1 = x?-2x-1=0 = (X—1)2—2:O = x-1=t2 = x=1z2 331

Entonces xg =1- \/E xpg =1+ J2.si reemplazamos:

A1=X§+XB—X—§+%
3
Al—(1_ﬁ)2+(1_ﬁ)_(l_f) +§ 2
3
A1=1+2-2\/§+1_J§_(1_TJ—2)+% 2
3
,41:%3\/5(1_;/5) w2

El area sombreada A, comprendida entre x =x, =1y x =x; =1+ V2, es igual a:

A :I: |:2X+l—()(+2):|0’)( +J.XE |:2X+1—(X2):|0'X

XD

A = jz[x -1]ax +J-1+ﬁ[2x +1—X2:|d)(
1

2
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388.

2 3
1 (1442) 10
’42=—+1+2+2\/§+1+\/§————
2 3 3
3
1+42
/'2:33@% d

De manera que el area sombreada total es:

Ar=A+4
= _3/2- ( \/E) +—+3\/— (1+\/—)
11
AT:%_E[(I_\/E) +(1+\/§)}

A,_ﬂ__[z][( f)Z_(l_@)(1+@)+(1+ﬁ)2}
A g -3 7)-0-2)

AT:———[7]

Encontrar el &rea encerrada por las rectas y curvas siguientes:
a) y=xX; ¥ =x;x+y=2

b) y=|x-2[;y+x%=0;x=1;x=3

Solucién:

a) Y=X, ¥ =X, x+y=2

Los puntos de interseccién de las curvas y = X2, )2 = x son:

(x2)3=x = xb-x=0 = x(x5—1)=0 = {22(1): ))//;Z?
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Los puntos de intersecciéon de y= x>y y=2 — xson:

X3=—2, ,V3=2—(—2):4

2x:x2:>x2+x2:0:>(x+2)(x1):0:{
Xp=1 y,=2-1=1

Los puntos de interseccion de 2 = xy y=2 - x y son:

(2-x) =x = 8-32fx+3(2)x*-x®=x = x*-6x>+13x-8-0 =
(x—l)(x2—5x+8)=03 x5=1 yg=2-1=1

El gréfico correspondiente es:

333

\

La region limitada por las curvas y la recta es:

e
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El &rea de dicha region es:

A= XXAB (25~ (x?) | +LX: [2-x - (%) |ax
A= _Z[z—x - x? Jx +Jj[2—x —x3]dx

2 3
A:4+2—§+2—l—i
3 2 4
A:E u?
12

b) y=|x-2[; y+x=0;x=1;x=3
334 ~(x-2), x-2<0
Por definicion: ¥ =[x —2| = (x-2), x-220' es decir:
Yy=-Xx+2 x<2
y=x-2, x=2

Grafiquemos las curvas y la region limitada por ellas:

y =3

y=—x+2 x=1

El area sombreada es:
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389.

A= LZ[—X +2—(—x2)}dx +Jj[x —2—(—x2)}dx

A= J.lz[—x +2+ xz}dx +J.23[x -2+ X2:|dX

L] [fand]
A__-g+2(2)+@1{-gu(mg}{q-z@pg -1 =L
A_:_2+4+§H_1+2+ﬂ{g_6+9H2_4+q
a4 1115 2

3 6 2 3
42

Calcular el &rea encerrada por la curva:

a) x=a-cosh, y=b-senb

b) x=2cosf—cos20 -1, y = 2send — sen20

Solucion:
a)
X2
x=a-cosd = x’=a’-cos’0 = —2:00329 2 2
a X Yy _ 2y 20
) = —+=5=cos 0 +sen
_ 2 _ 42 2 Yo 2 a“ b 1
y=b-senf = y°=b-sen“fd = b—-sen@

La ecuacion corresponde a una elipse con centro en el origen

del sistema de coordenadas

y semiejes ay b. El grafico siguiente corresponde al caso en que a > b > 0O:

TN
()

335
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El area encerrada por la curva es cuatro veces el area de la region encerrada por la curva
en el primer cuadrante:

ah
A=4| =+a®-x2dx
oa
Si usamos la férmula de integracién inmediata:
2
u a u
I a? —u?du = =+a® -u? + =—arcsen—+C
2 2 a
Tenemos que:

2
A=4 .E{i\/az —x2 +%arcseni
a a

| S
o N

2
2 2
A=a.212 [27 72 .2 arcsen |- 4. 210 27 207 1 2 qresen®
al2 2 a al2 2 a
b|a® =«
A=4.—|—.-=|-4|0
25]-ater
A=rab U
336 b) De las ecuaciones paramétricas x = 2cosf — cos26 — 1, y = 2senf — sen26 se deduce que:

X= 20056’—(0052 0 - sen’ 9)—(sen2 0 + cos? 9) = X=20050-2C05°0 = X = 20056(1— cosﬁ)
y=2senf-2senfcosf = y=2senf(1-cosd)
Si elevamos al cuadrado y sumamos:
x? + y? = 4cos? 6(1- cos@)2 +4sen” 0(1 - cos 0)2
77
s
De donde:
p? =4(1-cos 0)2 (0052 0 + sen’ 0)
p* =4(1-cos 0)2
p=+2(1-cos0)
p=2(1-cos0)

La grafica de esta Ultima ecuacion es una cardioide, la gréfica de la otra ecuacion
(con el signo negativo) es el reflejo en el eje y de la primera gréfica. Si hacemos una
tabulacion obtenemos:



7 7T 7 3
0 0 5 a > T > 2
V3 V2
p 0 2[1-* 2|1-— 2 4 2 0
y
X

Sea p = p(0) la ecuacion de una curva en forma polar, si p(f) es una funcién continua en
el intervalo [6,, 6,], entonces el 4rea del sector limitado por la curva y los radio vectores
extremos esta dada por: 337

A=L1(% 2 (0)a0
T2 J.yl L
Entonces, en el caso considerado, tenemos que:
2r
A :lj 4(1-cos6) do
2Jo

2r
A:ZI (1—2cosa+cos2 a)de
0

1+cos20

2
cos“ 4 =
Como 5

ae

2
A:ZJ‘ (1—200504—%)
0

2 3 1
A:ZJ‘ — —2c0sf +—cos260 |do
o \2 2

3 1 r
A=2|—60-2senf +—sen20
2 4 o

A

2{%(23) -2sen(2z) + %sen(4n)} - 2{%(0) -2sen0+ %sen O}
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A= 2‘:37z]
A=6xu°

390. Calcular el area encerrada por la curva: y=cos2x y el eje de abscisas, comprendida entre

338

391.

X=ald yx=nm.

Solucién:

~N
Il
N

FNY Y
(SR

El area sombreada es:
A=A +A4A
3z/4 T
A=I [O—cost]dx+J‘ [ cos 2x |dx
/4 3z/4

i sen2xT”/4 {seanT
A=|- +
2 /4 2 3r/4
sens—” sen’” sens—”
Aol 2, 2|, sen2z 2
2 2 2 2
A= l+l + O+l
1272 2
A=E u?
2

Hallar el area encerrada entre la parabola: y = —x* + 4x — 3 y las tangentes a esta en los
puntos: (0,-3) y (3,0).

Solucién:

La ecuacion de la recta tangente a la parabola en el punto (x,, y,) esta dada por:

Y=Y = ¥ (¥ = %0)
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Como y'=-2x+ 4, la ecuacién de la tangente a la parabola en el punto A(O, — 3) es:
y-(-3)=(-2(0)+4)-(x-0) = f: y=4x-3
Y la ecuacion de la tangente a la parabola en el punto C (3, 0) es:
y—O:(—2(3)+4)~(X—3) = ly: y=-2x+6
Las rectas tangentes se cortan en el punto B:
3 3 3
4x -3=-2x+6 = 6x=9 = x1=§ = y1=—2§+6:3 = 85,3

Grafiquemos la parabola, las rectas tangentes y la region limitada por la curva y las rectas:

B

339

El area sombreada es:

X,

A :J‘XB 4x —3—(—)(2 +4x —3)}dx +LC
A= J‘ dx +Jj[(x 73)2]dx

2

A{%H@ﬁ

] [0]+[0]- {(3/2 ﬂ

[—2)( +6-— (—x2 +4x — 3)]dx

>
]
| ——
\—/
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Calcular el area encerrada por las curvas:

y=4x-x?
y=4x -x

Solucién:

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas:

Ax —x? =4x? - x3 = x3-5x%+4x=0 > x(x2—5x +4):O = x(x-1)(x-4)=0
x1 =0, y1=4(0)-(0) =0
X =1 y,=4(1)-(1f =3
X3=4, y3=4(4)-(4 =0

Podemos hallar el &rea de la region comprendida entre las curvas dadas que corresponden
a funciones polinémicas, sin tener que dibujarlas.

Como las curvas se cortan Unicamente en puntos de abscisas O, 1 y 4, entonces las
regiones a la izquierda de O y a la derecha de 4 son abiertas y, en consecuencia, la regién
“comprendida entre las curvas” debe ser solamente una parte de la zona 0 < x< 4.

Hallemos la diferencia d = y, - y,, donde y, = 4x - x*y y, = 4x* — X%, es decir:

d= (4x - x2) 7(4)(2 - x3)

d=x3-5x%+4x

d =x(x2—5x+4)

d=x(x-1)(x-4)
El signo que tenga d servira para conocer las posiciones relativas de las curvas: si d > 0,
entonces y, > y, (la curva y, = 4x — x* esta por encima de la curva y, = 4x2 - x* y si, por el

contrario, d < 0, entonces y, <y, (la curva y, = 4x — x* esta por debajo de la curva y, =
4x2 — X3).

Deducimos entonces que en la regiéon 0 < x < 1: d = (+)(5)(-) > O, es decir y, > y,,
mientras que en la regién 1 < x< 4: d= (+)(+)(-) <0, entonces y, < y,.

De lo anterior podemos estar seguros de que el area de la regién comprendida entre las
curvas esta dada por:
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1

4
A= O[J/l - yo]dx +L [ V2 = y1]dx

A= ; 4x — x? 4x2—x3)}dx+J.14[(4x2—x3)—(4x—x2)}dx

A= J.l —5x? +4x}dx+-‘-14[—x3+5x2—4x}dx

3 ! 4 3 4
5%ﬁLZXZ} +{XT+5%2X2}

O

>
I
1
4>|><

o 1
A= l—é [O] 64+£732 - —l+§72
4 3 3 4 3
A:lf§+2796 ﬁ+l,§+2
4 3 3 4 3
A=7—1 u?
6

El resultado anterior se puede comprobar si graficamos las curvas:

341

393. Calcular el area comprendida entre las curvas:

yo=x
y2_16(2x-1 °
S27( 2

Solucién:

Las gréficas de las curvas son simétricas con respecto al eje x porque al sustituir y por -y
en cualquiera de las ecuaciones resultan las mismas ecuaciones. La primera ecuacién y?
= x corresponde a una parabola con vértice en (O, 0), cuyo eje de simetria es el eje xy que
se abre hacia la derecha (x > 0).
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En el caso de la segunda ecuacion y? :%(2)( - l)3 ,su grafica se limita a la zona en que

2—27(2)( - 1)3 >0esdecirenx 2%.Considerando la simetria de la curva analicemos Ginicamente

3
y :£(2x -1)2; se tiene que y' = L i(2)( 1)2 -2, la derivada es igual a O Gnicamente
33 33 2

en x =% (la tangente a la curva es horizontal en x = %)y es positiva en todo el dominio de

la funcién considerada, entonces la curva correspondiente debe ser creciente y su grafica
es de la forma:

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas:
2

" 27

27x = 2( 8x3-12x% +6x 71)

—(2x - 1)

16x3 —24x% -15x -2=0

Factoricemos el polinomio del primer miembro:

16 -24 -15 -2

1
7 -4 7 2
16 28 8| O
2 32 8

16 4 0




APUNTESDEESTUDIO 0

La ecuacion anterior se puede escribir en la forma:

(x +%)(x -2)(16x +4)=0
(4x +1)(x -2)(4x +1)=0
(4x +1)°(x -2)=0

1 .
Como xsolo puede tomar valores no menores que > el tnico valor aceptable es x= 2, al que

le corresponde y = +./2; asi, tenemos los puntos (2, - \/E) y (2, \/E) en los que se cortan

las curvas.

343

Hallemos el area A de la region sombreada:
X 1 X 3
lA:j “|x2 dx—J “1Y8 (o0 —1)3 |ax
2 Xa xg | 9
2| 1 2 3
lA:J. X2 dx—J. ﬁ(Zx—l)E dx
2 0 % 9

%A:[%-ﬂ] {‘/95%-(2)( 1)2 L

L :%-i o3

1 4

TYREN RN
22
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394.

Hallar el &rea de la figura limitada por la curva y = x (x— 1)(x— 2) y el eje OX.
Solucién:
La curva corta al eje x en los puntos de abscisas O, 1 y 2 Unicamente.

La region encerrada por la curva y el eje x debe ser solo una parte de la regiéon O < x< 2,
porque los extremos (x < 0 0 x > 2) corresponden a regiones abiertas.

Analicemos la regién de interés: si 0 < x< 1, ocurre que y = (+)(=)(-) > 0, es decir la curva
esta por encima del eje x. Si 1 < x< 2 tenemos que y = (+)(+)(-) < O; en este caso la curva

esta por debajo del eje x.

En consecuencia, el area de la region encerrada por la curva y el eje x es:
1 2
A :I [y ]ax +j [-y Jdx
0 1
1 2
A :L [y ]ax —L [y ]ax
2

1
A :L [x3 - 3x2 +2x}dx 7.[1 [x3 -3x2 +2x}dx

4 ! 4 2
A—l:x——x3+x2} —{X——x3+x2}
4 4
0 1
1 1
A=|—-1+1|-[0]-[4-8+4]+|—-1+1
4 4
A:l+l
4 4
A:l u?
2

El resultado obtenido se puede comprobar al graficar la curva y = x3 — 3x* + 2x:

y

y=x-3x+2x

n

[,
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395. Hallar el area comprendida entre las curvas:

Solucién:

El grafico de y? = x es una parébola con vértice (0, 0), con el eje x como eje de simetria 'y
que se abre hacia la derecha (x > 0).

El grafico de y? = x3 es simétrico con respecto al eje x y solo existe representacién en x3 > 0,

3 1
es decir en x > 0. Si consideramos solo la rama positiva de la curva: y =x2, y'= EXZ'
vemos que la derivada es O (tangente horizontal) solo en x = 0 y que es positiva (funcién
creciente) para todo x > 0. Entonces el grafico de y? = x3 es de la forma:

yr

345
X
Hallemos los puntos de interseccién de las curvas.
x1=0, y;=0
x=x3 = x3-x=0> x(xz—l):O = x(x-1)(x+1)=0 = o1 {yzzl
2=4
y3=-1

Incorporemos el gréfico de y2 = x'y determinemos la regién comprendida por las curvas.
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Si A es el area de la regién limitada por las curvas:

1 2 2
ZA=|2-Z2|-T0
2a=|2-2]-[0]
1,.4
2 15
A:i u?
15

396. Hallar el area encerrada por la parédbola: y= Xy las rectas y=2x- 1, y=x+ 2.
Solucidn:
Hallemos los puntos de interseccién de y= Xy y=2x - 1:
346 xX2=2x-1 = x*-2x+1=0 = (x-1Y=0 = x =1 y=2(1)-1=1

Los puntos de interseccion de y=xe y=x+ 2:

X°=x+2 = x*-x-2=0 = (x-2)(x+1)=0 =

Los puntos de interseccion de y=2x—- 1y y=x+ 2:
2x-1=x+2 = x,=3, y,=3+2=5

Grafiquemos:

e
1
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El &rea de la region sombreada es:

A= XB[XZ—(zx—l)}dmrc[x +2- (20 -1)]ox

XB

20 3
A= -2 11|d - 3|d
J[x x+}x+v|‘2[x+]x

1 9
A- g}—[o]—{5—9}+[2—6]
A=l+2—4

3 2
A:E u?

6

397. Calcular el area limitada por las curvas:

y=4-In(x+1)
y=In(x+1)
x=0

Solucion:

Hallemos los puntos de interseccion de las curvas y=4 — In(x+ 1) y y = In(x + 1):
4-In(x +1)=In(x +1)=In(x +1)=2=x+1=e’=x, =€’ -1, y =4-2=2

El gréfico de y = In(x + 1) corresponde al de una funcion creciente (la base del logaritmo
es e > 1) en todo su dominio (x > —1); ademas, la curva es céncava hacia abajo y tiene la
asintota vertical: x=-1.

347
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El gréfico de y=4 — In(x + 1) se construye a partir del anterior, primero se dibuja el reflejo
de lacurva y=In(x+ 1) en el eje xy luego se desplaza la curva obtenida 4 unidades hacia
arriba. El gréfico de x=0 es el eje y:

y

y=4-In(x+1)

El area de la regiéon sombreada es:
A= J.XB [4 —In(x +1)-In(x +1)de
XA

e?-1
A= e-2i(r o
348 A‘[“‘Z(X”)'”(HUZZTJZZ_I
0

A=[6(e?~1)-2(e?~1+1)in(e? ~1+1)|-[0]

A =6(e2 —1)—2e2Ine2

A :[6)( -2(x +1)In(x +1)]

A=6(e”-1)-4e”
A= [2e2 -6 ]uz
398. Calcular el area encerrada por las parabolas:

y=x
y=8-x

ylarecta: 4x—y+12=0

Solucion:

Hallemos los puntos de interseccién de las parabolas:

2
x2=8-x> = x°=4 = n=-2 y1=(—2) =4
X,=2 y,=(2=4
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Los puntos de intersecciéon de y = x*> con y— 4x + 12:

X3=6, y3=4(6)+12=36

X2 =4x+12 = x*-4x-12=0 = (x-6)(x+2)=0 =
Xg==2, y,=4(-2)+12=4

Los puntos de interseccion de y=8 — x> con y=4x+ 12:

8-x2=4x+12 = x’+4x+4=0= (x+2/ =0 = x5=-2 y5=4(-2)+12=4

Grafiquemos:

El area de la region sombreada es: 349

X,

A:.[XB xz—(2x—1)}dx+.[ C[x+2—(2x—1)}dx

XB

.[ x —2x+1 dx+J. [ x+3]dx
1
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399. Hallar el area comprendida entre las curvas:
w=2;x+y=4;x=1;x=2
Solucioén:
Grafiquemos lacurva y = i El grafico es simétrico con respecto al eje y porque al sustituir
X2
X por —x no hay cambio en la ecuacion. Ademas y’ = -5 la derivada no estéa definida en
X
x = O pero este valor no pertenece al dominio de la funcién y més bien corresponde a una
asintota vertical, si la derivada es negativa; es decir, la funcion es decreciente y six< 0, la

derivada es positiva y en consecuencia la funcién es creciente. Su gréafico es de la forma:

Y1

350

Hallemos los puntos de intersecciéon de yx* =2y y=4 — x:

4-x)x=2
X-4x¥ +2=0

Ocurre que esta ecuacioén no tiene soluciones racionales.

En este caso, conviene incorporar las rectas al grafico anterior, y obtenemos:

y
y=4-x
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Entonces, el &rea de la region sombreada es:
X,
A:J. 8{4—)( —[%ﬂdx
Xa X
2
A:J- {4—x —%}dx
1 X

2 5 2
A:{4X—X—+—:|
2 X

A—[4(2)—%+§H4<1)_%+ﬂ

A:8—2+1—4+%—2

3

A=— u
2

400. Calcular el area encerrada por las curvas:

y="1-x -Jx
y=x 351

Solucién:

El graficode y =+1-x —Jxselimitaa 1 -x>0yx>0,esdecira0<x< 1. Hagamos
una tabulacién para tener una idea de la forma de la curva:

X y =m—\/;
0,0 1,00
0,1 0,63
0,2 0,45
03 0,29
0,4 0,14
0,5 0,00
0,6 0,14
0,7 0,29
0,8 0,45
0,9 0,63
10 ~1.00
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Y tenemos que la grafica es:

Hallemos la interseccion de y =1-x —+x con y =+/x:
VI-x —-Jdx=Jx = N1-x=2x = 1-x=4x = x1=%, ¥ =
Hallemos la interseccion de y =+1—x —+/x con y = —Jx:

352 VM-x-Jx=-Jx = J1-x=0 = x,=1 y,=—/1=-1

Grafiquemos:

El area de la region sombreada es:

A= [ (o [ [T () o

XB




401.

35 5 5
a5 1675

75 75
A:ﬂu2

15

Responder lo presentado a continuacion:

2
. . T, . X ,
a) Lacircunferencia x? + y? = 8 esté dividida por la parébola y = TR Hallar la menor area
encerrada por ambas curvas.

b) Hallar el area encerrada por las curvas:

f(x) =x3-3x%+2x

8(x) = —x3 +4x% - 3x
y las rectas x=0; x = 2.
Solucién:

, 353

a) Hallemos los puntos de interseccién de x? + y> =8 con y =X?:
yi=-4 xg¢R

2y+y?=8 = y'+2y-8=0 = (y+4)(y-2)=0 = {y2=2, Xp,5 = %2

El gréfico correspondiente es:
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2
u a u
Usemos: I\/az —u?du :E\/az —u? +?arcsen—+c
a

2

s
A= 2]1@-%}1)(

— 3 2
A=2|2%8-x2 +darcsen2_ -2

|2 22 6 ,

i 2 23
A=2|58-2?% + darcsen——=-=—|-2[0

12 22 6} [°]
A=2l2+a. % %

L 4 3

A= |:i+272' }uz
3

b) f(x):x3—3x2+2x, g(x):—x3+4x2—3x, x=0 x=2

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas

f(X) =x3-3x% +2x, g(X) =—x3 1+ 4x% - 3x:

¥ =307+ 20 = k% 1 4P =3, 2 -TxP45x =0, x(27~Tx+5)=0, x(2x-5)(x~1)=0

Como la regién de integracion debe ser O < x< 2 y las curvas se cortanen x=0, x=1
5 . . . .

y X :E' para construir las integrales que permitan calcular el &rea encerrada por las

curvas bastara con determinar las posiciones relativas de las curvas Unicamente en las

regiones 0 < x< 1y 1< x< 2, paralo cual debemos determinar el signo que tiene d

= f, — &, en dichas regiones:

d =2x3-7x?% +5x

d =2x(x—1)(x—gj
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Vemos que si O < x< 1, d = (+)(=)(-) > O, por lo tanto la curva y = f  esta por encima de
lacurva y = g . Entonces, en este caso el area encerrada por las curvas esta dada por:

1
= fo.o—
A H( )
De otro lado, si 1 < x< 2, tenemos que d = (+)(+)(-) < Oy la curva y = f, esta por debajo
de lacurva y = &, en consecuencia, el area encerrada por las curvas es:

& :f[gm -

El area total encerrada por las curvas es:

A= J. dx+J.12[g(X)—f(Xde

A ZJ.o [2)(3 —7x% + 5X}dX —J.12[2x3 —7x? +5x}dx

1 2
l:x4 7x3 5x2} {X‘l 7x3 5x2:l
A=l ———+—| -| ———+—
1

2 3 2 2 3 2
{3 gl 5
2 3 2 2 3 2
A=2u? 355

Si hubiésemos graficado las curvas, habriamos obtenido:

Y

y:—x3+4x2—3x

I

y:x3—3x2+2x

x=0 x=2

402. Hallar el area encerrada por el eje de ordenadas y las parabolas x* = 9y — 81, ¥* =4y - 16,
X=y-1.

Solucién:

Las ecuaciones dadas:

x? 1 2

y=g+9 = (y_g):§(x_o) = V(0,9)
2

y=Xsa = (y-)=7(x-0f = v(04)

y=x’+1 = (y-1)=(x-0f = V(01
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Corresponden a parabolas cuyos vértices estan en el eje y, todas se abren hacia arriba.

Los puntos de interseccion de x> = 9y — 81, x¥* = 4y — 16, son:

6,13
9y814y16:>5y65:>y13:x—(3)16:36:>()
(-6,13)
Los puntos de interseccion de x> = 9y - 81, x¥* = y— 1, son:
: (310)
9y -8l=y-1 = 8y=80 = y=10 = x“=10-1=9 =
(-3,10)
Los puntos de interseccion de x> = y— 1, ¥ = 4y - 16, son:
2 (25)
y-1=4y-16 = 3y=15 = y=5 = x°=6-1=4 = (25)

Las parabolas y el eje y determinan la regién sefialada en seguida (también se podria haber
considerado la region simétrica a la izquierda del eje y):

El area sombreada es igual a:
X 2 X 2

A= IA X —+4 dx+J‘B X—+9—(x2+1) ax
4 9

2 2 3 2
A:I fSL+5 dx+j 78L+8 ax
0 36 2| 9

A:{——HO} [0]+[- 8+24]2{—+16}

A=12 P
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403. Hallar el area de la parte sombreada, siO < a< 1.

xX’y=4a(2a-y)

Circunferencia de radio a

Solucion:
x%y =8a° - day
(XZ + 4a)y =8a°

_ 8a°
=
X“+4a

Por la simetria de la curva, el drea sombreada es igual a dos veces el area bajo la curva

357
2
y :ZSL, y a la derecha de 0 (x > 0), menos el area del circulo, es decir:
X“+4a
© 2
A= ZJ Zsde - 7a?
0 x“+4a
© a2
A=16| ———adx - ra®
0 x“+4a
. . [ al
Evaluemos la integral impropia I ———adx:
0 x“+4a
%) 2 b 2
[ o= jim [ T
0 X +4a boxlJo x“ +4a
C 1 1 u
omo J.ﬁd” =—arctan—+C, a >0, tenemos que:
uc+a 2 a
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o 2 b 2
'[ 2 dx:limJ. 2
0 X“+4a boolJo x° +4a
5 b
= lim a—arc’[anL
bosw| 2 2Ja 5
2

= lim {%arctan b —O}

b—w 2\/5
—ilim arctani

2 bow 2\/5
L&z

2 2
_ na’

4

Entonces:

358 404. Calcular el area de la region ubicada en el primer cuadrante encerrada por las curvas:
2 2 _ — — 2.3
xX2+y?=9,x=0,y=3x x +Ey=9.
Solucién:

Grafiquemos las curvas:

Hallemos las coordenadas del punto A (en el primer cuadrante):

y =3x
y=v9-x?



3

Xp=——

3x=y9-x> = 9x%?=9-x? = 10x°=9 = x=i% = \/;—O
yA=ﬁ

Hallemos las coordenadas del punto B (en el primer cuadrante):
y=3x

2 5
=——X“+6
4 3
—§x2+6=3x:> —2x%+18=9x = 2x°+9x-18=0 = (2x-3)(x+6)=0 =

Entonces, el area de la region sombreada es:

X X,
A:J.A[—Ex2+6— 9—x2}dx+J-B{—§x2+6—3x}dx
0 3 3

XA

3

3 3
A:J-*m _2x26-ya_x° dx+J.2 242 +6-3x |dx
0 3 —=L 3
V1o

2
Como J.\/a2 —u?du =%\/a2 —u? +%arcsen% (a>0):

‘wm\w

3
A:J.m{—%x2+6— 9-x2}dx+J'

[—Exz + 6—3x}dx
0 3

a

3

- 7§x3 +6x 7[%\/9 e +%arcsen§HJE +[73x3 +6x 73)(2}

>~
|

9 2 3

L o Nl
A:_i+£2—72arcsenL}[O]+{§+9£}{i+£2—7

| 510 10 20 2 J10 4 8 5/10 10 20
A__ﬂ_ﬁ_ﬁamsenL} 39__8 %

|5J10 20 2 JI0| 8 5J10 20
A=32 asen—L 2

8 2 J10

|

Xg =

Yg =

N[O N w
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2
s X —_
405. Hallar el area encerrada por la curva y =
X —

2 ylarectay=1, tal que |x] >5.
Solucién:

|x| > 5 implica que x< -5 0 x> 5, lo que corresponde a la zona sombreada siguiente:

y
x=5 x=-5
X
El grafico respectivo es:
x=-5 Y x=35
_ y=1 e

360 ’ o
L X2 -4
M

El drea sombreada total es igual al doble del drea sombreada ubicada en el primer
cuadrante:
o0 2 _
A:ZI ot 1 ax
5| x-16
Ao 2J‘ x —4-x%+16 dx
x? —16
A=24j { 21 }dx
5 Lx°-16

b 1
A:24IimJ. [ 5 }dx
booJs | X< -16

1 1
C I du =—In
omo 7 2

u+a
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b
A=24 lim | Zin|X=2
boo| 8 |x+4 5
A=2% i In[2=3 _ |24
8 bow b+4 5+4
NI
A=3lim|In ’Z—In—
b—>w 147 9
b
A=3[In1+In9]
A=3In9 u?
3
406. Hallar el &rea comprendida entre la curva y = > (a>0) y el eje de abscisas.
X +a

Solucién:

Como a > 0, el grafico correspondiente es:

y

y=
/ x? +a?

El 4rea sombreada es igual a:
o0 3
a
A=2 ax
0 l:xz +az}
* 1
A= 2a3J‘ { }dx
o x%+a?

. b 1
A=2a I|mj { }dx
bl | X2 +a®

b
A=2a%lim [larctani}
b—w| g

a o
3
A= s lim {arctang— arctang—|
a bow» a a
A=2a° {ﬁ}
2

A=ra® P

361
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407. Calcular el &rea limitada por la curva y = e* (en el segundo cuadrante) y las rectas x=0 e
y=0.

Solucioén:

La grafica correspondiente es:

y
y:e.\‘
y=0 X
x[=0
El area sombreada es igual a:
0
A :J' [e* —o}dx
0
362 A :J. e*dx
Que por simetria es igual a:
A:I e “dx
o
b
A= lim j e *dx
b—x Jo
b
_n A X
A _gm[ € }o
A= lim {fibﬂao}
b—wo e
A=1 12

408. Hallar el area de la menor regién comprendida entre las curvas: y? = ax, )? = 2ax — x* en
el primer cuadrante.

Solucién:

El grafico de y? = ax es una parabola de eje horizontal, con vértice en (0, 0) y que se abre
hacia la derecha (si a > 0).

El grafico de )2 = 2ax— x? es una circunferencia, con centro en (a, 0) y radio a (si a > 0).



Los puntos que estan en el primer cuadrante (x> O, y > 0) en los que se cortan las curvas
Y =axy )2 =-x+ 2axson:

x =0, y =

ax =—x’+2ax = x’-ax=0 = x(x-a)=0 =
X,=a, Y,=a

El grafico correspondiente es:

y £

2
x=a—\/a2—y‘ )

1N
x

Calculemos el area sombreada integrando a lo largo del eje y, para lo cual a partir de cada
ecuacion debemos expresar x en términos de y. De la ecuacion y? = ax_se tiene que de
la ecuacion y 2 = —x? + ax tenemos (x —a) —a%?=—-y? x-—a=+Ja? - y?; en este caso

debemos seleccionar x —a = —\/a2 - y2, X=a- \/az - y2 porque es el valor de x, de los

dos que corresponden a cada valor de y, que se encuentra a la izquierda de x = a. Entonces,
el area sombreada esta dada por:

a 2
A=I {y——(a—«/az—yz)}dy
0 a
a 2
A:I {y——ah/aZ—yz}dy
ol a
2
Como I\/az —u?du :%\/az —u? +a?arcsen% (a>0):

ol

3a 2 a

2 a
A= {——ay +%\/a2 —y? +%arcsenl}
a

a a a
a2+ 24a? - a2 +—arcse =

363
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a’ rx
— a +_._
2 2
A= T 2 a’u?
4 3
409. Comprobar que el area de la regién comprendida entre la gréfica de fx) =l y las rectas
que pasan por el origen y por los puntos A(1,7,)y Blx,,f,,) es igual a ﬁnxl. X
Solucién:
Como f(1) =%= 1, la recta que pasa por los puntos (0,0) y A(1,1) tiene pendiente m=1y

su ecuacion es:

y-0=1(x-0)
rex 1
. . 1
f =i, la recta que pasa por los puntos (0,0) y B| x ,i tiene pendiente m = i =—
0" " =0 xf
y Su ecuacion es:
364 )
y-0=—(x-0
Z (-0
y —LX
x{

1 1 5
Lacurva y == ylarectay=xsecortanen: —=x, xX*=1,
X X

Xa=1 ys=1
xp=-1 yp=-1
1 1 1
La curva y L y larecta y =—>x se cortan en: = =—x, x* = x{
X X{ X X1

1

Xg = X1 J’B=X—
1

1

Xe ==X Ye=—"7-
’ Xl

Para que exista Inx;, se requiere que x, > 0. Por lo tanto, solo consideramos el punto de

2

. Ly 1 . . .

interseccién B[xl, —J que esta ubicado en el primer cuadrante.

X
1



Grafiquemos:

El 4rea sombreada es igual a:

X X
A:J A{xizx:ldxntj. B{l%x}dx
0 X7 xp | X X{

L] AN 365
A{Z Xlz} [O]+lilnx1 2x12} {Inl 2X12}

- Inx + L
2 2xf 12 2x¢
A=lInx; u?

410. Calcular el area de la regién limitada por la parabola y = x2 — 9x + 18, el eje de abscisas
y lasrectas x=2y x= 8.

Solucién:

9 9y
La ecuaciéon y = x? - 9x+ 18 se puede escribir como y 7 (x _Ej , que corresponde a
una parébola cuyo vértice es V (% —%j eje de simetria vertical, que se abre hacia arriba.

Las abscisas de los puntos de interseccién de la parabola con el eje de abscisas (y=0) son:

2
0+2=[x—2j
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La recta vertical x=2 corta a la parabola en el punto de ordenada y=22-9(2) + 18 =4
y la recta vertical x = 8 corta a la parabola en el punto de ordenada y= 8% -9(8) + 18 = 10
El grafico correspondiente es:

y=x2 —9x+18

El area sombreada es:

Xg XD

A=L [x2—9x+18—0}dx +LC [x2—9x+18—o}dx
3 8

A= x —9x+18}dx+J‘

] |:X2 -9x +18}dx

3 3 9 8

366 A:{X___Hg } J{X_—L+18x}

3 3 2
2 6
A= 9—— _18 18436(+| 222 2884144 -[72-162+108]
3 3
A:2 u?
2

411. ;Qué area limitan las pardbolas y = x> - 2xe y= 12 —x*?

R.: 12—5 un?
3
412. Sixe [1 2], ;qué éarea esta debajo de la curva y _; y encima del eje de
x? +5x +6
abscisas?
R 12222 _0.094 ur?
1024

413. Encontrar el area limitada por las gréficas de las parabolas x = y?y x=2 — y2.
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414. Calcular el area de la regién R del primer cuadrante acotada por y = Jx,y=0ey=x=2.
Emplee elementos diferenciales horizontales.

R.: E un?
3

415. Encontrar el area de la regién mostrada a continuacién mediante una sola integral.

¥
¥=1
y=l-x ¥=x-1
X
R.. = un?
. A A H 2
416. ;Cual es el area de la figura sombreada? 367
¥
y=x
yexlx 2}3
X
R.: z un?
12

417. Determinar el area comprendida entre las curvas y = —x2 + 3x e y=2x°% - x? - bx.

R.: 16 un?

418. ;Qué area tiene la region comprendida por las curvas de ecuaciones y =4 -x2, y = —x + 2,
x=-2yx=3?
49

R.: — un
6
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419.

420.

421.

422.

423.

424.

425.

426.

427.

Dadas las curvas de ecuaciones y = x3 e y = 3x + 2, encontrar el area comprendida entre
ambas.

R.: 6.75 un?

;Cudl es el area de la regién bajo y=-7x+ 29 y sobre y = >
cuadrante? (x —8)

que esta en el primer

R.: %—\/Eln(3+\/§):2.007 un’

Encontrar el area de la regién limitada por las curvas logaritmicas y = In2x e y = 4 — Inx,
entre x=1yx=4.

R.: 4.8302 un?

;Qué &rea encierran entre si las curvas y=e*e y=1 — x*?

R.: 0.08235 un?

Una region esta limitada por y = tanx, y= 0y x="/,. Considere que x > O y encuentre el
area de la region.

R.: Inv2

iCudl es el area comprendida entre y = senx e y = sec’x siendo x € [O, %}7

2

R.: —= un?
2
. , . 1 J3
Calcular el érea bajo la curva y = arctan2x comprendida entre las rectas x =5 y X =3
R.: ﬁarctanﬁ—ﬁ—llnzzo.o&% un?
3 3 8 4 6

Dadas las ecuaciones g =%— 2y qg=p-1,calcular el area de la regién encerrada entre
p
ambas considerando que g >0y p > 0.

R.: 104.85 un?

2 2

¢Qué valor tiene el area encerrada por la elipse a—2+b—2 =17

R.: mab



428.

429.

430.

Demuestre que la parte sombreada de la figura adjunta corresponde a los %/, del area del
paralelogramo ABCD. (AD es tangente a la parabola).

a(-as) 71

[ 2

Cl2.4)

o

Sea A, el area de la region comprendida entre y = x?y y = 2x? en el primer cuadrante, y
dentro del rectangulo limitado por x=t, y = t? y los ejes coordenados. Si R, es el area del

40

rectangulo, hallar lim ——-.
t—0 R(t)

2-2
3

R.:

Una region R esta limitada por las curvas y = 4 — x* y el eje de abscisas. Calcular el
momento de inercia de dicha regién con respecto al eje de ordenadas. EI momento
de inercia de una region plana de densidad 1, respecto de la recta L, se calcula como

sz.dA, siendo d la distancia del elemento dA a la recta L. Considere las unidades kg y m.
R

R.: 8.53 kg x mt?
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8. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO ViII

431. Elcosto marginal en délares por unidad de una compafiia que fabrica cuadernos esta dado
por CM(q) . g2 + 2500, en donde g representa el ndmero de cuadernos producidos.

1000
Encontrar el costo de producir 120 cuadernos si se sabe que los costos fijos son $ 200.

Solucién:

dc
Por dato: CM(q) :E, donde C= C(q).

. dc 1 g, %
Setleneque.a—m( +2,500) (9)

. _ 1 2 b
Integrando.JdC_m (q +2,500) (qdq)

_ 1 2 Z
Jdc—mj(q +2,500)% (2qdq)

1 (q2+ 2,500)%

C= +K
370 2,000 %

Cuando g=0 — C= 200:

200 =2 (0+2500)% + K
3,000

’

K =200-41.66=158.34

De donde:

3
C= —(q2+ 2,500)4 +158.34
3,000

Cuando g = 120:

3
C-= L(1202+ 2,500)4 +158.34
3,000

C =732.33+158.34 =$890.67

432. Durante la jornada laboral (8 a. m. a 5 p. m.), el nimero de llamadas telefénicas por
minuto que pasan por un conmutador varia de acuerdo con la férmula:



433.

5t 0<t<l
5 1<t<4
f(r): 0 4<t<b,
3 5<t<8

27-3t 8<t<9

en donde t es el tiempo en horas, medido a partir de las 8 a. m. Calcular el nimero total
de llamadas durante la jornada laboral.

Solucion:
Como f,, esta expresado en llamadas por minuto y  esta expresado en horas, al igual que

dt, el nimero de llamadas se obtendra de la integral J f(,) (60dt).
L2

llamadas
minuto

Es decir, el total de Ilamadas dentro de la jornada laboral viene dado por:

* minutos

8 9

3(60at) + L (27-3t)at

E5t(60dt)+j45(60dt)+jjo(6om)+J’

1 5

Efectuando operaciones: 371
2

60{5;}
2

60B+5(4-1)+31(8—5)+27(9—8)—%(92 —82)}

1 4

+ 3t

8

9
+(27t—§t2j
5 2

+ bt
o

1 8

Se obtiene:

60[2.5+15+9+27-25.5]=60(28) = 1,680 llamadas

La utilidad marginal de cierta compafiia es 100 — 2q pesos por unidad cuando se producen
y venden g unidades. ;Cuél es la utilidad méxima posible de la compafiia si la utilidad es
700 pesos cuando g = 10?

Solucién:
A partir de:

S ~100-29 = dU - (100-2q)dg
q
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434.

372

Se tiene que:
u q
J. du = (100—2q)dq
700 10
U 2|4
U|7oo =100g -¢q |10
U -700=100q — g2 - (1,000 - 100)
De donde:

U =-g? +100g - 200

. . au
La maxima utilidad se produce cuando E =-2g +100=0.
Si g =50 unidades = U,psm, = -50% + 100(50) -200 = 2,300 pesos
-t
El valor de reventa de cierta maquinaria industrial disminuye a razén de —960e s pesos
por afio cuando la antigliedad de la maquina es t afios. Si la maquina se compré nueva por
$ 5,000, ;cuél sera su valor al cabo de 10 afios?

Solucion:

Sea V,, el valor de la maquina al cabo de t afios después de ser adquirida. Entonces:

12
dt

av

-t -t
P -960e % =dV = dt =-960e Adt

Con lo cual:
-t
V- jdV _ j—960e Yot

V= 960(5)Ie’% (—%dtj

-t
V =4800e A +C
Como V= 5000 cuando t=0:
5,000 =4,800(1) + C —» C=200
De donde:
VA
V(t) =4,800e 75 + 200

Con lo cual:

,10/
V(lO) =4,800e 75 +200=$849.61
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435.

436.

Las estadisticas de poblacion recopiladas desde 1990 indican que tafios después de dicho

afio, lapoblaciénde ciertodistritocreciaarazon de 1900 personas por afio aproximadamente.

Jt

a) ;Cuél era la poblacion en el afio 1990 si en el afio 1999 la poblacion del distrito era
117,000 personas?

b) Si el patron de crecimiento se mantuviera, jcual seré la poblacién en el afio 20157
Solucioén:

Como

= dR,) = 1,500

9Fy) 1,500
Jt

dt Jt

Empleemos la integral definida:

P t
(t) J' 1,500
dP, = ——dt
J. 17000 O Jo JF

P t
W 15004t

117,000 %

Ry ~117,000 = 3,000[ £ -3 |

P

9

Fle) = 3,000+t +108,000

a) Enelafio 1990, t=0, la poblacién fue:
'D(o) =3,000,/0 +108,000 =108,000 habitantes
b) Enelafio 2015, t= 25, la poblacion sera:
/:525) = 3,000+/25 +108,000 = 123,000 habitantes

Determinado pozo de petréleo que produce 200 barriles de petréleo crudo al mes, se
agotara en 3 afios. El precio del petroleo crudo es $ 20 por barril y se espera que aumente
$ 0.05 por mes. Asuma que el petréleo se vende tan pronto como se extrae del pozo y
determine el ingreso total que se obtendra de dicho pozo.

Solucioén:

Sea [, los ingresos totales acumulados durante los primeros t meses. Entonces:

373
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437.

dl

dl pesos
at

=200[20+0.05¢] £

J'd/ - J%df - 200-[(20 +0.05¢t)at

Cuandot=0 — /=0ycuandot=36 - /=1,
Entonces:

I 36
j al = 2ooj (20 +0.05¢)at
0 0

;i 36

/

2
= 200[20f + 0.05¢ J

0 o

De donde:
2
0.05(36)
f -0=200 20(36)+T—0—0

/r =$150,480

Resolver el problema anterior si se asume que el petréleo se vendera al final de cada: a)
mes, b) quincena y c) dia. Comparar los resultados.

Solucién:
Sea P, =20 + 0.05t el precio del barril de petréleo cuando al cabo de t meses.

a) El precio de cada barril al cabo del primer mes serd P, = $ 20.05. Al cabo de 2 meses,
el barril costara P, = $ 20.10. Al cabo de 36 meses, el barril costard P, = $ 21.80

Los ingresos totales seran:

f= 200[20.05 +20.10 +...+ 21.80]
Iy =200(753.30) = $150,660
b) Sise lo vende cada quince dias, se venderan % =100 barriles quincenales. Al cabo
de los 15 primeros dias, ¢ :;—g = 0.5 barriles. Al cabo de los 30 primeros dias,

t= 2 =1 barriles.
30
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De donde:
Ir = 100[”(0-5) TRy Fasy Tt F’(%J
Iy =100[20.025 +20.050 + 20.075 +... + 21.80

I = 100(1,505.7) =$150,570

c) Cada dia se venderan % =6.66 barriles. Al cabo del primer dia, t :3L; al cabo del

2 . . .
segundo dia, t :% ,..., Y asi sucesivamente. Los ingresos totales seran:

200
Iy = %[Pil/so) +Pajzo) Tt 'D(se)}
200
I = 5[20.001666 +20.003333+...+21 .80]
200

I = 5[22’572'901 =$150,486

Los resultados se resumen en el siguiente cuadro:

Ventas mensuales $ 150,660
Ventas quincenales $ 150,570
Ventas diarias $ 150,486
Ventas continuas $ 150,480

Como era de esperarse, el resultado del problema anterior es el valor limite de los ingresos
totales obtenidos al mes, a la quincena, al dia, etc.

438. A las 7:00 a. m. de cierto dia, el nivel de ozono es 0.25 partes por millén (ppm). El
prondstico de las condiciones del aire en 12 horas indica que t horas después el nivel de

0.24 -0.03t

36 +16t — 12

momento se presentara el nivel méximo de ozono? ;Cual sera el nivel de ozono en ese
momento?

ozono estara variando a razéon de partes por millén por hora. ;En qué

Solucién:

Sea O, el nivel de ozono al cabo de t horas después de las 7 a. m. Del dato:

40t 0.24-0.03t

-1
= = (36+16t - 1°) 4(0.24—0.030
dt  J36+16t -1
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Entonces:
16t ~1?) 2 (0.24
d0,, = (36 +16t ~*) 7(0.24 - 0.03t )dt
O mejor:
2
do 7(36+16t—t2)% 0.03 |(0.24-0.03t)dt
(t) "~ 2 ' '
0.03
~0.03 2\ ¥
dO(t)_T(36+l6t—t) (16 - 2t)dt
De donde:

-1
O = 0.0lSI(36+16t -1?) A(l6—2t)dt

V36 +16t —t?
Iz
2

Oy = 0.03V36 +16t ~t° +C

0,y =0.015 +C

Cuando t=0 — O, =0.25

Entonces:

0.25=0.03y36+0-0+C
C =0.07

El nivel de ozono es:

O = 0.03V36 + 16t ~t* +0.07

El maximo nivel de ozono se producira cuando:
a0 0.03(16 - 2t)

=0= =0=>1t=8
dt 2436 + 16t - 12

Es decir, se producirad a las 7 + 8 = 15 horas. El méaximo nivel de ozono es:

2
Ojg) = 0.03,/36 +16(8) -8 +0.07

O(g) = 0-03(10) +0.07 = 0.37 ppm
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439.

440.

Después de t meses en el trabajo, un empleado postal puede clasificar las cartas a un
ritmo de Q, = 700 — 400e°* cartas por hora. ;Cual es el ritmo promedio al que el
empleado clasifica las cartas durante los 3 primeros meses en el trabajo?

Solucién:

A partir de dQ = %dt se obtiene que:

dqQ = (700 — 4000 )dt
Entonces:

j dQ = j (700 - 400e 0 )t

Q =700t - 400 o5t ¢
-0.5

Q =700t +800e %% +C
Cuando t=0 - Q=0:
0=700(0)+800e° +C = C =-800
De donde:
Q) = 700t +800e ™ ~800

Al cabo de 3 meses, habré clasificado:
Q3 =700(3)+800e ' ~800
0(3) =2,100+178.50 - 800
Qz) = 1,479 cartas

El promedio de cartas clasificadas por mes es 1'4379 =493.

Encontrar una funcion y = £, que satisfaga las siguientes condiciones:
2
" — 2 . 1 _ . —
f ) =X 7% f(4)_2 ; f(o)—8.
Solucién:

Se tiene que:

ar' - -
—W_y, % adf'(X) =X %dx

N N
() ax

377
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Entonces:
J'df'( ):J‘x_édx
7
1 X 2
f(X) _—%+K1 *W+K1
Como f',, =2
, 2
f(4)=—ﬁ+/(1_—1+/(1=2a/(1=3
Si
dar,
o T2 _[_2
f()() ox = W+34}dizx)—[ W‘F?} ax
]
2 —2)(4
df = || -——=—+3|dx = +3x + K.
I (x) J( ] 1 2
Jx Y
T = —4Jx +3x + K,
378 Como f,;, = 8:
foy=—4J0+3(0)+ K =8= K, =8
De donde:

)EX):—4\/;+3X+8
441. Una compafiia maderera determin6 que la pérdida media de peso (W ) por tronco en

funcién del numero de dias t de tiempo de secado cumple con aw 12 bs

gt J16t+9 dia
Calcular la pérdida total del peso en 100 dias.

Solucién:

Encontremos la funcion W,,:

aw 12
aW = —dt = .[dW = .[—dl‘
dt V16t +9
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Cuando t=0 — w= 0 (no hay pérdida de peso apenas el tronco es talado):

12

IWm W _If
0 o \/l6f+9 16

(16t +9) 72 (16at)

_12yler+9 t
16(9) |,

zg[m - J16(0)+9|
=§[~/16z‘+9 —3}

My~

Entonces, al cabo de 100 dias, la pérdida total de peso es:
Woo) [\/1 609 - 3] = 55.668 libras
442. La probabilidad de encontrar un porcentaje de hierro comprendido entre ay b, en una
. , . U 1155 , 3
muestra de mineral en cierta region geogréafica, viene dada por A, , :J '3—2)( (1-xy2ax. 379
a
Encuentre la probabilidad de que una muestra contenga entre 0% y 25%.
Solucién:
3
Encontremos / = J.X3 (1 —X)A ax.

Sea x =sen® @ — dx = 2sené cos Od O

Entonces:
%
/= J.sen6 9(0052 0) (2sen@cos 0d0)

/:ZJsen69~cos49~sen9d0
2,\3 4
/:ZJ(lfcos 8) -cos” 6 -senddo
/=2j[1—3c0529+3cos49—(:0369]cos40-sen0d9

/= —ZJ‘(cos4 0 —3cos® 0+ 3cos® 0 - cost? 0)(—sen 0d0)
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5 7 9 11
/- cos 0_3cos 0+3cos 0_cos 9+C
5 7 9 11

/= 200550 L -3 cos? 0+ Lcost - Lcosto |+
5 7 3 11

De donde:

0251155 s 3
Po0.25 :.[o =2~ (1—)()4 ax

Si x=sen?), cuandox=0—->6=0

cuando x=0.25 — sen®d = 0.25 — senf = 0.5 - 0 = 30°

Entonces:
b 1155 /3°°
00.25 = 55 "
32
12% = —2c08530°| L - 3 c0s2 30° + L cos® 30° - - cos® 30° | +
380 0 5 7 3 11
+2cos® 0° l fé cos? 0°+ l cos* O"ficos6 0°
5 7 3 11

o B[ 3342 034

/laoo:_z(ijﬁ 2049 | L[ 16
o 16) 2 [73920] “[1155

=-0.027006179 + 0.027705627 = 0.000699448

/|30°

Con lo cual:
Pooos = 1;}% . (0.000699448) =0.025246

Es decir, la probabilidad de encontrar entre el 0% y el 25% de hierro en determinada
muestra es 2.5246%
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443, La probabilidad de recordar, en un cierto experimento sobre la memoria, resulta ser

15 . .
Fop= TXx/l - xdx, en donde representa el porcentaje de recuerdos (véase la figura
a
adjunta).
¥y
Fos
a b 0.5 Lo«

Para un individuo elegido al azar, ;cual es la probabilidad de que recuerde entre el 50%
y el 75% del material?

Solucion:

Se pide encontrar:

381

0.75

0.75
P :I E)(\/1—)(0’)(:% X1 - xadx

050 4 0.50

Calculemos: /= J.X\/l —xax

Sea: 1— x =t? = dx = —2tdt

Si: X=O.75—>f2=0.25:>z‘=%
Si: x:0.5—>z‘2:0.5:z‘:g

Entonces:

/:.[(1—1‘2)(1‘)(—21‘dz‘):—2j(1‘2 ~t*)at

3 5 3
/-l E_ L +C:i[573z‘2]+0
3 5 15
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De donde:
%
A

v SR o8]

Pos075 = _—l{l(ﬂj _Q(Zj} = _—1{17 - 282} =0.243528

4 4\2) 64

15 (0.75 15
Fos0.75 = 4 Joso xy1—xadx = T./

Es decir, la probabilidad de que recuerde entre el 50% y el 75% del material es 24.3528%.
444, La probabilidad de recordar, en un cierto experimento sobre la memoria, resulta ser
215
Pab :I TX\/I - xdx, en donde x representa el porcentaje de recuerdos (véase la figura
a

adjunta).

382 Fas

a b 0.5 1.0 x

;Cual es el porcentaje medio de recuerdos? Es decir, jpara qué valor de b es cierto que la
probabilidad desde O hasta b es 50%7?

Solucion:

Del problema anterior, considerando que # = 1 — x, se tiene que:

o =22 20530 ]

4|15

a

b
Py :‘71(1 —x)% [2+3x]
a

Se requiere que:

b
Pos :_71(17)()% [2+3X:|0 =0.50
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Entonces:

‘71[(1 - b)% [2+3p]- 172 (2)} =0.50

(1-b)2[2+3b]-2=-1

(l—b)%[2+3b]:1

Tabulamos para valores de b:

b

(1—b)%(3b+2)

0.50
0.60
0.59
0.58
0.586
0.587
0.5865
0.5864

Con lo cual, la probabilidad de recordar entre el 0% y el 58.64% del material es 50%.
445, La pendiente de la normal (perpendicular a la tangente) en un punto cualquiera de una

2
curva esta dada por _ X Hallar la ecuacién de la curva, sabiendo que en el punto (a, -a)

Inx

1.237
0.9613
0.9897
1.0180
1.0010
0.9982
0.9996
0.9999

la tangente a dicha curva es paralela al eje de abscisas.

Solucion:
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Setieneque L, L L

Por lo tanto:
@ _Inx
dx  x2
Entonces:
dy :”‘—g‘dx
X
[y = [“5a
X
1
u=Inx V=-——
X
2 0
du :d—X dv :d—);
X X
Con lo cual:
_ x| rox
X x?
_7|n_Xfl+C
X X
Calculemos y':
l~x—1-|nx 1
y|:_ X +—
x? x?
. l-lna 1
Yix-a) =" 2 a_2=0
De donde: -1+Ina+1=0=lha=0=a=1
Por lo tanto, la curva pasara por el punto (1,-1):
(1-1)ey=»-1=—m1 —%+c

-1=-1+4C=C=0



APUNTESDEESTUDIO 0

De donde, la ecuacién de la curva es:

_—=Inx 1

X X

La grafica de 7, es:

1

BN *

446. Larapidez de cambio de la pendiente de la recta tangente a una curva y= g, en cualquiera

de sus puntos esta dada por £, = 18x— 4. Encontrar g_,, si la curva pasa por (%'_138) y

arctan6 es el angulo que forma, con el eje x, la recta tangente a g, en el punto de 385
interseccién con el eje y.

Solucion:

La pendiente de la recta tangente a la curva de ecuacion y = g, en un punto P de ella

2

dy doy "

viene dada por = su rapidez de cambio es —| = .
P dey P dXZP £ (x)
Por lo tanto:
g"(x) =18x -4
g '(X) =9x% —4x +C;
8(x) = 3x3 —2x2 +Cix +C,
Se sabe que: g(%) = _138

3 2
—E= K —2l +C B +C,
8 2 2 2

4C, +8C, =-12 (1)
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447.

448.

Ademas: g'(XZO) =6
6=9(0) -4(0)+¢ (2)
SiC =6,en(1):C,=~
Con lo cual, la ecuacion de y= g, es g, = 3x° — 2x* + 6x - 4.5.
De donde:

g 1) =3(-1)" ~2(-1)° +6(-1)-4.5

g 1=-15.5

Asuma que un tractor adquirido en $ 60,000 se deprecia mediante el método de equilibrio
y doble balance durante un periodo de 10 afios. Se puede suponer que la razén en la que
disminuye su valor contable esta dada por R, = 13,388.61¢922314/ (0 < t < 10) ddlares por
afio en el tiempo t. Encontrar el valor de mercado del tractor después de 5 afios de haber
sido adquirido.

Solucion:

La depreciacion total del tractor durante sus primeros 5 afios de vida es:

5 5
I dR = I 13,388.61e 022314y
0 0

5
J‘ dR 13,388.61 13,388.61 022314t
(-0.22314)

j:dR ~$40,339.48
El valor de mercado del tractor al cabo de 5 afios de haber sido adquirido es:
60,000 - 40,339.48 = $ 19,660.52
Se proyecta que el flujo neto de inversién (tasa de formacién del capital) del conglomerado
gigante LTF Incorporated sera t\/gi millones de délares por afio en el afio t. Encuentre

el capital acumulado por la compafiia en el segundo afo.



Solucién:

El capital acumulado por la compafiia en el segundo afio es:

c- f[t\/gi]dt - J12[§+1]%(tdt)

De donde:

C :%(5.196 — 1.837) = 2.24 millones de délares

449, Si después de 100 segundos queda el 30% de la cantidad inicial de una muestra
radioactiva, encuentre la constante de decrecimiento y la vida media del elemento.

Solucién:
La cantidad de muestra radioactiva N, al cabo de t segundos viene dada por N, = N e

De acuerdo con el dato:

Mooy = Noe 1% = 0.30N,
De donde:
e—lOOK -0.30
-100K =1n0.30
-In0.30
La constante de decrecimiento es K = TT =0.01204,

Por otro lado, la vida media () de una sustancia radioactiva es el tiempo que se requiere
para que la cantidad de la muestra se reduzca a la mitad. Entonces:

N( ) = NoeiK(tO) = O.5ONO

fo

De donde:

e = 0.50
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450.

—Kt, =In0.5

LI} -2 _In2
K K K

Con lo cual:

to = _n2__ =57.57"

0.01204
Se encontrd que un rollo de papiro egipcio tenfa una relacion *C a '2C igual al 70% de la
relacion correspondiente a la de un material similar actual. Estime la antigtiedad del rollo.

Solucién:

Se debe tomar en cuenta que el carbono 14, '4C, tiene una vida media de 5,600 afios.
Esto significa que al cabo de 5,600 afios, la cantidad de 4tomos de carbono 14 contenida
en restos de plantas fésiles o restos arqueolégicos de origen organico se reduce a la mitad
ya que la otra mitad se ha descompuesto.

De acuerdo con el problema anterior, la vida media de una sustancia es fy = %
Entonces:
5600 = 12 _, k - _IN2
K 5,600
Se tendra que:
In2

B — ¢
Nz = Noe Kt~ Nye 5600 = 0.70N,

Es decir:
B In2 ‘
e 5600 =0.70
_ 2 4 1n0.70
5,600

La antigtiedad del rollo es:

(In0.70)(5,600)
In2

t = 2,882 afos
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451. Encontrar el flujo promedio Fen el intervalo [0, 7] si se asume que el flujo sanguineo en el
3!

T [0<t<T].

tiempo t viene dado por F(t) =
Solucién:

El flujo promedio Fen el intervalo [0, T] viene dado por:

;
Fdt
F_Io )
T-0
Es decir:
— 1 T B
F=7J0F1(1+at)2dt
Ftof (eat) (wat)
al Jo
-1 U
F:i (1+at)
al -1
0 389
= R|_ -1 1
F_aT|:(1+aT)+(1+O)}
F_i{lﬂﬂfl}_ Fy(aT)
“aoT | 1+aT | (aT)(l+aT)
De donde:
F-_h
1+al

452. Considere que una poblacién tiene un crecimiento exponencial dado por (Zj—t: KN para

t>t,. Suponga que N = N, cuando t = t. Determine el tamafio N de la poblacién al cabo
de t afios.

Solucién:

Se tiene que:

dN = ﬂdz‘
dt
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dN = KNdt
N _ ot
N
Entonces:
N t
j ﬂ: Kdt
Ny N to
N t
InN|N0 = Kt|to
De donde:

INN —InNy =K (t —t5)

N
In—=K(t -t
Rk (k)
N K(t-t) oy JK(tto)
N——e = N =Nye para t >t
0

453. Asuma que la poblacién mundial era 2,000 millones en el afio 1930 y que 30 afios
390 después aument6 en 50%. Considere una ley de crecimiento exponencial y estime la
poblacién en el afio 2020.
Solucién:
Si N, es la poblaciéon mundial en el tiempo ¢, se cumple que:
ﬂ:KN:>dN :Kth:ﬂ:Kdt
dt N
Sea t=0en el afio 1930 — N = 2,000 millones.

t=30enelafio 1960 — N

(30)

= 3,000 millones.
t=90en el afio 2020 - N, = 7.

Calculemos la tasa de crecimiento K:

IsooO'ﬂ_ 30 it

20000 N 0
3000° 30

Ianzooo' = Ktlo

1

0299 _ K (30-0)= K =%In§= 0.00135=1.35%

2,000
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Entonces:
N, 90 90
I COAN _ [ kgt :I (Lméjdt
2000 N 0 o \30 2
De donde:
N, 90
(90)
v | =23
2000' 30 2 0
N,
=% _ L (153)(90-0)
2,000 30 2
1 3
N(90) _ e%(lnij90 _ 315
2,000
De donde:

Nig0) = 2,000e*""% millones

N(ao) = 2,000e"5° = 2,000(1.5)°
391

En el afio 2020 se estima una poblacién de 6,750 millones de personas.

Nétese que el aumento poblacional en 30 afios (1930 a 1960) fue 50%. Si se mantuviera

ese aumento poblacional en cada periodo siguiente de 30 afios (1960 a 1990y 1990 a

2020), se llegaria a una poblacion en el afio 2020 de:

2,000'(1.5)(1.5)(1.5) =2,000'(1.5)° = 6750'

(En el afio 2011 se alcanzé la cantidad de 7,000 millones de personas en el mundo).
454, La velocidad de un auto (en pies/segundo), t segundos después de partir del reposo, esta

dada por la funcion f,) = 2yt (0<t<30). Determine el espacio recorrido entre t =9y

t = 16 segundos.

Solucién:

ds

A partir dev :E: ds =vdt = 2J/tdt.

El espacio srecorrido entre t=9"y t= 16" es:

s 16
s:J' ds:j oJEdt
0 9



PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

16
S:it% =
3 9

%[43 - 33} = 49,33 metros.

455, La razén de cambio del precio unitario p (en délares) de las botas para mujer esta dada
-250x
3
16+ x? %

centenas. Determinar la funcion de demanda para estas botas si se sabe que el precio
unitario es $ 50 cuando se demandan 300 pares.

por p'(X) = , en donde x representa la cantidad demandada diariamente en

Solucion:

Se tiene que:

d_p: -250x
ax (l6+x2)%

Cuando x = 3 (centenas de pares) —» p =50
x = x (centenas de pares) »> p=p
392 Entonces:

= d—pdx o250 dx
ax

(16+x2)%

p X
J. dp:'l. &X\o/dx
50 3 (16+X2) 2

dp

p B 250 (16+X2)_%x

Pl T

p —50=250 ! I
\/16+x2 J16+9

De donde:



456.

d3y

En cualquier punto P, , de una curva se cumple que vl = 2. Encontrar la ecuacién de la
' X

)

curva si se conoce que (1,3) es un punto de inflexién en el que la pendiente de la recta
tangente es -2.

Solucién:
. ., d3y
Integramos en forma sucesiva la expresion vl =2:
X
dz_yi d3de*J.2dX*2X+C (a)
ax? ax3 !
dy _[d’yadx

dx dx? ZI(2X+Cl)dX=X2+01X+02 ()
X

ay dx X3 ox?
y:I dX :J‘(X2+Clx+6‘2)d)(:?+ 12 +Cx+C3  (7)

De los datos dados:

o d’y
(1,3) es punto de inflexién ”F 0 (1)
o
. ay
la pendiente en (1,3) es -2 = =-2 (2)
ax (1)
(1,3) es un punto de la funcién =Yy = 3 (3)
(1) en (a):
0=2)+C=-2
(2) en (B):
2=124(2)(1)+C, > C,=-1
(3) en (y):

3:£+%+(_1)(1)+C3

1 14
32l 114050212
3 37T

393
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457.

Con lo cual:
3 (-2)x 14
X
=—+ +(-1)x +—
y —+(-1)
Es decir:
y—)(—s—)(z—)(+E
3 3

La funcién de demanda de cartuchos de repuestos para un purificador de agua esta dada
por p=-0.01¢g>-0.1g + 6, en donde p es el precio unitario en délares y g es la cantidad
demandada cada semana, en millares. Determine el excedente de los consumidores si el
precio de mercado se establece en $ 4 por cartucho.

Solucion:

_'5 10 20\ q

Dado:

p=-0.01¢?-0.1g+6
-100p = ¢? + 10g - 600
-100 p=(g+ H5)?>-625
(g + 5)?=-100 (p - 6.25)

El vértice de la parébola es -5, 6.25).
Sip=4(g+5)?=-100(4 -6.25) =225 > qg+5=15— g+ 10,

el excedente de los consumidores es:

EC= I:O[(—o.o1q2 ~0.19+6) - 4} dag
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10

3 2
Ec=-0017_019 12
3 2

-0.001(1,000)  0.1(100)

EC = +20
3 2
EC = —%—% +20=11.667 millares de dolares

458. Para una determinada mercaderia la ecuacién de la demanda es 30p = 3600 — ¢? (p en
dolares y g en unidades). La funcién de costo total estd dada por C(q) = (g + 20)? ddlares.
Calcular el excedente de los consumidores si la cantidad produciday, por lo tanto, el precio,
en un monopolio, se determinaron de manera que se obtuvo la maxima utilidad total.

Solucién:

La funcién utilidad es:
U=1-C=pg-C

3,600 —qg° 2
U =[T]q ~(g +20)

1 3 2
U =120q - ——q° —q° - 40q - 400
9-359 9 q

La utilidad sera maxima cuando U'(q) =0.

1
U() SO—ﬁq -2q=0

g% +20g —800 =0

(9+40)(g-20)=0->q=20=p= 3§O
Entonces:
P
2
120 EC = j {120—67——%}1(;

oI5

20 60 q

395
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20 ¢
EC=—qg-— =%$177.78
37 90, s
459. La curva de Lorenz se emplea en el estudio de la distribucién del ingreso. Si x es el
porcentaje acumulado de receptores de ingresos, ordenados de los méas pobres a los mas
ricos, e y es el porcentaje acumulado de ingresos, entonces la igualdad de la distribucién de
ingresos estd dada por la recta y = x (el 10% de las personas recibe el 10% de los ingresos
totales, el 20% recibe el 20%, etc). El grado de desviacién con respecto a la igualdad se

areaentrelacurvay larecta y = x (CD=0

mide mediante el coeficiente de desigualdad CD = - :
areabajolarecta y = x

si hay igualdad de distribucién de ingresos).

Asuma que la distribucién real estd dada por la curva de Lorenz que se define por

_ 20x?
21

+% y determine el coeficiente de desigualdad.
Solucién:
Grafiquemos la curva de Lorentz y la recta y = x:

396 P

El coeficiente de desigualdad viene dado por:

cD = ?1) 24

2

Entonces:

cD = 2]{ [22)‘ glﬂdx
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1
20x*  20x°
MIGENER
(2) .
20 0}:@
3 63

CcD 2 {10 0-
T2l

, a L . . .
460. Sirx, = es la funcion de costo marginal y los costos fijos son iguales a cero, hallar

Jax +b

el costo de produccion de 8b unidades.
a

Solucioén:

A partir de CM = a = a

dx  Jax+b
IdC I—dx—j ax+b)/dx

=a(ax + b)f%, se tiene que:

'[dC j ax+b adx)

Es decir: 397

C—O:2(8b+b)é —2(O+b)4

022(3\/5)—2%:4%

461. Seapelpreciode un bien; g=130-3p, lademanda;y g= 30 + 2p, la oferta. Supongamos
que el precio p = p,, varia con el tiempo y que la rapidez de variacion de p es proporcional
al exceso de la cantidad demandada. Si inicialmente el precio es $ 10y al cabo de 5 afios
es $ 15, determine el precio al cabo de 10 afios.

Solucién:

Grafiquemos las funciones de demanda g, = f(p) y de oferta g, = f(p):
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A
q,=30+2p q,=130-3p

A partir del enunciado:

Z’—I;=K(qd ~q,)=K[(130-3p)-(30+2p)]

Si Z—‘;: K[100-5p = dp :Z—/;dt =K (100 -5p)dt

Entonces:

dp
P _kat
398 100-5p

Como p=10 cuandot=0 y p=15 cuando t=5:

j j Kdt
10 1oo 5p

1
~In(100- 5p) = Kt[}

10

1 100-5(15)
5 '100-5(10)

=K (5-0)

125

1,11
550 5

l:—|n2 5K
2 5

In
De donde:
K =—In2

25
Analogamente:

(
_%m(wo sp)
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1, 100- SPuo) 1

——IN— X~ =—(In2)(10-0
5 100-5(10) 25 ("2)(10-0)
100 -5p
h— 9 _ o2t
50 4
De donde:
100-5p50 1
T:Z:puo):$l750

462. Un estanque puede contener un maximo de 10,000 peces y la tasa de crecimiento de la
poblacién de peces es proporcional al nimero de peces presentes y a la diferencia entre
10,000 y el nimero presente. El estanque inicialmente contenia 400 peces y 6 semanas
después habia 3,000. ;Cuantos peces tendra el estanque después de 8 semanas?

Solucién:
Sea P, la poblacion de peces cuando han transcurrido t semanas desde el inicio.

Se sabe que para:
t=0->F, =400
©) 399
t =6 Fg) = 3,000
t=0—P =10,000

Consideremos que 10,000 = Ay escribamos:

dp
“F_Kp(A-
5 - lP(A-p)

Entonces:

dp =Kp(A-p)dt

dp
——— = Kdt
p(A-p)
ll+ 1 dp = Kdt
Alp A-p

lJ’i+—1 dp:KIdt:KtJrC
Al p "10,000-p

Inp—In(A-p)=AKt + AC
p

In = AKt + AC
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P _ pAKt gAC =AleAKt

siendo A; = "¢
A-p

p :AAleAKl’ _AleAKl’p
De donde:

AR g 10,000
1+ A

1+A187AK[ 1+Aleflo,000/ﬂ

Encontremos los valores de A, y de K:

10,000

= A =24

Plo) =400 — 400 = A
10,000

Ple) = 3/000 - 3,000 = — =5

Con lo cual:

60000k _ 7/ ~10,000K _
e == E ~0.67810

Calculemos p,:

400 10,000 10,000

8~ 1+ 24780000k 1+ 24(6760,000/( )%

p 8) = Looy = 4,824 peces
1+24(74,)
A continuacion se muestra la grafica de: /7, =&Ot
1+24(0.6781)
P
10,000

5,000

400

Obsérvese que el punto de inflexién ocurre cuandoP(t) =§dado que la tasa de aumento

de la poblacién de peces crece de una manera mas rapida cuando la poblacion alcanza el
50% de la cantidad maxima de peces que puede contener el estanque.
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463. Laecuacion de demanda para el producto de un fabricante esta dada por:
~200(q +2)
P = 7q+6
en donde p es el precio por unidad (en délares) cuando se demanda g unidades. Si el

precio de equilibrio es $2'70%O3 , determine el excedente del consumidor cuando el
mercado esta en equilibrio.

Solucién:
La gréafica de la ecuacién de demanda es:

P

)

100 T
66.66

2700
/403

20 25 40 q

_2,700 _ 2700 _ 200(q +2)

Si _
P=7403 77403 qZ+79+6

= g =25 unidades

Entonces:

J-25 200(q+2)_2y7oo J
o |g°+7g+6 403

Como:

q+2 % %,

(q+1)(q+6):q+1+q+6

fole]

1 (% dg  4[* dg }2,700 25

EC =200| = —
5Jo g+1 b5Jo g+6 403 Jo

25 25 2,700
0 - ——X

EC:4OIn(q+1)| +160In(q+6)|0 03 * 25

401
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464.

402

De donde:

EC = 40|n26+160|nﬂ— 67,500
6 403

EC =130.32+262.76 -167.49 = 225.59 délares

Cuando el precio de un producto es p délares, las rapideces de cambio de la demanda y

qu y Zp;q , en donde las cantidades (q),
(144 - p?) (p - 36)

demandadas y ofrecidas, estan expresadas en miles de unidades. Considere que cuando p=9
doblares, la cantidad demandada es 2,000+/7 unidades y la cantidad ofrecida es 3,000
unidades.

de la oferta son, respectivamente,

a) Encuentre la demanda cuando p = 6 dbélares.

b) Determine la demanda insatisfecha si p= 9.5 délares.

¢) Encuentre el excedente de los consumidores si p=11.2 délares.
Solucion:

a) Se tiene que para la ecuacion de demanda se cumple que:

dgq -Pq -Pq
— = =dg = a
dp 144-p2 0 1442
J‘d_q= ~pdp
g J144-p?
_1 2
Inq—Eln(144fp )+InC
Entonces:
g =Cy144 - p?
2,000

, se obtiene:

Como q,_q)= 2,00047 = 2,0007 =C\144-9° = C =

2,000
Gy = =5 —144-p?

Con lo cual:

9pm6) = @\/144 -6 =4,000/3 miles de unidades
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b) Con respecto a la ecuacion de la oferta, se tiene que:

ap pg pq
— = =dg = d
dp  p*-36 7 p? - 36 P
[ e
p°-36

Ing :%In(p2 —36)+InC'

Entonces:

g=C'\Jp?-36

Como g _ =3DOO:>&OOO=C'J92—36:¢C'=lpoo,maMﬁmne
(p=9) /5
1,000
== /p?-36
qO \/g p

Para encontrar la demanda insatisfecha cuando p = 9.5:

AT =04, _5) = Gopos.

Ag :@J 144 —9.52 _%)\/9.52 -36

Ag = 4887.63-3293.93=1593.70 miles de unidades

403

Calculemos el excedente de los consumidores si p=$ 11.20:

ZOOOJIM—

Im

1z \
1.2 ¢ /

12
EC = 2000\1144 p?dp

11.2

EC = 2200 ;{p«/144 p +144arcsen%}

EC = 1000[0+226 19-48.25- 17332]

12

11.2
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465.

466.

EC = 1,540 miles de ddlares

Una pelota se deja caer del reposo y después de t segundos su velocidad esV %.
Despreciando la resistencia del aire, demuestre que la velocidad promedio durante los primeros
%segundos es un tercio de la velocidad media durante el siguiente lapso de %segundos.
Solucién:

Se tiene que:%:g = dV = gdt
szdV:Igdt:gtJrC

Cuando t=0— V=0:
0=g(0)+C=C=0
Si V=gt+0=gt, lavelocidad promedio en los primeros%segundos es:

A tZ% g7
e 5]
V1: 0 — 0

T
)

L T . .
En los siguientes 5 segundos, la velocidad media es:

T t2T
[ o5, 7]
v, - 7 2 41 3T

LT, T 4

2

j— 1 J—
De donde: V; :Evz.

Durante una crisis econémica reciente, el porcentaje de desempleados crecié a razén de

0.1t
P'y= Lz, endondet eseltiempoen meses. Sien t=0 habia 4% de desempleados,

1+e0k
;qué porcentaje estara desempleado: a) 10 meses después, b) 20 meses después?

R.: a) 4.924% b)5.523%
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467.

468.

469.

470.

471.

En el punto de abscisa x de la grafica de y = £, se cumple que la pendiente de la recta
tangente es fX) = 4x3 — 3x . Determinar f., si se sabe que el punto (1,0) pertenece a la
grafica.

3
R.: f(X) =x4—2xé+1

Desde 1970, la razén de consumo de petréleo en cierto pais ha sido dada, en millones de
barriles por dia, por la siguiente funcién:

1+0.1t 0<t<4
Rty =11.68-0.07t 4<t<12
0.24 +0.05¢ 12<t<18

en donde tes el tiempo transcurrido en afios desde 1970. Calcular el consumo total entre
1980y 1985. Considere 365 dias por afio.

R.: 1,666.22 millones de barriles

Lavelocidad de produccion de anticuerpos cuando hantranscurrido t horas después de haber

sido inyectado un suero estd dada por f(t) = ticfg . Encontrar el valor de t para el cual f,
es maximo y calcular el nimero total de anticuerpos producidos hasta ese momento.
R.: 3 horas

5In2
La productividad fisica marginal Cd/_i para una industria de relojes es S—Z = 250(q + 4)%.
;Cudl sera la productividad fisica p cuando estén en funcionamiento 5 maquinas?

R.: 21,000

. . . L. -q
Elingreso marginal de unaempresa dedicada a comercializar zapatos es R = 10(20-q)e 40.
Determinar la ecuacion de demanda del producto.

-q
R.: p=200e 20

405



406

PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

472.

473.

474.

475.

476.

477.

_50001In(qg +20)

El costo marginal de una empresa viene dado por C '(q) , en donde ges el

(q+ 20)2
nivel de produccion. Si los costos fijos ascienden a $ 2,000, determinar la funcién costo.
5,000
R.: Gy = 5120 [1+|n(q +2o)]+2,250+250|n20

El volumen V en litros del aire en los pulmones durante un ciclo respiratorio de 5 segundos
viene dado aproximadamente por el modelo V = 0.1729t + 0.1522# - 0.03748, en
donde tes el tiempo en segundos. Dar un valor aproximado del volumen medio del aire en
los pulmones a lo largo de un ciclo.

R.: 0.5318 litros

Supongamos que el precio de la gasolina aumenta de acuerdo con la ecuacion P, =1 +
0.1t + 0.02¢ délares por galén, en donde t = O representa el afio 1983. Si un automdvil
recorre 15,000 millas en un afio, con una media de M millas por galén, encontrar el costo
anual en combustible en los afios: a) 1985y b) 1990.

R.. a) 20650 b) 43.150
M

La probabilidad de encontrar un porcentaje de hierro comprendido entre ay b, en una

b
muestra de mineral en cierta region geografica, viene dada por P, , =%

Comprobar que Py, = 1.

1155 32 _
32 T1155

x3(1—x)% dx.

a

Respecto del problema anterior, jcual es la probabilidad de que una muestra contenga no
menos del 50% de hierro?

R.: 73.6109%

En cierta universidad, la funcién de densidad de probabilidad de que la duracién de
una llamada telefénica sea ¢ minutos esta dada por f, = 0.4e°* (¢t > 0). ;Cudl es la
probabilidad de que una llamada telefénica seleccionada al azar dure: a) entre 2 y 3
minutos, b) 2 minutos o0 menos y c¢) cuando mucho 3 minutos?
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478.

479.

480.

Tenga presente que si f es una funcién de densidad de probabilidad, entonces la
d

probabilidad de que ocurra cierto suceso, en el intervalo [c,d], esJ. fixydx. Ademas, toda
c

funcion de densidad de probabilidad debe cumplir dos propiedades: i) f, > O para todo x

b
en[a,blyii) | f,dx =10 100%. Verifiquelas.

a

R.:a) 14.81%
b) 55.07%
c) 69.88%

En estadistica, se define la funcién de densidad exponencial mediante f(X) =le* x>0y
A es una constante positiva. Determine:

a) El area bajo la gréfica de fen [0,+l[.

+

b) El valor de J- xf(X)dx .

0

R.:a)l
b) 1/4

Las funciones de costo marginal son:
In(x +20)

CMg = 5,000
(x+ 20)2

+10x

IMg =180

en donde x es el nivel de produccién. Si los costos fijos ascienden a $ 1,000 y el nivel de
produccién actual es de 14 unidades, hallar la utilidad total.

R.: $ 206.71

En cada punto de cierta curva se cumple que y" :l. La curva pasa por el punto (1,0)
X

siendo 135° el angulo de inclinacién de la tangente en dicho punto. Encontrar el punto de
abscisa x = e.

R.: (e,2-¢)

407
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481.

482.

483.

484.

485.

. 3 L
En cada punto de cierta curva se cumple que y "' = i3 Hallar la ecuacién de la curva
X +

sabiendo que pasa por el punto (1,1) y tiene una inclinacién de 45° en dicho punto, y
determinar la ordenada del punto cuyo x = 6.
3
Ry =4(x +3)é -11x -20
22

Un camién que viaja a lo largo de un camino recto tiene una velocidad (en pies/segundo)
en el instante t (en segundos) dada por:

_ 1
V(t)_ﬁt +2t+44 (0<t<b).

Encontrar la velocidad promedio del camién durante el intervalo de tiempo desde t =0
hasta t=5.

R.: 49.69 pies/segundo

Las ventas de la compafiia XYZ durante los primeros t afios de operacién se aproximan
mediante la funcion S(t) =140.2t? + 4, en donde Sm se mide en millones de ddlares.
;Cuéles fueron las ventas anuales promedio de XYZ durante sus primeros 5 afios de
operacion?

R.: $ 6,333,333

Unainversion de $ 3,000 gana intereses a unatasa anual de 5% compuesto continuamente.
Después de t afios, su valor S en délares esta dado por $ 3,000€°%. Encuentre el valor
promedio de una inversién a 2 afios.

R.: $ 3,155.13

Suponga que se inyecta un liquido de contraste (tinte) en la corriente sanguinea a una

R
razén R constante. En el tiempo ¢, sea C(t) N la concentracién del tinte en un punto a
(t)

cierta distancia del punto de inyeccion, en donde el flujo sanguineo f, esta dado por

F . . .

Fiey = W [0<t<T].Demostrar que laconcentracién promedio en el intervalo [0, T]
+a
R[1+aT +la2T2j

es C = 3 .

F
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486.

487.

488.

489.

490.

491.

Se prevé que la poblacién con 65 o mas afios (en millones) desde el afio 2000 hasta el

85
1+1,859¢ 066

corresponde al afio 2000. ;Cual sera la poblacién promedio con 65 0 mas afios entre los
afios 2000 y 20307

R.: 49'7mi”one%écada

afio 2050 seré f(t) = (O <t< 5) , en donde t se mide en décadasy t=0

Encuentre la funcién £ si se conoce que la pendiente de la recta tangente a la gréfica de
f., €n cualquier punto (xf,) es € + xy que la grafica pasa por (0,3).
2
Rif  —eX+2_ 12
(x) 2

X

El nimero de ciudadanos estadounidenses con edades entre 45 y 54 afios (que era igual
a 25 millones al principio de 1990) aumentara a una razon de R, = 0.00933# + 0.019¢F
—0.10833t + 1.3467 millones de personas por afio, t afios después del inicio de 1990.
;Cuantos ciudadanos entre 45 y 54 afios se habran agregado a la poblacién entre el afio
1990y el afio 20007

R.: 37.7085 millones

Un estudio realizado por cierta compafiia de televisiéon por cable estima que el ndmero
de suscriptores crecera a razéon de 100 + 210£* nuevos suscriptores por mes a t meses
del inicio del servicio. Si 5,000 suscriptores han solicitado el servicio antes de la fecha

inicial, jcuantos suscriptores habrd a 16 meses de dicha fecha?

R.: 21.960

Durante unatormenta, lalluviacayéarazénde (0< t<2)pulgadasporhora. ;Cuénta

(t+4)

|luvia cay6 durante la segunda hora?

4
R.: — pul
15 pulgadas

;Cual debe ser la desaceleracion constante que debe imponerse a un automévil que se
mueve a lo largo de un camino recto para llevarlo al reposo desde una velocidad de 88
pies/segundo en 9 segundos? ;Cuél seria la distancia recorrida durante el frenado?

R.: —9.77 pies )
seg

396 pies

409
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

492.

493.

494,

495,

496.

497.

Los puntos (-1,3) y (0,2) se encuentran en una curva y en cualquier punto (x,y) sobre la

d? . .
curva se cumple que dT}Z/ =2-4x, Determinar el punto de la curva que tenga abscisa x = 2.

R.: (2,2)

La ecuacién de la recta tangente a una curva en el punto (1,3) es y= x+ 2. Si en cualquier
punto (x,y) de la curva se cumple que y'(x,y) = 6x, obtenga la ecuacion de la curva.

R:y=x-2x+4
Determine el excedente de los consumidores y el de los productores si se conoce que la
cantidad demandada (g centenas) se relaciona con el precio (p ddlares) seglin p = -0.2¢?
+ 80, mientras que la cantidad ofertada (g centenas) se relaciona con el precio (p délares)
seglin p=0.1¢? + g+ 40, y se sabe que el precio de mercado se establece como el precio
de equilibrio.
R.: EC=$ 13,333

EP=%$11,667
El ingreso marginal de una empresa por su producto es / = 10(20—x)e_%0. Determinar

la ecuaciéon de demanda del producto.

R.:p= 2,000e%0

Suponga que f(X) = l en donde x e [e,ezl es una funcién de densidad de probabilidad.
X

Encontrar la probabilidad de que x > 3.

R.: 2 -In3

En el problema 461, ;en cuénto tiende a estabilizarse el precio cuando el tiempo

transcurrido es suficientemente grande (t —» «)?

R.: $ 20
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498.

499.

500.

La rapidez instantanea de cambio del costo de la educacién superior (miles de délares/
afio) es el 8% del costo actual [C 0= 0.08()({)}. Si actualmente el costo de la educacion
superior es de $ 20,000, ;cual sera el costo dentro de 5 afios?

R.: $29,836.50

Lasecuaciones de ofertay demanda para una mercaderia en particular son, respectivamente,
400p=x*+ 2,400y 100p = 1,600 — x°. Calcule 3EC — 10EP si prevalece el equilibrio.
R.: $75.45

En un mercado monopélico se venden g unidades de un producto al precio unitario de p
délares, seglin p = 274 — @2, siendo el costo marginal 3qg + 4.

a) Siel precio de mercado lo fija el monopolista de modo que se maximicen sus utilidades,
;cual es el precio de mercado?

b) Calcule el excedente del consumidor.

R.:a) 193 b) 486
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

9. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPITULO X

1

X
501. Calcular: j 14X ydydx.
0 J3x

Solucién:

Se pide:
2

dx
3x

X

1 x2 1 y2
/=I dx‘[ 14x2ydy :J‘ 14x2 L
0 Jax 0 2

1

1 7 5
/:I 7x2(x4—9x2)dx:7 X——9L
0 7 5

2 01
502. Calcular:-[ I (1+2x +2y)dydx.
0Jo

412
Solucion:
Se pide:
2 1
/:I de (1+2x +2y)dy
0 0
Es decir:
2 1
/=I (y+2xy+y2)‘ ax
0 o
2
/ :I (1+2x+1-0-0-0)dx
0
2 2
/:J. (2+2x)dx:2x+x2|
0 0
De donde:

I=(4+4)-(0+0)=8



503.

504.

e elnx
Calcular: I J. xydxdy .
1Jo

Solucion:

Se pide:

Inx

e Inx e y2
/=J. de.[ ydy:I xdx | —
1 0 1 2

0

:—J. Inx 0 :—J.xln Xx.dx

Calculemos: Ix.lnz X.dx:

Entonces:
X2
J.X.Inz x.ax = 7In2 X — J.x.lnx.dx

Analogamente:

2

2
J.x.lnx.dx :X—Inx —lx
2 4

Con lo cual:

Calcule la integral doble J- 4xdA en donde R es la region acotada por y=4 — x2, y=3x e
y=0.

Solucion:

Se tiene que la regién R esta conformada por Ry R,:

413
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y
4 y=3x
P
=4-x
R |R\. L
-2 0 2 X

Encontramos el punto P de interseccién:
4-x2=3x >x>+3x-4=0
(x+4)(x-1)=0-x, =1
Se pide:

414 Ri+R, = 4jjxdydx + 4J]xdydx

R Rz

1 3x 2 4-x?
4I xdxj dy +4I xdxj dy
o o 1 o

1 2
4J' 3x2dx +4j (4x —x3)dx
0 1

1 a\f
4)(3|0 +4[2x2 _XTJ

1

4(1—0)+4[8—4—2+%)

La integral pedida vale 4 + 9 = 13.

505. Calcule ”.f(xyy)dxdy si:
R

fan =X+

R:x?+y?<4,x20,y>0



Solucién:

Se tiene:
y
2
X+ y=4
/
R
0 2 X
yvariaentre Oy 2
x varia desde x = O hasta x = /4 — y?
Entonces:

I = J‘J’f(xyy)dxdy = deyj(;/m(x +y)dx
R

2 X2
[
J; y { 2 + XV}
0
2[q 2
=J‘ {4 2y +«/4—y2y—0—0:}dy

4—y2

0

3 2

1 2
/=2y —y? +(_§on (-2y)4 - y?ay
0

2

3

,_(4_3_0}(—71}_(4‘3?4 KRBT

0

506. Usando integrales dobles, calcular el area encerrada en el primer cuadrante por las curvas

y=4-Inx+1)ey=Inlx+1).

Solucién:

La region cuya area se requiere calcular se muestra a continuacién:

16
3

415
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I 4
Y 4 —Inx(x+ 1)

<Y

A
0 \ %
y=Inx+1)

Si se consideran elementos diferenciales verticales, el area es:

4| In x+1 4- \n X 1
A= J. de. dy j ax
In x+1 X+1
Es decir:
A= I 4-In(x+1)- |n(x+1)}dx

La abscisa del punto P se encuentra de igualar:
4—1In(x, +1)=In(x, +1)
In(xp +1)=2axp +l=¢?
Con lo cual:
x,=e-1
Entonces:

A= I [4-2In(x +1)]ax

A=4x —2(x +1)[In(x +1)—1}|22_1

A=4(e?-1)-2(e?)[Ine” ~1]-0+2[In1-1]

A=4e% -4 —4e? +2e° -2=2e° -6 un®



2 <x<
507. Dada f(X) _|3x Osx<2 , determine el area de la region limitada por la grafica de
16-2x x>2

f.,» €l eje de abscisas y la recta x = 3.

Solucién:

Se muestra un esbozo de la curva:
y

124

El area pedida se compone de:

2 3x2 2
A =J. de dy =I y
0 0 0

3 16-2x 3 [16-2x 3
A2=I de. dy=J. y dx=j (16 —2x)dx
2 0 2

2

417

3x2 2
ax =I 3x2dx
o 0

0

De donde:
2 2 3
A=A+4A :x3| +(16x—x )‘
0 2
A =(8—O)+(48—9—32+4):8+11:19 un?
508. Mediante el empleo de integrales dobles, hallar el area encerrada entre las curvas:

y=x-6x+8x
y=x2-4x

Solucién:
Las ecuaciones de las curvas son:

y=xX-6x+8x=x(x*-6x+8)=x(x-2) (x-4)
y=xX-4x=x(x-4)
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La region encerrada por las curvas es:

j; o
yo=x =6x7 + Bx
1 /
+—t
o 1 2 3 ¥
ad & A
Tt

¥=at -y
Los puntos de interseccion se encuentran a partir de:
x3—6x? +8x =x? —4x
x3-7x2+12x =0
A A(0,0)
x(x=3)(x-4)=0-B(3-3)
~ 0(4,0)

418

Para el calculo de A, y de A,

x3-6x2+8x x2-4x
Ar —J. dxj dy +I de
2_ax 3_6x? +8X
Es decir:

3 4
AT=J [x3—6x2+8x—x2+4dex+J‘
0 3

3
4
+[i+l_6 ]
4 3
0

Ar = 8—1—63+54 64+£8—96+ﬂ—63+54
4 3 4

|:X2 —4x —x3 +6x2 —8x}dx

4

3

De donde:

_

Ar =—+
4 3 4

45 (=32 45)_71
4



509. Empleando integrales dobles, hallar el 4rea encerrada entre las curvas xy =1y yx° + y— x
=0 a la derecha de larecta x = 1.

Solucioén:

Las gréficas de las dos curvas se muestran en el gréafico siguiente:

y

419
Analicemos si para x > 1, las 2 gréficas se cortan o no:

xy:1—>y1:%

yx2+y—x=0—>y2= X

x2+1

Se cortaran si y, = y,.

No se cortan.
Por lo tanto: y, >y, Vv x> 1.

El area pedida es:

o n b " b 1
A:J- ax dy=|imIdx dy:limJ- y ax
1 Vo b—ow J1 Vo b—ow J1

Y2
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De donde:
b
A=l -
tim [ L= v2Jox
b
A:IimJ. [l— X }dx
booJ1 [ X x°+1
1 b
A= lim {Inx——ln(x2+1)}
b—wo 2 1
b
. X
A=1limIn
b—w X2+11
A=lim|In b —InL
b—w b2+1 \/E
Como

lim [In b ]In[lim b =In| lim 1 =Inl1=0
420 bl 211 bow [m2 1] bowe [ 1 |
Vb? +1 Vb? 41 1+bi2
se tendré que:
) 1 1 1
A=0-IlimIn—==-In—===In2
b \[2 J2 2

510. Suponga que una masa esta distribuida sobre una regién R del plano xy de forma que la
densidad en todo punto es igual a la distancia desde el punto al origen (0,0). Exprese la
masa total de R como una integral doble.

Solucién:

Se tiene que:

x.¥)




511.

512.

513.

514.

515.

516.

517.

Entonces:

M = J‘J.\/x2 + y2dxdy

R

4 @4
EvaIuar:J. J. x2y dy dx.

0 Jx?
R.: -20,992

21

6 03
CaIcuIar:J.J‘ X + y )dxdy.

. %( y)dxdy.

R.: 36

1p1
CaIcuIar:J. J. ye* Y dxdy.
0dy

Ri-le?ie L
4 4

)

Calcular: ”f(w)dxdy Sif,=9-X-)y yR¥+y<9x20,y>0.
R

R.. 8lx

8

2 px-1
Calcular la siguiente integral: '[ J. (3x2 —2y)dydx.
1

x+1

R.: -8

Calcularﬂ 1 dA en donde R es el triangulo acotado por las rectas y =
R

y2+1
y = 2. Emplee elementos diferenciales horizontales.

R.: gIn5
2

Usando integrales dobles, calcular el area encerrada por las parabolas:
X =)~
8% =-y

R %4

421
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518.

519.

520.

PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS

Calcular el area comprendida entre las graficas de f ) = 3x® - x? -10xy 8x) = —x? +2x.

R.: 24 un?

Encontrar el area de la region limitada por las curvas, y = x* — 2x% — 2, el eje de abscisas
ylasrectas x=1y x= 3.

R.:11.41 un?

Asuma que R es la region interior de los limites de cierto distrito, y sea £, la densidad
de viviendas (nimero de casa por kildmetro cuadrado) en el punto P, o Si el impuesto
sobre la propiedad de cada casa del distrito es de $ 4,200 por afo, exprese el total de los
impuestos sobre la propiedad recaudados en el distrito como una integral doble. (Asuma
que x e y se miden en kilémetros).

R.: J'J'4,200f(w)dxdy
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AMENIDAD 2

En la amenidad 2 del libro #76 de la colecciéon Apuntes de Estudio, titulado Geometria Analitica
en dos dimensiones —de los mismos autores de este libro—, se planteé el siguiente problema cuya
solucién aparece a continuacién. Se han empleado ocho maneras distintas de resolver la parte

a) del mismo.

Una regién R esta dentro de un cuadrado de lado 2a y estd conformada por todos los puntos que
se encuentran mas cerca del centro que de sus lados.

a) Encontrar el area de R.

b) ;Cudl es la probabilidad de que al escoger al azar un punto cualquiera del interior del
cuadrado, se cumpla que la distancia al centro es menor que la distancia a los lados del
cuadrado?

Solucién:

a) Determinemos en primer lugar el area de la regién R mediante 8 formas diferentes.

Ubiquemos al cuadrado de lado 2a de tal modo que el centro del cuadrado coincida con el origen
de coordenadas:

423



Sea P, , un punto cualquiera dentro del cuadrado. Se debe cumplir que:
XY,

dipoy <th = x*+y? <a-x ..(1)
d(Po)<d23 x’+y?<a-y -(2)
dipoy <ds = yX* +y? <a+x ..(3)

d(PO) <d,=>x?+y?<a+y ..(4)

A partir de (1): \/X2 +y® <a - X, se obtiene:

2 2 2 2 a
X<+ <la-x) = <-2alx —-—
yi<(a-x) =y [ 2)

-— . 2 2 . . v . . N
El vértice de la parédbola y Za(x A)de eje horizontal es (2%.0)" se extiende hacia la izquierda

y pasa por los puntos (0,a) y (0,-a).

424

| y2=—2a(x—%)

B a% - y?
2a

X




Como se trata de una inecuacién y el punto (0,0) satisface a y? < —2a(x - %) = 0<a? los puntos
situados a la izquierda de la parabola cumplen con la inecuacion (1).

Anélogamente, de (2), (3) y (4) se obtienen:

y
(@ -02<-2ay %) V(0,7 /( %&
—a a X
y
a
(3)  (y-0P<2a(x+7) V(-%,0) —
_2/2 X
-a
y
a
@ (=07 <2a(y +7,)  V(y2) —a a

,a/z
La region R resulta ser la interseccion de los conjuntos solucion (1), (2), (3) y (4); vale decir:

y
a

D %

-a

Para determinar el area de la region R se requiere conocer las coordenadas de los puntos A, B,
Cy D. De acuerdo con la simetria de la figura, A es el punto de interseccion de (1) o (2) con la
recta x = y. Asi pues:

425



De donde se obtiene:

A1 (22
A& (-2
“-2)s . (-2
%2 (22))

CALCULO DEL AREA DE LA REGION R

426
La calcularemos descomponiendo R en formas distintas y empleando integrales simples o dobles,
ya sea con coordenadas rectangulares o con coordenadas polares.

FORMA #1
y
A La region R esta conformada por 8 regiones
Al A, de area A..
AO AO X
A A, A =8A,
A [A

Para el calculo de A, conviene considerar elementos diferenciales horizontales:



y
_ A((V2 - Da, 2 - 1)a)
(V2 -1)g = .
N — =
dy
450
0 X
Entonces:
(ﬁ—l)a a2—y2
Ar _8.[0 5 Y|
(\/E—l)a
_of 1) .2 7)’_37 2
AT—8(2ajl:a y 3 ay }
0
4 1 3 3
A —;{a (ﬁ—l)a—g(S\E—7)a -(3-242)a }
AT_432{4J§—5} 427
3
A =f(4ﬁ—5)a2
3
FORMA #2

La regiéon R se compone de una unién de regiones:

A= 2(A +A)

y A

2 aZ_XZ
/yl: 2a
/y3:\/a2—2ax
A A A
A‘ Q X I + A,
B
) B \
\ _xX-a y, =\a - 2ax
2= "5 ¢

Aze. (z1e) Yos.0)



Entonces:

(V2-1)a (V2-1)a 52 _ 42 X3
A = - dx = ax = ax — —
1 Io [}’1 )’2] X Io 2 X =ax 32

0.5a 0.5a -1
A, =J [V3—ya]dx = 2J' a® - 2axdx = 2[—)—
(-1 (-1 2) 3, 3

Con lo cual:

A =2(A +/\2)=2~4_2\/§+§0\/§_14a2 =%(4x/§—5)a2

FORMA #3

La regién R se compone de una unién de regiones:

D 7 A
428
A=A+ 4A,
A, /k A A.: area del cuadrado de lado 2 V2 —IPa
A,: area del segmento parabélico calculado en
la forma #2.
C B
P
(2-1)a

Entonces:
Ar =[2(\/§—1)a]2 +4[MT_M}?2
A =4(3-22)a +%(10\/§—14)a2

Ar = %(4& _5)a?
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FORMA #4

La regién R se compone de una diferencia de regiones.

N A.=2[A, - 2A/]

A,: equivale a los %, del area del rectangulo
circunscrito.

A

Y0 T Ys0)

’ : A,: érea comprendida entre y =+a” —2ax y
y- a’ - x*
- 2a
Entonces:

V2-1)a
) 1(a2—23x)% a Xa( )
°"2a % 2" "%
o
3
As—;—;[(ﬁ—l)zaz}é—%(\/?—l)aJr5\/2;7 3—[——a3—O+OJ

A, :[12—68J§]62 _ 6—;L\/§ r

Entonces:

2 B 4(4yJ2 -5
AT:2 21_12 8\/522 _ ( )32
3 3 3

FORMA #5

Empleemos integrales dobles para el calculo del area.

A =4[+ 4]

429



y Ag: area de la region limitada inferiormente

2 _,2
i a—x
por y = Oy superiormente por y = > ,
a

comprendida entre x=0y X = (\/E 71)a_

A area de la region limitada inferiormente

A por y = 0y superiormente por y = m,

comprendida entre x = (\/E - l)a y x = 0.5a.

De donde:
2 2
(\/5—1)3 % 1 (\/5—1)3
= || dxdy = x| * dy=— 2-x%)d
A6J'ny -[o X.[o ly Za.[o (a x)x
6
3|(V2-1)a
a2 Xl T 422
2 6a 6
430
0.5a \/aZ—ZaX 0.5a
A7:IJ.dxdy:j dx'[ dy:I 22— Daxdx
" (\/5—1)3 0 (\/E—l)a
0.5a
%
A7— __1 (BZ—ZaX)Z —5\/5_732
| 2a % 3
(ﬁ—l)a
Entonces:
tr =a[s ] =0 BT OE G L0 )
FORMA #6

Consideremos elementos diferenciales horizontales:

A =4[ + 4]



Ag: sus limites son

A . xdesde O hasta a’ - ,Vz
2a

f . ydesde O hasta (JE -1)a

X Ag: sus limites son:

. xdesde O hasta ya® — 2ay

. ydesde (\/E —1)a hasta 0.5a

De donde:

R
Ay = J]dydx :j dyI 22 dx
0 0
R

0.5a \ az—Zay
A = ”dydx - J‘f dy I dx
1 a

Las integrales A, y A, coinciden con las integrales A, y A,, respectivamente, de la forma anterior
dada la simetria de la regiéon R respecto de los ejes x e .

Por lo tanto:
Ay = 4- g\/_ 2 -0.19526a%
A = 5[ 7 42 —0.02369a°
A= 4[A8 + Ay ] =0.8758a"
FORMA #7

En coordenadas polares y con integrales simples, el drea de una region R esta dada por 2I 2d o,
R
siendo p = 1.

431



p="t,
2
pdo dA=l(pd6)p=p—d5

2 2

lpo
s A== deo

2f’0

R
6
0 P
El area solicitada es 4A , siendo A, :

y

a

4 A y2=72a(x72)
A /\/
A X

B
432 -a
La ecuacién de la parabola y? = —2a [x —%J es p :Hjm en coordenadas polares.
0 P
,% p
) (2— \/E)a

% | )
7 a

A((N2 - D)a, (2 - 1a)
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0Az(x/§—l)a\/§=(2—\/§)a

Entonces:

A =2a° f
¥/

do
(1+ cos&)

Como cos20 =2cos’ 0 -1,

1+c0529:2c0529—>1+c059:2c0522

De donde:

V.7 T 2

Ar —azj.j;seczg(ﬂj J:Z; (tangj [sec2 Z)d;

7,
30
A =a® {tangwtml
2 3

s

A =a° tan£+tan377 tan( j ter” ( %)

tan® 7
=222|tanZ + —é
A

8 3

2tan”?
Como tan29=ﬂ:tan£=—8=1,

1-tan @ 4 lftanzﬁ8

1-tan?Z —2tanZ = tan? Z + 2tanZ = 1
8 8 8 8

433



De donde:
tan? L+ 2tanZ +1=2
8 8
[tan%+l}2 =2—>tan%:\/§—1 (>0)
Entonces:
A = 2a2{(\/§71)+l(\/§71)3}
A :232[\/5—1}[1+%(3—2\/§)}
A =2a2(J§—1)6_§JE =%(8\/§—10)
A =%‘2(4\E—5)
FORMA #8

434
En coordenadas polares y como integrales dobles, el area esta dada por”pdpde, siendo p =f,.
R

dA = (pd&) dp
pdd
dp dA=pdpd0o
A= H pdpdo
R

Por ejemplo, el area del circulo de radio R es:

R 2
A:ijdpdG:J. pdp| do
0 0

R 2r
A= J'O pdp(6)

0

R R
A=j pdp(27r—0)=27rj pdp
0 0

2|f R2
A=2zP —27|Z__0|=zR2
2], 2




APUNTESDEESTUDIO 0

Como en la forma anterior:

y
A =44, =4J.J.pdpd0
Ao R
T a
. A/':4J.{;dg Ol+cosopdp
y!
a
Ar 4 % ,02 1+cos @
T 2 0
A :2a2J.A;2d9
% (1+cos o)

Se obtiene lo mismo que en la forma anterior:
432
A =5 (42-9)

435
2
b) En resumidas cuentas, como el area de la regién R es %(4\/5 - 5) =0.8758a°y el 4rea del

cuadrado de lado 2a es 4a?, la probabilidad de que un punto cualquiera del interior del
cuadrado pertenezca a la regién R es:

0.8758a°

——=0.21895 ; vale decir, 21.895%.

4a






